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VU i(*li Ul iluu -liliH'ii (It'ii \\(‘ll(.iini('cli;i, Tuschen l'^r^duzmi^shaud 

Ydi.ilil ^v,n ich 11111' (lanihcr kliir. (lal.» dieser Ixu der Neuhiat- des 
slKindes 11111 (Miie --elii V( irLiutii;!' ])drs(,elhm^r des Th(‘ni<i,s ANeideii kuiiiile. 
■[,1 ,|,>n 10 .lalii'eii seil << iiK'iii lh'S(di(‘iiU‘ii ist d(‘r Stnit' liedeiO^sani an^^e- 
Yadneu so dah die ii^ue \iitla,i^e an Ihnfani^ und Jnhall ein Vu^lfaches dei 
iriilieti'ti 1 )ai ^1 elliiiiL' L^i'worden is1 Trotzdem dec'kl sk' laiiue nicdit den 
M.iiL/rii lidi.ilt dei iieu(‘n Meclianik 

Iiishes(aid('r f liahe icli die uMindsatzludieii und r(‘ichi«!i‘h alistrakhai 
DiiiL'c ( l ijschai Je- kr.iLiein Translormal lonstiieonm l^hiilliil) Mes AhTn ei- 
j.iliifUs ,iiif d,n Jauehnn der UenhachJiinj^en) in Ka.piti'l 1 J 1 mn km/ 
Im mint, ’/iini.il ja liKniihei nielirere koinpetiaite I).irs1(‘llitn!j,en \oili('nen. 
11 («ismi liei n . die iihy^ikalischeti Viinzipien (h‘r (^)iianl enl luairie : Diiac, 
(hiaithiin Meclianics- H A (\ ra in ers , die J h’undkiyeii dei (^liiaidenlheorti* 
11 .1 m 

haL'eueii h.ihe leji mich lieimiht. (Ile inalheiiia t ischeii kl ill^niit.ti('l dei 
W fllcimiechanik nach det 1 iinkl ion«'nth('or(d ischeii und .ilyehiaNchen Seite 
luckl'ulo^ und moL,diclnl einl.ich hi'rmtzustidk'u, wobei udi viiTacli neue 
?\letho(k‘n heiJUtzt halle, die ('I'si, 1)(‘I d('r Ahf.issun,^ diesi'S Fhiches allmählich 
i'iilstaiiden sind 

iM'sonden' Soinlalt ist aut 1) i r.i cs rekit ivnl isclu' Thi'oru' des Eh'ktioiis 
\ei\\andt ^\otdeu icli h.ihe ^le kons(M|uent in hyi)('rkon!|)l('\(‘U Kinheitiai 
eutwick(‘h, iintei \h‘iineidiin'a der vierreihiyeii I)irac-Ma.triz(m. die nur in 
/aisatz Id als nio^ludie Dm’sl ellmi;;»'!! jenm Einheit^ön hjrwahnuni^ finden. 
Die yrolie \\illkm m dei Auswahl diestu' Matiizi'U und du' l nmo«,^liclik('il, 
sie l(‘hl(‘ilos ini Deikichtnis zu Ixdialteii. schienen nur ihriu’ Aufnahme in du* 
(inindlanen dm- Tlieoi le im Wi'yu' zu sla'limi. Du* Spinoiaail hiMirim di(‘ in 
Zusatz 17 kurz hesproidien w'ir<l, kann vom Staaidjuiukt der hyjx'rkoiujilcxen 
jDiiheiteu elieiilalls ^elnu(‘d(‘n w(‘rd(Mi. da. man hm d»u' Lor eiitz-Traus- 
lorniation, wie in ]\api1el IV, § h, yu'ziM^d. ward, statt d(‘r J^a yenfunkt innen 
di('s(‘ Emheitiai, und zwair nach (hau yi'W'ohnlicln'U Tiaisorschema . tr<nis- 
loiniKTeii kann. 

kks 1^,1 hta dm- y,inzmi Anlayu' (h‘S Buches sell)stvm'st andlich, dali die- 
jmnyeii Drohlmm' ausführlich zu lieliandeln wartai, die fin die Beohaidit uny 


IV 


V Ol vV'or t 


.\v(‘S('iitlu‘^h siiitL Doslijill) ist dcTii jihotooli'ktrisclKMi EIi(‘kt. dnii kontiiiuK'V 
liclini l>()iit^‘iis}Hd\iriii)j und dtuii Coiiijitoii-EllVkt oiii licsondiTcs Kajiiti' 
^ovvidiiK't , \v<)])o) je ('Ul l)('S()ud('r(‘r Ea,ra,<^^ra})h von ibrc'r rolai ivisIiscIk'Ii Vor 
ioiiK'run;^^ li.indi'll. Die hierlx'i M'rlolf^f.e Melliodi', Aiiscliliid der Dirac- ai 
(li(' Scdirodinv'erA ili'ieliun}^^ in erster Xalierunvn V'ird in df'in J\a})ii(*l ubi'i 
S(ornn;istlieori(' aJljj^einein la'^riindet, 

Jj('i(b'r war i'S niclit uio^dieli, da* <illijjenieine Aliiltiplid t -Tbeorie anfzii- 
nelniK'ii, oliiK' das Jbicb uiif^elailirbeb anscbwt'lleii zu lassen. \ur (b'i 
l rs|)riin^^ der Diilili'lts und ihrer Zi'eina.n-El’Iekl e aus der Dnac-Tbeorn 
sind vollständig (‘iitwickc'lt ^\ord('n. Audi du' Diraesdie Strabluii^^stlieorie 
und niaiiebes andi'n* (Dri'itsdie Dkudiuii^n A ii ;j; e r - EitV'kt) sind lort- 
^eblu'lien. Die Kernpliysik wiinb' «^uunidsatzbeb lieiseiti^ j.jelassen. 

Di(' Hinweise aail Dd 1 Ix'ZK'Iien sieb a,ul die o. Aullaye desselbi'ii. 

MeiiH' ub('r ^ dalire sieb erstreeki'iide Arlx'ii liatle ibi Ziel niebt ern'iebt. 
wenn leli niieb nielit dei lieiieij IIiKe lielx'i Milarlx'iter zu eiln'uen ;^M'babt 
batl.e Den Kolk'uje jM'elierl batte iiiii ('iii \ ollst aiidi^t's Manuskr]|)l. zur 
\d'ilu}j:un<j; ^(‘Stellt., das der Ausarbeitung^ ^oll Kajuti'l IJJ zii^Jiiiinde bi'Ld. 
Aiadi Zus<itz 2 rubrt \Nesentbeli von Herrn l>e(‘]}('rt bei Dr. Eianz bat 
niieb bei der Deb.indbiu^ der J )iiae-( deiebnn^^ besoiuk rs in § d und 7 
niit^ Ead und T<il. imteistailzl . ebenso beim ('oinpton-Jdfekt in §0 J)]t‘ 

/usatz(* i), 10 und 17 sind in eiiyi'r ZusainiiK'iiarbi'ii mit Dr. W elker ent- 
standen. ebenso Kapitt'l Al. 0 (l.inz Ix'sondc'ren Dank aber sdiiilde leb 
Herrn Kolk'yu'ii AEi u e , dt'r mir lu'i der Anla.,va‘ und I )urebl iibruny' sebw K'riyei 
beebnuii'^en, z. D in Ka|)il.el VI, ^ S. Kajate! VH. 7 und S und Zusatz Kl 
un(‘rnmdli(di und mit, ^rol.lter Ziivei lassi;j;keil iH'ii^est.inden bat. 

. Del (b'ii Korrektiiri'ii des ^anZ(‘n J>uebe^ liabeil liiudi die Heilen Ala ile. 
\\ a I dm <1 11 n und AVel k ('i , niebt, niii in loi meilei , sondern aiieb in knt iseb- 
saidibebt'r HmsK'bt wirksam unb'rstutzt. 


A. Soiii iio-rteld 
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1. Ka])itel 


Einführung in die Wellenmechanik 

Grundlagen und einfachste Anwendungen 
ü 1 

Die Schrödingersche Wellengleichung 

l)(‘l liuikr()'>k()))l'<clu')ll 1111(1 llllkri)sk(»|)ls('ll(']ll (iu- 

1^1 oll l)(‘l(»iil A\(»i()(*ii. Alukj()^ko))N('lj ^l(■lll Mcli z. der Zustand 
(‘iiif^ W aniK'-dloicligowicliti's andcis an al^ iiiikroskojuscli iiacii dar kiuati- 
.scJicii Gastliaoru' Aiicli Macli.iiiiK und lG(d\trodynaniik ^ind niakrnsko]»!- 
sclicM I r^l'riings Sie iinoo.indort auf dit' \ ai lialtnis>a iiii Aloin zu iikaj- 
li.igt'ii, hodciilol aino Iinl>fj('(diliglc Ziiiiiiil iiiig all dio \atiir. Akcr oow iclil igm 
'I (‘iha’loloc spra-cliaii zuguiisicn d(‘i l'Alrajiokil loii in^ Mikro^koju^clic. lhP> 
Sliidinm de] iiiiKU'-aloniaiaii EK'kl ronanlialiiifii, da'> liir die go^'arnla Kaiiiil- 
iin dto Vtoiiis. insl)(‘sotid(‘i't* lin dio lailzilk'i'iing" dar S)Hd\lran mi iingaditaan 
lriiclitl)<ii gaN\()id(‘n nl. I»anilila aiil d(‘i kIa'^^l^'allan Maaliaiiik und da* 
Koria''])oiid(‘nz-Ilal raalilungf‘11. dia wirzin haantwoilung^ von Tiitan^itaN- 
uiid I 'olarna 1 loll^- t’i'ag^aii lianoliglcn. wiiidaii (hu' kla^si-^aiKai l'dt'kli'o- 
dMiaimk atil iiomiiK'ii. W a-^ zu daii kla>si'^cli(‘ii rrinzijiU'ii hinzukani, waren 
zwai (yiaiilaiia\ionit‘ Wir daultui ^la, iiiilar llln^^al^ auf Ihl. f. S. !>(),* 
(il (20) und l')d T. S !0. (II (0). kurz an diiiali di(‘ Ixuikui ( llaialiungaii : 

(1) I ( G)uanlan-J h‘diii; 4 ung:), 

(2) (Enaiuaiiz-lladinoungO 

JA^l(‘rt‘ dalituail di(‘ au>gaZ('i{-lin(‘jan odiu’ stalioiianui Zu^landa dt^- Alonis 
fall^aaiiaiuar da> katral laiidfUi SyNlaiii'') und untai^(diaidat Ma durah di(‘ 
g.nizo Zahl (.. (^)U‘"0t‘nzalil“) // hdzlaia ))a>lnnnil du' Aus^traliluno Emuiu 
1 iHuyaing au> aiiiaiu aistaii in aiiian zwailtui Zustand diircli dia zuoclionyu'ii 

iMiaigU'uh iÄ 

') Wir bazmcluit'ii Jiii t'o]g:and(‘n mi 1 77 du* 'l'ot a laiiri gie und uiitarsc luaden 
sie \ou dar] ('Ul ge 11 iMiei’gie II , hm wi'lchei der in der l'ixisleiiz der '\lns>e en(- 
halteiie Energiehelrug mehl milgezalill wird lleiin einzelnen IGektroii ist z 11 
77 ] 11 , 
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l^^itifuliniiig 111 (üe Wflk'niTiHcJinriik 


I 1. H 


Al)(‘r v('i>chi(“(l(‘]i(‘ Aii/(‘i(']i('ii wu'^i'ii diiriiui lim, daß du* inccliaiiiscdicij 
a-iu'li W(*iiii >i(“ 111 >(tk‘li('r W i'i^o ([iiantatdliedreli^ch (‘rgan/i wanai. 
iiK'lif di(‘ \()11(‘ \\ alirli(>it Irahai lAn iK'Mtiidcr^ eiiilaclK'r Kall ihres \ er- 
sageiis z(‘ig((‘ sich laa drii IkotalKnis-liaiideii der Alok-kide ])ies(' waren 
mehl ganzzahlig, -^oiidein hallizaJdig zu nmnerK'reii (vgl. 1hl. 1. S. ßOß hm 
1hg IhS). wenn anders dir Krlahrung'-TalsaclH'ii imgezwiingen wieder- 
grgcheii Miadeii solhi'ii. l)ies lind anderes vveist anl den (Irgeiisatz zwi'-eheii 
Alikio- 1111(1 Alakro-AIeeliaiiiK hin 

\\ i(‘ kdiiiK'ii wir Ulm ohiK' zu große W dikiii zu i'int'r den Moin-Vor- 
gangeii ang(‘])aßten M i k ronuo-lia n i k gelangen'^ A\ ii tolgen Krwin 
S (• h 1 o d I n gt‘ r^ ). wiain wir von dem uniiassendcn aiialyl ischeii Svsiem 
dei 1 1 a m 1 1 1 oll scii(‘n AI (‘elian i k**^) ansgehen. Hamillou eni vv lekelti* es 
1111 /ji'ammenhaiig iml -(mimi g('oiiietriseh-optis(*hen l iihTsiK'huiigeii dt'r 
asf ronoiniseheii riistnimmite und ließ sich von d(‘n Ahirsielliingeii der damals 
n8‘2S his |S"rr) aufkoimiH'ndmi W elleiioptik inspirienai 

l)ie \\ (‘1 l(‘ii o]>l 1 k lu'schrmht da' opti^eheii AAtrgaiige durch lineare 
parlndle I)i I i i^reii t ladgleich uiigeii /weiti-r Ordnung und leitel 
aus iliiieti die W (‘llenllaeh«'n (k'laeheii gleicher Vha^e) ai> J )ie laiditsl rahkai 
können wellenoj)! iscli. wenigstens in isotropen Aleilien. d(‘linimt werihm 
als orthogonale Trajektorieii dm' W elkmflachmi 

])i(‘ g(M)m(‘t rische oder St rahleiiopl ik aiidm’erseits wai iirspriingheh 
miie Aicchamk \(‘Wtonschm Jjiehl-Vartiki'ln , die Lichtstrahlen h(‘dmite1en 
die Ihihnen dieser Ihirt ikt'lii ; orlliogmial zu iliiaai vtrlaiilmi die Wellen- 
ilaclimi Ist S’--(’onst ihre (ilmchiing. so genug! S mia'r jiarliellen 
Dil fermit i<i Igli'iehung erster Oidniing zwinlen (Irades. Oic^ ist 
ili(‘ H <1 ni 1 1 1 oll sehe jiartielle I titleriintialglmchung der Alechamk, A h(‘d(‘uti‘t 

L'i, - a/,) m licilit (he Rille Lneigie (k's Ll(‘kl roiis . 11 selzl sah ini allgemeinen 
aus kiiK'l ischei und pot eiitielku’ l'hiergie zusaumhai. welch letzten' seihst iiiii 
his auf eine Konstante hesliiiiiiit ist Ih'i K'lat i\ ist is( h('r Ih'handhing ist die 
Totaleiieigie 1 '' das angcinesseiie l'hiergK'-Maß , hei nadil -r('lativ ist ischei R(‘- 
haiidlung ist es heipii'm und. wie wir ini inu listen I ’aragra])hen si'lien werden. 
ausreiclK'iid. mit IL zu n'idmeii Otfenliar können wir m (2) dundi 

R,i Uh ers('1z('n 

') Die grundlegenden \rh«‘itcn von Schrödinger erschienen m den Ann. 
d l’hys 1'.I2() untci dem Titel .. (^tiiaiitisK'rung als Kigi'iiwertprohk'm’ . Dd 7h, 
erste und /vv(*it(‘ Alil tt'ilung. 1hl HO, dritte Alit ti'ilung : 1hl Hl, vierte Mitti'ilung. 
Ferner 1hl 7h .Fhi'r das W'ilialtnis diu 1 1 ei.senherg- R o rn - J ord a nscheii 
Quantenmechanik zu der meinen“ /aisanimengefaßt m der Alonographic' : 
,,Al)han(lhmm'n zm Wellenniec lianik“ laapzig lh27. 2 Auf! , lh2H 

“) Außer (h'ii m 1hl 1. S 117, gegelaaien Nachweisen über (U'ii Vrsprimg 
der Harnilt ons(di(‘n d'heoric \irl K. Klein’ Fntwicklung dm’ Mathematik mi 
Ih Jahrhund(>rt. Jul S])nnger 11)20, 1hl F. Kap 5. 



IC S< hjodingcrsAic WYlleiiglcK-liiiiig 


,iit-|)rccl)(‘i)(l niiMivi IrulKTeii 1>cz('icliniing J>d. J, S. 108, die Jdaiinlion- 
s(h.‘ (•llill)ll^l<■n^tl^cll<■ oder ..AVirkuiighliinklion“ Alan gelangt 

/iiiiacli"! ZU) I »iltei( nt lalgleielimig lind znr \\ lrkllng^lmlkt loii fiir (Jen 
, iiizelnen Ala^-en])llnkt (da* einzi'liu^ lacht }»arl iki'l) und ervv('itert die 
' Methode iinM'li\\(‘r (durch Zulnlhaudinie inelirdinaai-ioiialer ] let racJitungeii) 

J ,,,it heli(d)ige liie(diani>(d(e Sysl(nie. 

Wii wollen nun den 1 1 a in 1 1 1 on sidieii W eg nKd^wai t^ gcdieii W’ahrtuid 
II I ^ 11 1 1 1 , 1 II x,,n dei W (dkuiopt ik iiher da* St rahleno})tik zur allg('iiieinen 
I l'orinuherung der Alakronaadiaink gelangte, wolkai wir mit Schrödinger 
l\()ii der Alaknuiieidianik uIhu da* Strahkai- und W (dleiio]»t ik /in Mikro- 
i nie(dianik uheigeheii ^So \\ie da* A\ (dlenojitik eine Verleinerung der Slrahhaj- 
'| (i|)tik tiir Alnue^^ungeii \ on (k‘r (irofa* dei W elkuilange ist, so (‘rwaiten ^\lr 
leine Miktoiiieidianik zu gewinnen, uididie die AlakKuiieidianik \(‘rieinert 
itn \tom-l )inien''ioTU'n hraiadihai nuudit 

\\ 11 lieginiieii imt der Makronieidianik des euizidiun ’lassinpimktes 
fni naditw inkliLU ii Kooidmateii Ai^gcdieiid \ on dei JAaTgiegkmdiung 
1?(II lAierga‘-l\on-t<int('. I - ])o1entadl( IAiergi(‘ als reine Funktion 


I + 


(/F + v‘i 1 p“) 


I halten wir ii.uJi den xtllgena'ineii |{(‘g(dn \oii lal. 1. S 
{ a 1 1 M 1 1 o 1 midie liai f ad le 1 httei eii t lalglea huiig 


(I) 


r T), A.N 


(ih ( 18 ) die 


/AS'A 

ic> kj+(n) 


' A-^ wird ..emtei 1 )|1 lerei it t.i I- l’a i ai iiet ei A genannt, iiii (ii'gansatz zu dom ni' 
■ dei lolgeiakn (lleKdiung \ orkoimneiidi'ii ..zweiten“ oder ..La pla c(‘s(di(‘ii 
jtillereiit lal-raraiia ler“ 1. Viidenu-seits ^(dinuheii wn dit' 1 )iJ lenailial- 
gleadiinig dei W idleiiojit ik an 

I <P II (p 11 (P // (P II 


Ja i-'l eiia‘ re( ht w mkligi* Komponei 
»zu Ort im allgeiiumam ^arlahle) IM 
Wollen ahei die /mta hhaiigiglu'it , a 

3 enig(di('n. soglmidi (dnnma'reii diir 


it(‘ d(*s optisida ii L\dde>. (i di(‘ (\on OUrti 
laom-Oi'sidiwandigkeit des lachti's. Whr 
ul (he wii ei>t ini mudistim Varagra])hen 
:di den nioiaxdiroinal ischeii Ansatz 


# ir s(dzen 


k 



4 


1‘aui'iiliTinig in die WVllinnneciiaiiiK 


1 l.T)}. 


und ni'uneii h dit* ,,\\ nlleiizalil“. Diese IVneniiimg reclitfertigt mcIi dadurch, 
daß iin Dalle ('ukt (‘hciien A\ ell(‘ (\gl. (U'ii iiaclistt'ii IhirngraiilK'ii) l gleich 
2 rr/A wird, wo dio AVolleiilangc, d. h. di(‘ laniiihche l^'riodizitat der 
ehi'neii \\ eile ist l'Vrncr i'uhivn wir den Brechung^lnde\ n gegen \hikuuni 
(Mii (die Iiidiz(‘s 0 W'ei^eii aul ,, Vakuum“ hin, a^^ ist also gkicli der gewoliii' 
liehen Licht geschwindigluMl c): 

(ah) // __ -ü . 

a a 

j\lil da^seii Bi'zeichnungi'n folgt aus ( 5 ) und (da)- 
((i) .-n- + =r 0 

Wii hier aus gi^waiimm wir d(‘ii tdiergaiig zur Strahlenoptik nach laiieiii 
(h'dankeii \on Deliye^) folgiaideriiiaßeii In diT St rahlmopt ik sidieii wir 
die AVellenlange ^ als ,, klein“, also /.<, aL ,.groß“ an (,,kl(un“ heißt iiiii'ndlich 
klein gegen alle a orkoninuaiden Ahniessungen der o])tnchen Apparatur). 
AA n sclm'ilx'ii ; 

(Ga) ~ A c' ' "'I 

Der lAiktor (j ist aus DinK'iisionsgnindi'n liinzugeiugt : S hat die 1 tiiiieii- 
sitm der Wirkung (i'rg sei*), muß aLo du- Itinieiision eiiM'j n-ziprokeii 
A\ irkiing halH'ii. (In Ga) h(diandeln wir A und S als ..langsam viTandiTlK-ht' 
(iroßcn”: d h. wir \ ernachlassigi'ii in dtai Vhkat iingoii 


d w / , (iS dA^ ^ ^ 

d r \ () j ö .1 / 


~ Kq-A 


, rDN , , (iA ()S (fA 
I ihjiA 4 , o 

(i r (i I (i .1 () r 


alle niedi-n n Botenzi-n \on />„ gt-geii da- jewmls lio 
nach Fort he hell \on uIht in 


(il. (G) gtdit dann 


Dh's ist (he tiir du' Stiahk-nojit ik cliarakti-rntisida* Dilk-nait lalgkachiin; 
(his ,,kakonals". 1 )(t \ (u-gleich mit ( 1 ) ludert 
( 8 ) 1/2 


Die Hain 1 1 1 ons(di(‘ Alechaiiik opcTUTt also, wenn wir sie strahleno])tisch 
deutiui. mit ('ineni mu-h Alaßgahe \on F \ariahien ]L'(‘chiingsind(e\ : man 
hat etwas Ahnhelu's wu* (hai krummlinigi'H Strahlengang in dt-n Luft- 
schichten der Krd-Atmos])liare W ir setzen dicscai AA ert \ on ?/ in die welk'ii- 


) A4I A Soinnier 1 ('1 d und 4 Bunge, Ann d Idiys 35. 2!K) (JdJl). 
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J)ie Scbrod ingersflio WVllengleu-huTig 
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opti^clie DilfereiituLlgleicliiing (fi) eiii und erludtc'ii dadurch nehpii dem 
^t,rahlcij()])(iNc]ien ein wellenojilisclii's Ah])ild der ]\l(‘chaink: 

(H) .'1 f + tu f</A())“ ( H' — T) ^ 0. 

IIk'J- i>t nocli d(‘r unhestinimte Faktor r/ zu wühlen. Wir heuierkten im 
■Vii'^cliluß au til. (ha,), daß da^ Produkt r/Zr,, von der Dimension einer n'zi- 
prolu'ij Wirkung ist. Darauiliin s('tzeiF) wir, indem wir einen iin- 
hcnaiiuteii F.iktor / einfuliretr 


( 10 ) 





l 

7/‘ 


Wir wtu'di'ii 1111 uiicliNteii Paragraplien zeigen, daß / glmcli 1 zu setzen 
]s| Iii(h‘iii ^\lr da^ orwc-giKdinaui. «Tlialteii wir aus ( 0 ) als endgültige 
Jlii'lereiil lalgleiidiung der M ikrouiecliaii ik im ('inlaclist.eu Falle 
((‘iiizeJtiei .Alass(‘iipuiikt. koijscrx ati\(‘s Kraltleld) 

2 /// 

(11) 1 V + ^^2 — F) 1/1 0. 


Wir iieiiiieii die^i' (ih-ichung die W ellengleicliung^), i/) die W elleii- 
liiiihtioi) und hetracliteii (11) aP Fundaiiient der W’ellenmeclianik. 

Zui Integral loii der W elh'iigleicliung wollen wir hier nur hemerken : 
IP koiiiiiit daraiil an. solche Fntegrale zu l'indt'ii. die ini ganzen (lultug- 
kcitslienoch der Koordinaten eindiMitig und stetig sind, mit 
Ihn^chluß der Piviiz- oder P a n d |) un k t e. Die solchergestalt aiiftndende 
PandhiMlingung dei Stetigkiol liefert nun uherra, sehend erw’cise (uiuai 
Millen Prnitz hir uiisen ß)uaiitenhedingung (1). Die in (1) auftretende 
(hiaiiteii/alil n stellt sicdi von seihst Ihm d(‘r Ijosiing des hetrellMideii ..Paiid- 
wert])rohleins“ ein Viiseri' Qnam t i-n he d i ngii n g (1) wird auf diese 
A\’eise als In'soii deri's \\ioni eiitlndirl ich. Die Sacla' liegt hier 
ähnlich wie liei den PandweTt-Prohleineii der gewöhnlichen ?^Ieclianik, 
z. P). hei dei scliw ingendcui Saiti'. wo pi eheiilalls durch die Pandlu'dingungen 
(Pelest igtiiig dei Saite an ihnui Fndeii) (une ganze Zahl ?/ eingid'uhrt wird, 
welche die \ erscliK'deiieii Schw ingungsloruien von (irundton und Obi'r- 
toiieii uiitersc'lieidet und gleiidi diu (iiiii I \ erniehrteii) Anzahl der Knot.en ist. 


') Nach dem \’( n gange von llirac ist cs iihhch geworden, die 1 lezeiclunn^g // 
lur // 2 .'7 ’Mi hennl/iai. wovon wit ohen in (lU) und (11) (lel>rauch inaclaai 
Dieses// koinnit in der AVellenineclniuk mit iiherw’iegender llanfigkeit vor. 

I rot/ah'iii hleiht das urs])! iinghehe l’la iicksi lie // die h'umlainentah Konstante der 
hhiaiit /'iit lieorie Dies zeigt sjcli m der (,)uanteMh('(lijigiing ( ] )_ \|j^. 

dni( k //,' Im den fdiaiuait ai herea h des l’haseiiranmi's. m den k'oi nadn fiir die 
0')mp1 onsch ' und die de Proghesi he Wellenlänge u a. in 

') Sclirodinger sidhst henutzte urHiiriirighch den 'Narnen ..Wellen- 
gleiehung fiir eine zu (a) analog/g du* Zeit ent halt (Uide ( Ileichuiig. Whr werden 
- tztere zum T iit/isi hiede von (11) zeit ahhangige Welleiigleiehnng“ nennmi. 



J'hnfu} innig in (Uc* Wflleiirne( lianik 


] 2. 4 


rill aui'l) die Fnajiiniiz-iiedingiiiig (2) (in gi'Wihseiii Siiiiu') wel](‘ii- 
Tii(‘(diiiiiise]i <‘id lielirlicli zu iiuudieii, innsseii wir unsere Welheigknchiuig 
ziuiMcli^t iti Ih'Zhu^ iiiiJ iliri' ZiMt-Aldiangigkeit ('rgaiizaii. 


§‘2 

Das freie Elektron und seine Wellenlänge. 
De Broglie’s ursprüngliche Theorie 


\\ ir lH‘fru(d)ti‘n il]^ deiikliar (Mlll'a(‘llste^ Aiiweiidiing-rx ispifl dar \^Vllall- 
glai(diuii,e (‘iiK'ii ]\1 a k I. iin ki <i l'l a 1 rt‘i(‘n k.i Ma. X.ialF) ( 1 . 11) 

ha lian wer dann niil 1-0 


1 V’ i -■ 0; 


1 nt 


Wir intanfrH'ran dia^^a J lillanaitialglaialnmL^ w la iiii ojitiM-lian Ihahken 
dal alx'iK'ii A\ idk' rndaiii wir du' ]h»''11i\ a i-liiahi iing aii'-zaicliiiaii. saliiaihaii 

wir 

(• 2 ) 

J4'r Jke'ai(di dar i-Koordinah' <‘r>tra(d\t >i(di \(»ii r - cc hn - Qc 
ThiM‘r(' TJ()^ung ist ainsaliliaßli(di dia>ar ( In'iizjmnkta aindaiitij^ und >lali^, 
gaiiiigt aKo linM’ri'r a,ll'j;aiii('inan Jlaiidhaditigiine, und zwar liii ji'daii 
))()>iti\aii Wall voll ir Walinaid in andanui h’allan dit' l{aiidli('dineeine 
nur diiridi '^pazudli' Wald <h'> k'naiuia|)arani(‘lar> (‘iliilll waidiii kann, 
hlaihl Inar dii' khu'reni- nnl»a-t innnl ISi'lzaii wir 11— a//'“ 2. >ii aienhl ■'lali 
am ( I ) 


T)ia raiiiidiaha Pi'rinda nieaiai ?y'-kdniK 


( 1 ) 


/ 


Ä 


1, d li. dia w allaldanea / W lld aho 

h 

in t 


I)ia> 1^1 dia haniliinia da Ilro.^l la-^alia 1‘hiiina] iur dia Ziiot'dniniL^ aiiiai 
W ellankingi' zur lranslal<»riMdi(Ui Ih'waLMiii}^^ (Uiia^ ^las-i'niinnkla- Tn dal 
Tal hat Jjoiii'- dl' llmglia“) in ^aiiii'r Tlic'-a (Ikirn 1021) noch \ nr daii 
Sehrod ingc'rM'liaii Vrhailaii diaM‘ Zuordnung vorgaiioinniaii. Dainil wai 


W (1 11) hailaulal >; 1 . ( d (11) I )ia^a ahkurzanda llazi'iahnung. i'\ll liai 
lUlckvarwaisung aul liuhaia Kapilal mit \ orauge^t alUai Zahl das hatr Kapilah 
(1. II. . ) wt'idaii wir slats im l'olgandi'ii auwaiidi'ii 

2) Ahgadrui kt im Jaurn de l’hvs 7 (I02f>) 
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ein Diialitiitspriiizi})^) m Vliysik einp^i'fnlirt worden, welches bald 
roiclic cNiHTiini'iiieic KriieliU' Iraficii sollla (Diu i>s,im iiml (lor)iicr. HeT) 
,„„1 welches iiiitfi- allen erstaunlichen Kntileckungen dieses dalirhunderts 
,1,,. Hslaiinhchste ist- Die D.i)iiielliii I ii r des Lichtes als l.ichlwe'lle 
und Licht(|uant iihertraHl sich aiil das IDeklrun und \ve 1 1 l■l■hl n 
•iiil alle Alaleiie; liehen ihre knriiuskiilare N.itiii stellt sich, 

theoretisi-h und e \ |ieri men t el I iiD e leich hei ec h t i e t , ilire 

> 

/\\ clb'iiiiiil in- 

) l'hnc lorniide \ ei iillueiiu'iiu'runi^ d('^ An''atz('s (*2), die elH'iifalls durch 
l(lie .rewohnliclie ()])lik nali(';,ul('<;l wird, nainlicli für ein b’lektroii, das in 
Jeinei helu'biirt'n 1 (iclil ini.i^' (a,/by) iiadsclireib't . i-l 

L, ’.D-' y- -‘(P'y~ I. 

|i\\()lui wn klir/t'l ^elllelbt'll 

llliet I^t Tder .Aektoi dei W t'lK'n/alil" mit den J\(an})on('nten 

(iTiidll (e) die Dilh'l'enlial-leKdiiin- (1) el»en-o wie dt'l etwas 
'A|ie/j('ll(‘ie \n-at/ (2) 

\\ ir komnieii zu .‘inein zweiten lundaineiitalt'ii Ihiiikt de] iirs])] uneliclieii 
<1 1 - hl) ol; 1 leselieli ddit'orie 

De r.lo^he ordlK't jedem Sy-tt'lii \on de] Klieli^ieE; bzw . dt't Masst' Hl 
, eine Sebw iii;^iiim-zalil /’ zu dnich die J‘, i im 1 1 ' i imt lie 1 toppeAlt'icbuim 

^(7) 

bAt.n (hm IhkIcII Inet \ ('lellimtell Ail-s.mell l-t die ellU' da- (i('-etz \ oli det 
’^nmheit dei Imu'Juk (l’>d I, S IS), die aiidete Imn-tt'in- hcliti'lektt i-cbe 
<;i(nclnin^U (1hl T. S 11) m einei pnnziim'll \ ('K'inlacbten Ib.rm Dabei 
iH'deiitet III iiicbl die lbdimas-(‘ (wK' in <h'] Eorinel a/ r“''2 lui die kiiu't i-clie 
.'Kiierijie). -oiiderii die totak* M.i-e. <il- \(|ni\ ak'td alle] hhu'r^U'-lh't 1 .i'.m 
iiiiiethalb dt'- Sy-I(‘m- 

Dincli Dinlnlnmiu dei St-hw inminn;-zalil i- i'rwi'ilert dv 1)]o)j:1h' den 
raimiliclum Zii-taiid i/'. (h'ii war iin- diircb du' Scbnulin^U'r-Dk'K'bniiij 
b('-tmmit deiiki'H, zu (‘iiumi taumzt'ithelu'ii Vot^an;^ 

(S) u fr fr 

' D Slall l'ualilal -tmt man nach ileiii \()r”aufd,e xmi Itolir hD>sf‘t Kom- 
]) 1 e 111 eil t a 1 1 1 a t um anzudeiit eii tla It heule \ ntl.issmin(i|i. dic koi puslmla i't' und 
(he Wi'lkmarl sah ^('«^t'iiseil i;j; (‘i ganzen wobei inan je nach tk'r J''i aeest tdlunf:; 
bald du' eint' bald du' aiidete zu \ t'rw eiidt'ii h.it , ohne daß sie jt' in W ideisjtrueh 
zueinaiidei komnit'U komu'ii 



Hier ist naclj (7) 
('•>) 


Ejiifulirung in die Wellennieclmnik 


J. 2 II 


E 

7 /“ 

Das YorzeicJien von i iin Exjionenten \()n (8) ist an sich wihkurlicli : wir 
werden iin all^aaneinen das in (8) an^e>c]ir]eliene ne^aiii\e Vorzeiclien 
hex orzu<j^(‘n. 

Indian wjir zum iSonderlaJl der ehoneii Welle fkraltil'reies Fdektron) 
in (il. (2) znrnckkehren, sidireihen xvii 

( 10 ) l( 

Der E\]»onent hedeulet die ,.Dliase“ diu' A\ eile. Fi>r oineii le'-t^ulialtenen 
A\ ert der ]’hase wird 

e>i// — 0 . 


Daraus erhalKai xvir die ,.Fliasen< 2 eMdi\Mndi^keil 
mit (I hezeichneii wollen: 


( 11 ) 



OJ 

h' 


(he wir wie in (1. a) 


1^‘tzen wirm aus (0) und /. aus (8) ein, so eri^iht siclD) 


und daher wegen (7) 

( 12 ) 


E 

(I — 

in r 


c2 

n — — 
? 


Da r • c l^t. folgt liKTaus <i i. Die T0ia>e dei d(^ Droglii'- Wellen 
ptlanzt sich hiernach mit F In-rlicht g(‘^chwJndlgkelt fort. 

Wir xxolkai andererseits zeigen, daß r für unseren A\ (dlenvorgaiig (2) 
die Holle der (^ru])]n'nge^chwlndlgk(ut spielt. Jk'ziMclmen wir diese 
mit h, so l)ehan])ten wir also 

(13) } — /g (ib-=c'^. 


Zur Di'lmition der (lru])])enge^chwindigkeit daait, als Fegenstuck zu 
Ol. (11), xgl. Zusitz 1 am Ende d('s Handi'S, 


(14) 


b = 


(1 (1) 
(11 ' 


D Hier hegt eine lnkonse(|uenz vor. insofern w m (7) die totale Masse, m 
(3) aber zunaclist die Hulnnasse Ixah'iitet , «‘ntspreclamd der Ableitung von (3) 
aus d(u* gewolinh(lien Ion me] der kinetisdieii Ihiergie Wir versdiielien die 
Aufklärung dieses Punkte^ las zuni Ihide des Haragraplien. 



1' i<; 


Das freje Elaktroii, da^Droghos 'J’heone 


Kir, 


Zinn ];('\vt'ise vciii (lÜ) hclircihcii wir iiacli (!•) und (.'!) 

]■: 1 / . "I , . \ '■ 




T’utiklc deuten Ul], (laß zu dem limgeselirießeiieii Dliedi' imeli (Uii koii- 
|la]it(^s lim/iitiilt, \\(']elK‘s du* llub-EiKTgie Ix'deiitet, und weitere Korrek- 
(iJied(‘i', welche der relati vistiselieii X'eriinderliclikeit der ^fass(‘ 


Hloii-- 


chniiiu 


(ra"en. FTnuaiis durch Dill'enuitiation nach r: 


|h) 


(1 0) 


- - V (1 r, 


(Ik = ~ dl, 
h 


|ls() lolgt. t‘nts])recljen4l uiisiTiT Jhdiau])tung in (Dl) 

, d (0 

'' ,/A ■■= '• 

Daß (\\k‘ (iescliAVindigkeit i unstTes ]\^a'^sentellc]l(Uls nicht der k'ort- 
iD.in/ung u einer nioiiochrninalisclien Welle, sondern (lerji'iiigi'ii /a einer 
engru))])(‘ ents])rictit , ist xon allgtuiKUiier Ihahuit iiiig Nicht die inono- 
ilironiat i^cli(‘ A\ elk' i'^t da^ ])hysikahsche Jhld des hewegtiui AIassen])unktes. 
londern dit' AVe]Jetigru])]n‘ od(‘r. wu' man auch sagt, das W el]en])aket. 

Zur allgemeinen (DarakterisKTung des ursprunghchi'H d(' Broglie- 
|cla.|, Standpunktes sei schließlich heiiuTkt • d(‘ Droglie ließ als matiTielleii 
ern (!(“> W (‘Ih'iisystenis, durch das er den Alas>en]mnkt (Tsetzte, eini' 

' n e n (1 1 1 ch k (‘ 1 1 sst (‘ 1 1 e (h‘r W (‘Ikudunktion zu ])adurch tritt an die 
gt(‘ll(‘ der matliematisclK'ii l^iuhuit igkiut , wie sie in der spateren Schro- 
ll ii gerschen Theorie (h‘r Digiuilunktioneii IkutscIiI, eiiu' gewissi^ jiliysi- 
ahs(‘he Willkür. Wir selieii daher die de Drog]ies(die Theorie als eiiu'ii 
pdi'utsanieii \'(iiiauter dei W’elkuiim'chanik an, aber nicht als (h‘r('n (‘iid- 
b]tiu(‘ mathematische k'orm 

Ini Anschluß an di(‘ DegntT^ ,,Dha-.engeschwindigkeit“ und ..Bruiipcui- 
chw mdigkeit“ können wn eiia* laicki' ausfiilleii, da* luu (h‘r Aufstellung 
|er W (‘Il(MigJe]chung ini ersten Daiagraphen gidassiui wurde: ] )ie Ik-stimniung 
ZahJeniaktors / in (1 10) Wir ^(‘tzteii dort xvillkurhch j — 1 und he- 

t eiseiA) (lies jetzt dadurch, daß wir xerlangeii- die zur Dhasengi'Schw in- 
igkeit der Al a t erie w ('lli' gehonuide (! ru])]U‘ngeschwindigk(‘i t 
" oll (^xakt gleich d e r Da r t ik el - ( 1 esch w i n d igkei t sein. Die letztere 
; us^age und du^ fruluTe 1 kdiaiijitung / 1 sind m der Tat aquixalent: 

j. ndiuii wir Iruher / — 1 si'tztiui, konnten wir uiisiTtui Satz von der (Tru})]K‘n- 
, eschwindigkeit beweisen; indem wir jetzt auf dK‘s(‘n Beweis verzicht('ii 


g ’) Ahiilah Schrödinger in Var Vorlesungen über AVelleiiiiiechaiiik, 
ehnlteii uii der B Inst i1 iition in T.ondon, deutsch fiel Jul. Springer, Berlin Dt28. 
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Eiiifulirun" in Öie Wellenmechaiiik 


T. 2. i; 


und den Salz als ])liysikalis(‘li sinnvoll postulieren, können wir die Be- 
haujitiin^^ / - 1 Ix'weiseii. 

Wir gellen von (11. (1. 11) au^, in dt'r bei iinbesliniiiiieTii / zuni z\\(‘itei, 
G"li(*de der Faktor f liinzutritt. Intolgedesscai wird die Bi'deuluno; von / 
Ul (1) nunnudir 


( 17 ) 





m r j 
h 


Ans (in l'ol^^t dann in der dort an^U'^obeneii Weise 


(!) e“ 

T ^ i~t ■ 


Andererseits eriifibt neli au^ (lö) und dem ]etzi<^n‘n Werte \ on k in (17) 
m r (Ir ni / d r 

(I o> = , , d — 

n n 

l)i(' |)ei'inilion der ( ^ruplMUl,l^(‘^^‘bwIndli:Jkelt in (1 I) besai^d abo 



nntliin 

•(IS) /-I 

mfolf,n‘ umere^ Postulates h --- r. 

W ir kmiiiiien nun zur \ut'kl<iruno der m \inii. 1 von S. S ^feniotcn 
Inkoiiseijia'nz bezüglich dm' Bedtnil uul; von /// als BiibniasM' eiiicronts iiiid 
bevv('gt('r Was>(‘ andererM'its. W ir babmi zu (bau kanb* zu zia.L^eii, daß in dm 
(1 e B ro^d i(‘Seli(‘ 11 Form el (I) bem I rmi i nd a t i \ i > I i Mdim P e (dm ii n l' 
m tat>a(di]i(di di<‘ beW(><^Me ]\la.>s(‘ luobm t (‘t. 

Dabei seilen wir uns vor dit' SebwuTi^dviat ^n'sti'lll, daß die (iriiml- 
la^U'ij der \\ (dkanmadianik, ^oW(at sie bisher dar^'estidlt wurden, mebt iiii 
relativistiselie Beebnun^t'ii ausiaaelK'ii. A\ollt('n wir ini relatnist iscben 
Idille deiiM'lbiai We^^ zui r»<*^q’undun ;4 von (1) Radien wie am Anl'aii^^ dii'se- 
Para;.ira|)li(‘n. so mußttai wir nicbt von d('r S(dirodin^o‘r-, sondiTii von 
ihrer lelativ istixdiiai W'rall^naiKMiH'ruiifj^, naiiibeb im Falle eines Idektrom 
von d('r Dirae-Gknebunn; aio^idien. Wir wa'rdim dies m Kap. I\', § I 
tun und dabei ab Bedin^i^iiiiLj lur die (‘\])onenti(d]e Lösbarkeit der Dirai- 
(ileKdmng da* de Broo] j^sebe Formel w'U'derfimb'n, abt‘r mit 


( 10 ) 


M-ß^ 


Hier wollen wir uns, um nicht auf Siiateres v orzuf^n'dfen -- naeb dem Vorbild» 
der de BrogliescLeii Tbe^' - - der Lortiitz-Transformation bdlieneii. Di» 
Abkitun^^ wird dann zwar nicht ^anz zwangsläufig, emjifii'hlt sich abi'i 
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tuiiireli (liiß (xrimdlag^'ii dc'r liidativital und der \V(dJeiiniec‘lianik 

LirucleadjE W ir iHdrarliten also ein mit der EartikeJ bewegtes ,,Kulisysteni“ 
I und ein ,.Be()ba(diter-System“ xi, in dem die Partikid du* riescbwiiidig- 
ht r hat. Dann gilt 


Pi 


rl 


]i fr- 


i„ = 


i 



vf- fr' 


dr wi'iiden EI. (7) einerseits auf das Itulisystcun, andererstats 
^ohaelitia'-Systi'iii an • 


auf das 




“ li , E - /// ( ^ 


VI 



// V 


arain lolgl 

1) <0 n ß-<'- 

; liegl nahe, den W ellen\ orgaiig im Duhsy^tein. in dtun ja keine Kudil ung 
sgezmclinet ist. als ivint' /eitfunklion anziisidzeii. W.dileii ^^n lur letzti're 
('selbe ]h)rni WK' in (H) mit ip -- t'onst J, s(» habi'ii wir 

2) n-Jr 

ein ('nts])ri(‘ht nn Eenbaelilei-Syslem naeli t‘20) und (21) 

I 

p.ll » - Jr ' 

HireilK'ii w ir Inerliii' wii' ni ( 10) 



sudi 


die 


u =- .h' 

Diieksielit auf (7) 

/ .) ' *2 .T 

(■'- li 

1 1 1 og 1 le sehe \\ ellenlange 
2.T h 

l in r 


|ah('i isi wie ni (7) ni die bewegte i\lass(' Vus (i| (22a) liest man aiieh 
|niiil lelhar den Wi'i't der Bljas<'iigesehwindigkeit ab. inddii man daw 
Ex])on('nt('ii in (22a) gleudi Null si'tzt, namlieh: 
d.r ^2 

<fi ~~ " ^ r 


t Uhereiiistnnmung mit (12). 

J)ies('r zunaehst so seltsam anmuiende t) berlielitg('seliwmdigkeits-\Vert 
n (I Ist also nielits anderes als ein (n'zijirok genomnu'iK'r) Koeffizient in 
r Loreiitz-Transformation (20). 



rj Eiiifiihrunf:? iif die WelleiinierhRiiik I. J, 

Wir iiiusseii aber auch verifizieren, daß bei dieser relativistiscb.-t 
Verschärfung,^ der de Broglie-Fonne] die fiindanientaJe Gleicbheif Vmi 
G ruppengescliwindigkeit und Parfikelgescbwindif^^keit erbaifen lileibf. ])a/L 
fidden wir niit Tiucksicbf auf r/> = F///, (fl. (7), und k^mvjh, Gl. (22( ,, 


(25) h 

(1 (1) 

dE c^dm (‘^ 

"" (11 

d (/// r) /• d tn -f fn d r r -f /// d c d ni 

Es ist aber 

d /// 

i 

i 


dr ^ 

r dm m V ’ 

daher 



(25 a) 

h = 



V -|- E r 7'^ + ß^ ' 

also in der Tat 




b- r. 


Nach dem Vorstidienden konnte es so scheinen, als ol) der Ansatz (? 
hv = E physikalisch notwendi^^ sei. Das ist nicht der Fall. Fiir relativisfi 
sehe Betracht un^^iai ist zwar, wie wir schon in diT Anmerkung zu S 1 
sagten, die XormuTung d('r Energie 7^ = ^ -f I h die gi^geheiie. Ahir 
*fur die eigimtliclie SchrodingiT-TluH^rK' ist sie iinimtz scliwerfallig; hier 
w^erdi'ii war (7) naturgemäßer ersetzen durch 

(27) // V = F — E = Ih, (0 — 

n 

Zur \orlaufigen Begründung ist folgendes zu sagen: Selbst hei dem 
gegenüber (27) verallgemeiniTten Ansatz 

(27a) hv Th -f G (G lieliehig) 

ändert sich die Gruppeng(‘scliwindigkeit nicht, die ja, Agl. (25), inu 
voll (IE (hzwa (ßV) ahhangt. Anders die Bhaseiigeschwindigkei t , du 
aber nur eine Bechniingsgroße ist.. Die eigentlichen pliysikalischen Großen 
der Wellenmechanik sind nicht die Welleiilunktioiien u mit ihrer nach (27.i 
wallkurlichen Zeitahhangigkeit, sondern die aus ihnen zu berechnenden 
Großen: Strom und Dichte, vgl. § 7. Die Dichte, welche nach §i 
'durch geg(‘b(‘n ist, ward bei der Iikt in Bede stehenden kraftefreieii 
Bewegung des einzeliu'n Teilchens von der Wahl der Zeitahhangigkeit ofb-u- 
bar unabhängig. Dasselbe gilt von diuii Strom, der gleich Dichte niiii 
Grnppengeschwmdigkeit. wird. 

Wir haben m diesem Tkiragraphen F - 0 gesetzt, also auch die poten- 
tielle Energie in spezadler tuse normiert. A\'ir werden am Ende von Zusatz •'! 
zeigen, daß dies ohne B>eeinflussung der physikalischen (froßen möglich ml 
(spezieller Fall der vad allgemeineren ,,Eicliinvarianz“). Offenbar hängt 



I\ugelfunktionen, Besn^lsrhe Funktionen 


lo 


^ Freilieit in der Norniii^rung^ von V zus^aminen mit der \\'illkur (27 a) 
der Wahl der Zeitabliangigkmt. Da näinlieli Tf di(‘ Summe von kinetiselier 
d poteiitadler Energu' h 1, bedeutet eine Dmriormierung \on um eine 
dislante (' aueli eiia^ Änderung \on IF um dieselbe Konstante. JF'stimmt 
nur die ])illeienz Tb — V als wellenmeeliamselier Ersatz der kiiietisehen 
'ergK': m dieMan Sinne tritt ja Ib — E in Dl. (1. 3) und daher aueli in der 

arodiiiger-El. ( 1 . 11 ) aul. 


Erläuterung der mathematischen Methode: 
Kugelfuhktionen, Besselsche Funktionen 


hu folgeiidc'n vc'ideii uns fortgi^setzt liiK'ari' DilTerentialgltdelinngen 
regiK'jj, di(' so zu iiitf'gneren sind, dal.» die Losungen in eiiK'iii vorgegidieiieii 
jteieli (>iii<h'utig und einsebii(‘ßlieli der Land])unkte stetig sind. Das ist 
■der Ih'gi'l nur inoglieli. veiin in der Dillerentialgleiebuiig (un \erfugbarer 
ftanieti'i’ \oikoinnit. (hun man pa^seiuh' WiTte i'rteilt. Diese Werte 
[ßtai Eigen Veite, die zugidiorigi'ii Losungen Eigenfunkt loiKUi. Die 
l:ize Tlit'orie ist ursjirunglieli für die sebv\ mgiaide S‘iit(*niit örtlich \ariabler 
itss(‘n\ ('rtiuliing oder, vas auf dasMdlu' binauskomnit , lur die Warnie- 
tuiig 111 luneni Stabe mit ortlicb \ariabler Ijiutfaliigki'il (S t u rm - 1 j i ou- 
lb*s(‘lie Erobleiii(‘) eilt w ickt'It ’) A\ ir gtdam liii'r natürlich nur so viel 
n dieser Tlieoru'. als vir uiibtalingt notig haben vi'rdeii, und erläutern 
s Verfahren sogEicli an spezu'lh'n IkusjiK'km. 

A. KiigoAf unkt Ionen 

Ausgehend \ on der Scliwingungsglmebiing in drei J tmimisioneii : 

,1 a A - 0 , 

fe sir t'lva m der Akustik aiiftritt, lubre man Ixu miieni Jiandvertjiroblem 
It Kug('l-Syninietrie l’olarkoordinateii r. rV, fpvui. )\1 an erhalt bekanntlich: 



1 d 
sm i) d {) 


(sin 



+ 


1 d'^ II 

r^ sin‘^?!^ d (p^ 


-h u 


=- 0 ., 


ir v'iiiischen diese (jleichung durch Se])aration zu inti'grK'reii, d. h. wir 
Izen 


n B (r) • ß {!)) ■ 0 (cp). 


[ E Vgl liHTiilier und über alle iiuitheinatischeii Randwert prohlenie das 
irzughche Werk \(in Courant-Hilhprt, Methoden der inatheni Physik. 
ll Springer, 1924, Bd T, 2. Auf!., 19:41; Bd. TT, 1937. 
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Eiiii’iilirung ii* (be AAelleiinjecliaruk 


L :i 1 a 


Wahnaid ]\ (Tst durch Eandhcduigungcn voilstaridig zu hesfiunucu ist. 
sind und 0 Ixacits durcli di«‘ F()rd<'rung der Eindiuiligki'il und Stefigkeif 
in den Koordinati n-Jienuclien 

d ^ 'd TT, ~ TT ^ TT 

delinii'rt. bis auf je luiu^ Aerl’iighar })lt‘i})end(' ganze Zald. wie' wir sogJeicli 
s(']ien we'rden. 

A\'ir Ix'trcicldeii ziinaclist 0 (y»). ry» können w irals zykJ i se'lie Xoordinaie' 
heze'ichuen. da sie- in di'r J)]lierent]alg]eicliung (]) iiiclit exjdizite' \ orkoiiiiiil . 
Dean entsprie'lit e's, eiaß wir 0 f ep) e’ * se-tzeii. Die' Dorele'rung der 
IDnde'utigke'it iuhrt aul ganzzaidigi's a/. Solaaige wir nn l^kxjione'ute'n 
Von 0 da^ elo])j)elte Vorze'iclu*n sclireiheii. durfe-n wir i// al^ jiosit i\ voran— 
setzon. Dies soJJ l)is auf weite'R's gi'sclie'lien. 

Wir fragen 0 in die' Diffe'renfudgde'udiung ('in, diMeliere'ii durcdi 7/fd0 
und niulti})lwie're‘n inif r^. l'ls enfstelit : 

(/' 2 (1 n 

+7 ,lr 

_ ] 1 </ I ,lß\ ,ir 

ß sin (I (I & 1 * ih'^ I ^ sin“ ß- 




Der gpiiiciiihaiiin \e »'r( diT liiikt'ii und ruclitcn yiulc muß "leicli ('iiier Knii- 
s(ini(cn, Silben wir /. muii. CiiIrt die l)ifl'cri‘ii(iii|u|('U'liiuif; für ß: 

1 ,1 , , ,>,2 


(11,) 


sin (1 & \ 


<> <'&\ 


+ (/ 


sin* §, 


6 > 0 . 


])ie ,,Se'para4ions-Konsla,nte'“ / isl zugjeucli eh'r .jMge'nw’crt-Thiraine'loi “ 
die'se'r J)itf('reniliaJglei(diung A\ ir fuhre'ii i — ' ceis // als iinaldiangige Variahle 
ein, sclireifien & (/)) - // (,r) und iM'rucksiclitigeii 

sin {}(] d ~ — dl, sin 0 — — (1 x^] //'. 

Da,nn e'rgibt sicli aus (Ihj: 

.(2) (1 - x“) ;i" - 2 X //' + ^ !i 0. 


Dies ist ehe' Difle're'iitiaJgleiediung der aJlge'nie'ine'ii (seegeuiannteii zu- 
geordneten) KugeDunkt lonen. Das Produkt // (cos ??) 0 (</)) ist eine 
,,Kugelf]ae}ienfunktie)n“, und zwar eine sogenannte tesserale^). 


*) Die Bezeicluiuiigen zonale. tesHerale und (als Spezialfall hei inaxinialein iit] 
sektorielle Kugelflacltenfunktion rühren von Maxwell her: vgl. das sehr lesens- 
werte Kap. 9 des Treatise 
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Zuiiiieli.^t (Uin^(‘ Allt^emeiiilieiteii über lineare Differentialgleiebuiigc'n, 
]n>b(S()ii(lere holcbe der zw(Mtnn Ordnnn^^ (die fol^j^endi'H Aussaj^en ließi'ii 
Mell Jeicld aid' J )]ller('ntnd^]('icliun^^en ?/1er Ordnnn^^ ausdelinen). 

' Siu'^iilure Stellen einer linearen 1 )ilTen‘nt]alKk‘ie}nni|]: nennt man 
^sol(di<' A\(‘rte der unabbangipjen A'arialilen fur vxehdie eiiu'r d('r Koid'fi- 
zieiibii uneiidludi wird, mudubni man mit dem Koidfizitmten der hoelisten 
Adleilmi;,^ von // diirclidiMdiert bat. Alle anden'ii Stidlen laußeii lU'j^iilar. 

Vn eiiKn- re^iilan ii Sbdk' .r ./(, laßt sieb die T)ifferential,i,d(‘ielmn}4 
durch zwei Votiaiznalieii inti'^iKTi'ii, die bzw. mit (j- — odiT (x - 
bei^mineii Alit willKnrliclien T\on>tanten miilt ijilizierl und addiiTt Radien 
frU' da^ allgemeine Inti^eral der (ilmcdinrnj: ])ie Miienlaren Sbdleii anderer- 
'seits /»‘i’lcdlen in zwei (iru])]Hm, j(' nacbdmn in ihnen rotenzentwicklunnen 
lmo;,dicli Mild odei mehl, wobm abiT diCM' blnt wicklnn^U'n im allei'nu'iiani 
[mit mehl eaiizMi boteiizeii iM'^^miium können J)i(‘ Miimdanni Stelkni der 
tei>1en (diijiiie laaßeii .,Sti'lk‘n der iJiMtimmllieit da' der zweiten (lrn])])e 
Bind m holK'nan (Irade singulär 

> rill den hAjionenti'ii a des Anlam^seliedes (k'r Ikiteiizmit wickhine fnr 
eiiu' Stelle der Ik'stimmtla'it j .r^, zu fimk'n, macbt man den Ansatz 

(3) 1/ - A ''A-“ 2 ^b - ^ '' - ~ J' — Ai 

und he^timnit a ab Wurzel (mi('r (|uadrat i^clii'H (deiclinne, der so^a'nannten 
cliainikti'rist isclieii b b'icli nn^n Alan erhalt ^I('. wenn man (3) m die 
linke Seite der l)iflerentiard('ichiin<^ ('intra}.^t und den Faktor diT m(‘drl‘(^ten 
Foteiiz ^ <j;'leich Xnll ^etzt. Xnlbi'tzi'ii dei Fakton'ii der l'oAH'iiden 
hoht'ieii Poteiizi'ii helert ('ilit' ItekurMoiisforniel lur die n, . 

Damit das e(.^(-lji]d(>j't(' XiTlalireii ziim Zu'le tnbrt, muß, wu' man 
Jeicht hei Andnhrunn; der Keclinun^^ erki'nnt, die Ibl^i'iide Ik'dm^miifj^ (‘rtullt 
iBem Da' Koetliza'uten \ on //", //', // in (k'r DiHen'iitialjJik'ichunf.,^ dürfen 
mi (k'r Ira^j^lichcn Stelle (sie la'ißi' wiedi'r : = 0) ri'lativ zueinander nicht 
starki'r iiiieiidlich werden ab bzw. 


Diesi's Krit('rmm ist somit liinn'icbend fur die Möglichkeit der Ent-* 
vvickluii”: (3) od('r, w'as das.M'lla' ist, fur das Vorliandeiisein eiiU'r Stelle der 
Bestimmtheit; daß t's dafür auch notwendig ist, wailk'ii wir hier nicht 
beweisen. 

Enb'rscheiden sich an einer solchen Stelle die heideii WAirzeln ajjag 
der charakteristischen Gleichunjj^ um eine ^anze Zahl, so treten in derjenigen 
Bartikular-Losiing, die zu dem a mit kleinerem liealteil gehört, Besonder- 
lieihm (evtl, logarithmische blied('r) auf, vgl. Zusatz 2 bei Gl. (7). Wir 



1(1 


p]infiihrung in \lie Wolleiimechanik 
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•gehen darauf hier nicht ein, weil wir uns zunächst nur für die stetigen 
Losungen unserer Diffeiitialgleichung interessieri'U. 

Häufig ist es bequem, statt y eine neue abhängige Variable ein- 
zufuhn'ii, indem man (3) ersetzt durch: 

(5) y ^ r, v a, . 


Im Falle der Differentialgleichung (2) sind die Stellen x --- :|- 1 zwar 
Singular, geboren ahc'r, wie wir kacht zeigen, zu den ..Stellen der Bestimmt- 
laat“. Setzi'ii wir z. B., um die Stelle x ~ 1 zu untersuchen, : ~ x — ■ t . so 
gehl (2) uh(‘r in 


Das Kriterium (4) ist also erfüllt. Ferner fnlgf, wenn wir den Ansatz (3) 
lienutzen und den Faktor von bilden: 


(^a (a - 1) + a - % = 0; 

da man Uq als \on Xull \erschieden voraussetzen dai'f, wird die (diarak- 
t(*ristische Gleichung: 

, .. 'fn 

Dieselben Exponenten ergi'lxai sich für di(‘ Stelle j = — 1 aus der Sub- 
stitution ~ + 1 • 

Um die Stelle x=- oo zu untersuchen, macht man allgianein die aus 
der Funktioiaaitheorie bekanntt' Substitution x — ] jf und erhalt im Falle 
von (2) (die Funkte bedeuhai 1 tifferentiatiomai nach f): 

2 / . 1 / i‘^ \ 

Anwendung des Kriteriums (4) zeigt wie obiai, daß auch / — () eine StiKe 
der Bestimmtheit ist. Die charakteristische Gleichung wird (z(a- 1) 
- 0 . 

AVegeii der \ erlangten Stidigkeit \on y im Berei(4i —1 ^ ^ -f J 

suc'heii wir nun denjenigen Funktionszweig, der an den heulen Grenzen 

VI. 

a* 1_ 1 den Exponenten + hat (m als jiositiv vorausgesetzt). Nach 
Anweisung der Gl. (5) setzen wir also 


(7) ;y=-(l -a:2)0-, 

iiidem wir gleichzeitig die beiden charakteristischen Potenzen der im 
Endlichen gelegenen Singularitäten ” -f ^ x T von y ab- 
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siialtm Kur r sieli leicli) ilnrcli Uiiirfcliimng von (• 2 ) die DiflVren- 

(1 - ß) r" - 2 (m + 1 ) Jrr' + (A - m - r ^ 0. 

Sic l.ißl Mcli iiilcKriorcn ilurcli (Ion Ansatz: 

(!l) S 

für «lic a, findcl man diiridi Emiraten in die Dil'lcrcntialsdciciiunc; 
Kullsctzci'i des Eakfors mhi a' die lolfreiide liekiirMoiisfoniiel- 

( 10 ) (r )■ 2 ) (r+ 1 )", (-3 ' ii'(i' -- t) + 2 (»I ■) l)i' — A+m f m^l a, . 

Wir liciiierkcii zmiaclisl: Wenn wir »„ + 0 und n, - 0 inachen, so eiil- 
liiiK unsere Iteilie iiifr Gerade l’oleiizeii: ini uniKekelirteii Falle, iiainlicli 
()_ fl f 0, nur uiiguradt* Vot<‘iiz<“ii von .r. Sodann aber: Sorgen 
wir durch Walil \ on / diifur, daß d(T Faktor von u, . sagen wir fur 
r //, \ (‘r^cliwiiuhd . so verseliwindiui nacli d<T llekursionsiorniel alle 
KoiBh/ieiilen u„ , o. ^„,4... und uiiMTe Fiulu' (d) l)riclit mit dem (IJu'de 
^ ff .j, j),(i^(i A\ahl \on 2 lu'dc'iitet du* JJi'sl innn iing des Eigt^n- 

wertes der K ugell'iinkt loiieii. \us (10) folgt namlieh durcdi Xulls(>t /.(Ui 
dci r(‘clit('n Sollt* fur r // • 

.. n (n 1) d ‘2 (m -f 1) n + m {ni + 

(n 4 - f») (ff + 4 1 ) 

Da auf du'se Weise r vom (Jrade )} wird, ergibt sicli als (Irad der zu- 
gt'horigeii Figentiinktion //, \gl. (7), 4- ^^of^lr wir / si'tzen wolltai; 

111 dit'st'in / gest'lnK'bt'ii, lault'l de*!' iMgeiiwt'rl ('inlacli. 

(11) / /f/4 1) 

Du* \orsleli(*nde Destimmung \ on FigenwvTt und Figeiil'unktioii ist in 
alli'U Fallen anwciidliai, wo da* Diltert'ntialglt'icliung auf emt* zweiglit-drige 
Tlt'kursjousfonnel liihrt. W ir werdt'ii si'lu'in daß dies bin den wuebt igsttai 
Quant enprobjeiiieii, da' sicli (‘\akt losen lassen, da' Hegel ist. l^an Kri- 
It'riiini für die /wi'igla'dngkoit der Ib'kursioiisfornu'l werdi'ii war in Zu- 
satz 2 behandeln. 

Unser W'rlabreii, das auf dt'in erzwungeiu'u Abbri'elu'ii «'hier Poteiiz- 
reibi' bi'rubt, lu'iint'n wur Folynom-]\l et liodi'. 

kfs Ist klar, daß es liinri'icln'nden C'barakter hat. Denn uiisei 
Polynom ist |auch nach Multiplikation mit. den abgespaltenen Faktoren, 
vgl. ( 7 )] sicher stetig in dem betrachteten Bereich (hier j = — 1 bis 
1), stellt also eine Figenfunktion dar. Daß unser Verfahren auch 
notwendigen Charakter hat, d. h. daß es außer den gefundenen keine 
anden'ii Eigenfunktionen der Differentialgleichung gibt, kann hier nicht 
bewiest'ii werdeh. 


SomniFrti'ld, Atoiiibuu 11 


2 
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Die übliche Bezeichnung für unser y aus Gl. (7) ist P]'^{x). Da n als 
Grad des Polynoms (9) eine positive ganze Zahl ist und da auch m ganzzahlig 
und nach vorläufiger Verabredung positiv ist, so wird auch l ~ n m 
eine ganze Zahl großer oder gleich m. Halt man also / fest, so gibt 
es / -f 1 Eigenfunktionen PJ"; die erste derselben, für m ~ 0, ist die 
Kugelfunktion /-ten Grades im engeren Sinne und wird schlechtweg 
geschrieben (zonale Kugelfunktion oder Legen dresches Polynom), Die 
anderen l sind die ihr „zugeordneten“ E\mktionen desselben Grades l. Die 
letzte, für m, = / (sektorielle Kugelfunktion) wird nach (7) proportional zu 

m 

(1 ~~ x^)'^ = (sin §)^. 

Differentiiert man Gl. (8) nach x, so entsteht für v' eine Differential- 
gleichung, die sich von derjenigen für v nur dadurch unterscheidet, daß 
VI 4- 1 an die Stelle von 7n getreten ist. Daraus schließt man, daß in der 
Keihe der Funktionen P^, P/ . . . PJ”, ^ ^ das zu jeder folgenden gehörende 
Polynom v aus d(*m vorhergehenden durch Differentiation gewonnen 
werden kann. Somit ergibt sich eine Darstellung der zug(a)rdneten KugeL 
funktionen durch die Legendreschen Polynome: 

— ( 1 ^ 

(12) i'Tix) = {1 - xy 


Auch die Polynome Pj lassen sich allgemein durch eine EornK*! dar- 
stellen, die nur wiederholte Differentiationen enthält. Sie lautet 


(13) 




1 

2 n\ dx^ 


Zum Beweise müssen wir zeigen, daß dieser Ausdruck der Gl. (2) genügt, 
nachdem wir dort vi — 0 und [vgl. (11)J X — 1 (1 1) gesetzt haben, also 

der Gleichung 

(14) (1 — x^) y" — 2 xy' -f / (/ -f- 1) ^ — 0. 

Wir verfahren dabei am einfachsten so, daß wir von dem in (13) vorkommen- 
den Polynom 2 /ten Grades ausgehen 

u=r.{x^~l)P 

Durch einmalige DifÜTentiation erhält man 

(x^ — 1) u' = 2 Ixu 

und durch fortgesetzte (/ -\- l)-malige Differentiation nach der Formel für 
mehrfache Differentiation eines Produktes 

(x^ - 1) 4^ + 2) 4 2 (Z + 1) + 4 Z (Z 4 1) 

=-2tr?4 + i)4 2?(/41)ri(4 
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Zieht man zusammen und schreibt == jj, so entsteht genau Gl. (14); 
unser(‘ Darsttdlung (13), die sich von nur um einen konstanten Faktor 
untcTscheidet, ist damit bewiesen. Dieser Faktor ist so gewählt, daß sich 
für X 1 gerade ergibt 

(15) P, (1) = 1. 

Schreibt- man nämlich auf der rechten Seite von (13) 

(.^2 - \y^{x l)^(x+ l)^ 

£so braucht man die /-malige Differentiation nur an dem ersten Faktor aus- 
!zufuhren und kann den zweiten Faktor konstant lassen, weil alle übrigen 
bei der Different latKiii entstehenden Glieder für x = } verschwinden 
'wurden. j\lan ('rlialt auf diese Weise aus dem ersten bzw. zweiten Faktor 
V hzw. was sich gegen den Nenner in fl3) forthebt. Gl. (15) ist die seit 
Legt'iidre übliche Normierung der KugeJfunktioneii. Zugleich mit den 
sind nach (12) auch die P"^ in bestimmter Weise normiert. Jedoch werden 
wir s})ater eine andere Normierung kennenlernen. die auf den für alle Eigen- 
lunktioiien gültigen Orthogonahtats-Beziehungen beruht. 

Es sei noch bemerkt, daß die Anzahl der Kugelflacheii-Funktionen 
(Eigiufunktioneii des zweidimensionalen Froblems in l) und <p) nicht 
gleiidi / + 1 ist, sondiTii W(‘gen des doppelten Vorzeichens von m ini Ansatz 
0 fr/i) - - c' gleich 2 / -f 1 : die Gesamtheit derselben wird nämlich 
dargestellt- in der Form; 

(16) ~ P/” (<*os ?9) 'a ^ 0. 

Di(‘ letzte Einschränkung ^0 wwden wir weiter unten in (16a), (16b) 
auf beben. 


In den Fig. 1 und 2 stellcui wir die Funktionen 1\ fiir / — 0, 1, 2, 8 dar, 
namlKdi, \gl. die Darstellung (18): 





^owie di(' zuge()rdnet{'n Funktionen P]" für / 3 und m = 0, 1,2, 3, 
aanilich, vgl. die Darstellung (12) 

== ^ -- f C.| = (1 - J')'/. i (5 _ 1), 

i l’l - (1 - ;r’) 15 .r, P’ = (1 - 15. 

Die bisherige Definition der P"' ist aber wegiui des in (16) vorkomnienden 
i doppelten Vorzeichens von m noch unbequem. Wir vermeiden im folgenden 
; manche damit zusammenhängende unnötige Komplikation, wenn wir (16) 
'ersetzen durch 


(16a) ui^ = P^ (cos {}) ^ m ^ 


2 * 
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1. B. 16 h 


wobei wir also aucJi zugoordiiete Kugolfuiiktionoii inii negativem oberen 
Index znlassen. Das hat keine Schwierigkeiten, sofern wir nur die Definitions- 
^leichungc'ii (12) und (18) folgendermaßen znsanimeiifassen : 


(Kib) 


K = (1 


n 2 '' ' , 

^ 2^/! + 


In der Tal ist hier der Differentiationszeiger / + ni auch für negalive fn ^ — / 
stets ^ 0: di(' bei lu'gativem vi durch den (Tsten Faktor von (lOh) für 



Die (gi'wolüilichen) Kugelfunkt loneiiJ^, 
für 1 --- 0. 1. 2. B, niiO.Kt ahgerecbt ein- 
getragen. 


1 >!<' zugeordnel en K’ iigelfunkt loneii 
für / — - B. m =0. 1. 2. B, durdi geeig- 
nete Faktoren (luidiert. so daß das 
Maxiinuni jedes gleich 1 wurde 
J)ie Figur zeigt 




1 

15 


j -r 1 angezeigh' Unendhchkeits-kStelle ist nur scheinbar: Su‘ wird 
durch (h'ii zweiten Faktor aiifgidiolHui, so daß unser Pf' in (161)) ebenso 
wai' /’)”*' überall im Endlichen endlich ist. Außerdem genügt (lOh) dei 
Difh'i’entialgleichung (2) hm n(‘gativeni m ebenso wie bei jiositivem. In- 
folgedess(‘n kann sich (fhh) bei negativimi /a von Pl'"l nur um eine Koii- 
stant(‘ imtersclu'iden: 

(16c) Z-r = C,„, cl”". 

Diese Konstante ist lief positivem in ersichtlich gleich F Wir (‘rfahreii 
ihren Wert für ix'gative w, wenn wnr die (flieder mit der höchsten Potenz 
von X auf der linkm und rechten Seite von (16c) miteinander vergleichen. 
Nach '(1 6 h) hat man links 






{ 21)1 

(/ - m)\ 2'JV 
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aiKl('rers(‘iis ]mi man, ebenfalls naeli (16b), aber mit | m | statt m geschrieben, 
fiir die rechte Seite von (16c) 

, n (20- 

C , ^ ^ 

^ (/-|r//|)! 2 W! 

J)iin*li ViTgleicli bei(l('r Ansdrvick(> findet man 


m ' m I / 1 I Kl 

' (/ — m )! 

“ (/ - .r 

'wolur wir. da ]a ni lu'gatn sein sollt(\ (dnfacber sclireiben können: 


(16d) 


1). 


(/-.//)! 


Tnsl)es()]i(l('re wolkai wir da^ Verlialti'n von 7^* Stelle 

— 1 , 


1 - . r * 0 


Ill^ \iige bissen, wir setzen denj(‘ntspr(‘cbend 


d_ 

( 1.1 


d 


1 4- a: := 2 - ■ 


D.inn ergibt die Aiisrechniiiig \on (16b) Ix'i negativem ni 


HL (— 1 V» (V 
(2 - "/ 


Irnl 


- (- 1)"‘ 

= <2:)W, , 

|m|! 


(- 1 )'" 

|m|! 


(i) 


Moliir wii aucli sidireiben konni'U 
(IfiK) 

Dagi'gen hat inan Ih'i poM In ('in m ^ / fur .r 1 
(161) F'i" — !. 7/'"', ••/!/> 0 . 


(- 1 b I 
21^‘l|///|! 


p;».- ’ (' + " 04 ,,, 

2”‘ VI l (/ - ///)! 


Seliließlicb koniK'n wir dcai Ziisaminenbang (16c, d) so schreiben, daß 
er, (dieiiso wie (16b), sow^obl fur negative wie fur positive in gilt, nämlich 


(16 g) 


IT 


'^^Q - p»i 
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Phiie syininetriHchere und daher vielfach bequemere Definition der Pf' 
gibt DarwirP) in seinen wichtigen Arbfüten zum Zeeman-Effekt. Er fügt 
in (16 b) den Faktor (/ — m) ’ rechter Hand hinzu, setzt also 


(17) 


^ ^ ’ 2 ' 1 \ Jr' + m 




gültig für — / ^ w ^ -b L Dann vereinigt sich in (16g) das Produkt 
(l — m) ! Pf' zum Darwinschen Pf* und (/ + ?//) ^ Darwinschen 


{17a) 


(IGg) vereinfacht sich also in Darwinscher Nonmerung zu 
p-”‘ (_ 1)^« Pf', 


gültig sowohl für positive wie für negative rn. Eine ähnliche Venünfachung 
tritt bei anderen Kugi'lfunktions-Eelationen auf, vgl. z. P>. Kap. V bei 
Gl. (9.16) 11 . ff. Aber es wird bei konsequenter Durchführung der Darwin- 
schen Normierung schon der Ausdruck für die Ijegendrescheii Polynome 
gegenuher dem eingebürgerten und durchwi^g üblichen abgeandert. Wir 
werden daher im ullgianemen an der Definition (16b) festhalteii und dem- 
entsprechend statt (17a) die Delation (IGg) benutzen. 


B. Besselsche Funktionen 


Wir gelum zu Gi. (1) zuruck und betiachten nunmehr den radialen 
Bestandteil li der dort, emgefuhrten Losung. Die Differentialgleichung 
desselben lautet nach (Ja): 


(18) 


iPP 
d r 




oder, wenn wir für k den Eigenwert (11) eintragen und Ir—Q setzen 
(Striche bedeuten weiterhin Ableitungen nach o): 

(]8a) i /?' + (l - ' b 'W = 0, e - kr. 

e \ (i‘ / 

Nach der Bedeutung von rsind dii» Grenzpunkte d(*s Bereiches in o die Werte 
p 0 und p — 00 . Das Kriterium (o) lehrt unmittelhar, daß p = 0 eine 
Stelle der Be^tlmmthelt ist. Setzt man P -- p“ (a,, -f a^p -f Uop^ -f ' ‘ •) 
mid herechnet den Faktor von p“ ^ auf der linken Seite von (18a), so ludert 
dieser, gleich Null gi'setzt, die charakteristische Gleichung: 

a(a-l) + 2a- / (/-f 1)-H), 


B C. (1 Dnrwin. Proc. Koy. Soc 115, 1 (1927), Cd. (3. 2). Ihne andere, 
ebenfalls V(jn di'r gev^oUnlichen al)weichende Normierung benutzt aus praktischen 
Gründen der geomagnetischen Rechnung Adolf Schmidt in seinen ,, Tafeln 
der normierten Kugelfunkt lotien", (tot ha 1935 
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aFo 
fl Hb) 


a ~ I oder ol — — l — 1. 


Für unsere Zwecke kommt nur die positive Wurzel a — / in Betracht. Die 
Fntwicklung von 1\ für die Nähe des Nullpunktes lautet also: 

(19) Tt («0 -f + • • *)• 


Der Punkl ^ — oo dagegen ist wesentlich singulär. Wir unter- 
suchen das asymptotische Verhalten in diesem Punkte nach einer 
Mt'thode, di(^ zwar mathematisch etwas kühn ist, die uns aber auch in 
spat('ren Fallen zum Zude fuhren wird. Für große Werte von q geht (18) 
ub(T in: 

n" + n - 0 , 


und wird intc'griert durch die beiden Partikular-Losungen 

(20) B bzw. B 

\\ ir können sogleich eine zweite Nalierung finden, indem wir z. B. den 
Koeflizienten J als , .langsam veränderliche Große“ voraussetzen. Damit 
ist (wie S. 4) genieinl. daß wir zwar A' als von Null verscliieden ansehen, 
aIxT A" und A'/() sowie A/[r \ ernachlassigiai wadlen. Durch Einsetzen in 
(IKa) ergibt sich daraulhin, liei Enterdruckung des geineiii'^amen Faktors 

2 / C'onst 

( 21 ) 2 iA' -1 . 4 = 0 , A = 

t> Q 

Das^elb(> gib lur B. Binde Partikular-Losungim sind aPo für sehr großes 
und r(‘elk'> o nicht nur endlich, sondern verschwinden sogar. Daraus lolgt, 
daß die LoMing (lH). die für p = oo in (nn«' Kombination der Partikular- 
Losungen (20) ubt'rgi'lien muß, die zu fordernde Stetigkeit sb('dingung mellt 
nur lur p - ■ 0, sondern auch lur o -- oo erfüllt ; das PInendhche bringt keine 
neue Bedingung lur die Fig(*nl'unkt lon B mit ^ich. Der m der Differential- 
glei(diung (IH) noch vorkoinnunidi' ParametiT K bleibt also unbestimmt bei 
unbegrenztem Gidaet : wäre dagegen das Gidaet durch eine Kugel r = a 
begrenzt, für wehdie eine Grenzln dingiing, z. B. B =- 0 vorgeschrieben jst, 
so WMirde sich eine transzendente Gleichung für l' und ein ,, diskonti- 
nuierliches Spekirum“ der A’-W(‘rte ergi'beii. Beim unbegrenzten Gebiet 
können wir von (dnem ,, kontinuierlichen Spektrum“ sprechen. 

Wir zeigen sodann, daß unsere Eigenfunktion (19) im wesentlichen eine 
Bes sei sehe Funktion ist, daß nämlich gilt: 


B = 


C 

Ve 


(?)• 


(• 22 ) 
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In dor Tat, setzt man dies in (IHa) ein, so erliält man nach J(‘ichter Em- 
rechmmg fiir J die Differentialgli'ichung: 

1 / 

(23'; = 

wolx'i in ims('rem Ea.lle gilt 

(28a) n = / + 


(24) 


Jn Uj) 


(23) ist (li(‘ l)('l\annt(‘ Diffen-ntialgleichung d(*r Besselsch(‘n Emiktion vom 
lndo^ n. 8h‘ hat da* für )>eliehige q konvergente Losung 

^(w + 1 ) \ 1 ! H + 1 2 !“(« + IH» + 2 ) 

__ I [qßf 

3! („ + !)(„ + ‘2) (,,+ 3) 

Außer der L('sselscli(‘n Funktion J werden wir >]>ater dii' heulen 
Han kelsclieii Fiinktiomui /■/*, und Hl notig liaheii. Sie sind elienfalls 
Losungen dvr Difhueiitialgleicliung (23) und dadurch ausgi'zeichnet, daß 
sie fur Q 00 das einfache asymjitotisclie Verhaifvn hesitzi'ii, das in der 
(il. (20) aulgezeigt war. Es gilt nämlich |man Ixsichte die Ahspalt ung d(‘s 
Faktors () h '2 ni (22) heim t^hergange V(ui H zu >1 hzw . zu //L H^\ fur 0 00 


(25) 


1/2 7 (c (H + 1,2) - ) 

0) — / e ^ L 


Hlio) = 


7t 


miq) 


1/2 ^ 

f TT, Q 


«f) 


Die ahl der multiphkativt'ii Koiistanti'U [entsprecheml A und H m (20)] 
ist so getroffen, daß du* zwuschen //L und J notwiauhg h(*steh(‘nde 
lineare Ik^zieliung du* einfache Li*stalt amiimmt: 


( 20 ) 


■K = V m + iri). 


Wahnaid J im Nullpimkti* endlich ist, wu'rden H^ und H^dasi'lhst uiK'iidhch. 


§1 

Durchgang der Elektronenwellen durch eine Potentialschwelle. 
Stetigkeitsbedingungen, Tunnel-Effekt 

Wir gehen zu den eheneii Wellen in §2 zuruck und tragen nach ihrem 
Verhalten heim iLiergang uher (*ine Poiential-Schwu'lle. Es sei z. B. 

Lehiet I j < 0: F ~ 0, 

n X :> 0: F =- (’onst 0. 
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Potentialsohwelle, Ti^niiel- Effekt 


Die Eortiifbujzun^sriehiiiiig der einfallenden Welle Hei die jiositive a:-Achse, 
so daß unser l’robleni eindinu'nsional wird. Dii' Welle sei njoiioehroinatisch, 
ihre /eiUibhaiipirkeit werde wie in ( 2 . 27 ) f^egeben dureb 

~ fl ^ 

Jni (;ebu4 1 ^nit naeli (1.11) die 8elirodin}]5er-(lleiebiinfj: 

„ 2?// . (1^ v) 

I (I) A f + e V’ =" 0, k , Af= • 

1 Dire Losung setzen wir an in d(‘r Eorni 

I ?/) e'^-^ -f /De- 

i Wii uberla^ern also der einfalDnden W (‘Ile, deren Anijilitnde wir zu 1 
hiornii(‘rt babiai. ein(‘ bi'i .r - 0 r(‘ll(‘l\ti(‘rt(‘ A\'elle, denn An)])li1ude 7 >’ wir 
" l)ere(‘bn(‘n wollen. 

liii (M‘bi(‘le 11 lautel die Selirodiiij^nr (ll(‘icbun;.i: 

2 tu 

(II) A f A ir^yt = 0, (ir- b). 

Da 1111 positiv Vnendlicb(‘n inn (‘ine aindaiilVnde, k(‘in(‘ (‘nifall(‘nd(‘ Wi'lK' 
AoilauKb'ii sein soll, koumil aK Losmip nur d(‘r (‘inpdiedripu' Ausdruck in 
Ik'tracbl- 

(IJa) f -- 

: V ist r(‘(‘l] od(‘r iniaoinai, jo iiacb d(‘ni 

\ 

[(ITI) 1' . ir „(1,-r F > W. 

nk'id(‘n!al soll, daiiiit (11 a) sinnvoll ist , die Quadrat w urzel in k' mit positivem 
\'or/eicb(‘n benommen \\(‘rden (jiosiliv r('(‘n iur 1 ’ ' ' 11 , jiositn K'in imapunar 
i'iir r - 11 ). InMclitlicb b(‘deu1(‘t F > Ib 

— 7 ! 1 

klas‘'is('li kor])iiskular, daß die kiti(‘tncb(‘ /'; | 

bii(‘r^U(‘ II des bllektroiis mclit ainr(‘i(*bt. / 1 b 

die Fol(uit]alscbwell(‘ T' zu ub('rwind(‘ii. ' : j 

A\ ir frapu'ii luicli d(n Steti<j[keits-D(‘- — r ^ 

dinpnmpnn, w(dcbe und i/bi vinknnpferi. ^^ 7 ^ 

Zu d(‘m Zwt'cke d(‘iik(‘n wir uns statt d(‘r 

unendli{‘b st, eilen, eineaboi'schrapde 8cbwa‘ll(‘, ^ 

w’ie sie z IF durch die punktierte Lime in Fi^u 3 darpestellt wird, und 

iordi'rn, äbnlicdi wie man es in der EU^ktrodynamik bei dm Ableitung 

d(‘r (irenzbedingungeii tut, daß die AA ellengleicbung auch im tDiergangs- 
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gebiet (stetig veranderliciies k') gültig bleibt. Für ein Gebiet —}i<x<-\-h 
gilt dann nach (II) 


f h 

^ A fä X 
- /) 





wo die tlbersireicliung einen Mittelwert im Intervall 2 bedeutet. Mithin 
hat man im Limes h 



und a fortiori 

(IVa) Vi=-Vii- 

Diese liedingungeii g('ileii offenbar nicht nur im Eindimensionalen, sondern 
auch bei einer beliebig gistalteteii Grenzflacla' im Dreidimensionalen, 
niimlich in der Form 


(IV b) 


V'\ ^ V’\ 

\dn)^ \dn/^i 


Vb = V’ii- 


Indem wir (IVa) und (IV) auf (Ja) und (Ila) anwenden, erhalten wir 
für die S])rungstelli‘ a = 0: 

(V) 1-D-yG, 


also 

(Va) 



r ----- 


k + l/ 


Wir gellen \on Ti, G zum Ri'flexioiis-Koelfizuuiten 1\ über, den wir unter 
Zusammenfassung der beiden in (III) genannten Falle definieren durch 

(VI) = l + 

und lialien mi Falle V <.,11 (// reell) bzw. im Falle V >11 (/Z rein ima- 
ginär) ; 

0 < B < 1 bzw. 7? = 1 . 

Das Frgebm^ im (iNltai Falle ist bemerkenswert: Ker])uskular wurde ein 
Elektron, das die Stide V überschreiten kann, niemals reflektiert werden, 
sondern mit vermmderliT Geschwindigkeit seine Bewegung fortsetzen. Das 
Ergebnis im zweiten Falk' dagegen ist korjuiskular verständlich: 7? — 1 
bedeutet , »Totalreflexion“ di'r Elektronen, die wegen ungenügender kineti- 
scher Energie 11 die Schwelle nicht überwinden können. 
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ÄDclerprseitH ist es im zweiten Falle korpuskular unverständlich, daß 
im Medium II bei Totalreflexion ein Zustand f bestehen soll, welcher mit 
dem (‘lullichen Oberflächenwert C einsetzt und nach der Tiefe, vgl. (II a) 
exjtonentiell abklingt. Wohl aber ist uns dieses Verhalten wellentheoretisch 
(Telaufig. Auch in der gewöhnlichen Optik gibt es bei der Totalreflexion im 
..dumicreii“ Medium (ine mit der Tieh' exponentiell abklingende Wellen- 
bewegung. Oer scheinbare Widersjiruch gegen den Energiesatz bzw. den 
Erhalt.ungs^iltz der Teilclumzahl ist hier wie dort dadurch aufzulosen, daß 
man statt der unendlnii ausgedehnten elienen Welle eine seitlich begrenzte 
Iniracbtel uni den Ikaiguiigs-Vorgang an diT Grenze d('r einfallenden Wiile 
])eru(ii<i(iitigt, dureil den im o])tischen Falle Energie in das zweite Medium 
hintungdangt. um sich dann paralbd der Grenzflach(‘ fortznpflanzen. 

Wollen wir. wie in der Optik, neben J\ auch einen Durcblaß-Koeffi- 
zaaileii J) (lefmieriui, so ist dieser im Falle T’ IF gegeben dunii 


(MI) 


]) 


4/c/r' 

(/r+r)^‘ 


Ini Falle F > IT dagegen ist offenbar 
(Vlla) 

W(m 1 keine Teihiien in,^ p(^^itl\ UmaidlKia' aiistnien können (rp ist hier zu 
Full abg('k]ung(‘n). In benhui Falhui gibt oflenbar die leniit vi^rstandliche 
B(‘zi(iiung 

(VIII) 7/ + yt=-], 

(‘ntsjirecbend diun linstamh', daß wir ja du' (infalkaidi' Teilcbenzabl auf 1 
normiert hatten. 

Den Faktor k' jl in Gl. (\’II) wolkm wir uns, imkmi wir etwa^ vorau<- 
greitVn, folgenderniaßi'H \ erstandli(i) nnuiieii: ('^ bedmitii die Teikimn- 
duiite ini Giiiiet II; (‘s kommt ab(>r nicht auf die Tmlcheiidichtt', sondern 
auf den Teikiieiistrom an. nn Verlialtin.s zum Teikiieiistroin im Gebiet I, 
den wir gleich 1 g('^(izt haben. Deshalb müssen wir multijilizieren mit 
dem \erbaltnl^ der (u'^diwindigkeitdi rjr in II und I, w'elcbes nach der 
d(‘ Droglu's(ii(ii Fornai gleich (km Wrbaltni'^ k'jk ist. Kaberes hit^Tub^pr 
können wir n’st in §7 bei Gl. (Tb) bringim 

Betrachten wir \ orülHTgiiiend eine Welle, die schief g(‘gen die Grenze 
(1. II) einfällt, so wird dii^se iin Falle 0 <_ F" TF von der Normalen fort- 
g(i)ro(iu'n. ])ies rührt daher, daß die Bhasen-Ges(iiwindigkeit in II nach 
(2. 11) großer ist als du' Fhasen-Geschwindigkeit in I 


(O 

V 


CO 

T 


— a 


1 ; 


11 
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und folgt auch n,us (k'ii lur diesen Fall gultigi'U allgeniena'n Grenzbedin- 
gungen (IVh). Handelt es sieh nicht urn eine Fotential-Behwelle, sondern 
uni eiiK' rotential-Senke, 1^ < 0, so wird die Welle zur Noniialen hin- 

‘ 2 /// , 
gehroehi'u, wc'il dann k'‘^ (1) ? i h |) r- ist. 

Alls den Grenzhedingungiui (T\ h) folgt umnittidhar (bis Hrechungs- 
gi^setz für (len Flnu-gang I-> 11 in <ler wohlbekannten Form 


sm QL I a =- Ihnfullswdnkel. 

Sill ß I ~ Br«‘ehungswinkel 

mit folgender Gedinitung des Br(o*lningsindex v: 


(JX) 

Man hat hiernaeli 


(I 

a 


k' ;[ yw - r 
k "" ;/ ' f ir 


(JXa) 


[?/ ' 1 für I ' ' (}, Fot(‘ntial'Schw(‘lle 

(a 1 für F 0, Fotenlial-Si'iike. 


Wir g(4i(‘n zur senkrechten Inzidenz zuruck, iHdrachUni aber j(4zt^statt 
d('r Schwell(‘ einen Mall, Fig, 1. Wir lialnni dann drei (hdiKde zu uiiti'r- 
^cheiden 

I. j < ü, 1/’- Gc ' ^ , nach Gl. (I), 

II. 0 ' , .1 ‘ /f, lg — ^ nach Gl. tll), 

IIl. h X, f - Gc'^-^ . nach Gl. fl), 

lt'tzt(‘res unter Hinzunahme der Bedingung, daß keine MV]](‘ aus der ])ositJven 
j-Bicht-ung (‘inialleii soll. 

Wir mt('n‘ssi(Ten uns nur für den Fall 1 11 , wo also, kla^slsch- 

kor})Uskular hetrachti't. di'r Wall lur das nuftrefh'iide Klektron undurch- 
dringlich sein wurde, wahrend si(*h w'elleniiK'chinmch ein im allgeuKunen 

endlicher l)urchlaß-Koeffizi(‘nt ergibt. 
]\I‘iii lindet nämlich aus den 2^2 
Grt'iizhedingungen (IV) und (IV a) lur 
die beiden Stelliai / ^0 und x~ F 
wne man unschwer durch Fhmination 
\on nachrecliiad : 

also eine von Null M-r'.chK'dt'iie, von j iinahhangige Am])litude der M elkui- 
hewegung in III; di('-e W ('lleuhewaigung ist keineswegs abklingimd, sondern 
vom Charakter einer gewöhnlichen fortschreiürnden M (dl(‘ (Auch 


d/ 

i 



1 
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dies 111 tdieri'iiiMtiiinninif; Ulli bekannte!) Ersclieinunp;en der Optik: I und III 
^eu ‘11 II luiif : eine bei j - ' 0 total reflektierte, al.so hinreielKuid seliul 
t'inbdEiKb' Welle sOzt sieh, trotz der Luftsebieht, inil einer ^U'Wissi'H 
hcliwaelilei) Aiiiplitiule bei h fort, wi'iin h liinn'iebiuid kkan. d. Ii. mit 
der Wtlleiilaiij^e des Jiielitis ver^diaelibjir ist.) 

W ir Ix'merki'n zu (1), daß // we^p-n V \V nun iniagmar und daher 
exp ( iin Nenner \on (])re(41isl. Fur den Dureblaß-KodlizientenJb 

<ler liier offenbar (bireli 7^ - | Oj- zu definieren ist (wi'^mn Gleielilieit der 
(d'seliwiiKli^keiteii m JIT und 1), findi'ii wir leiebt aus (1) 

"" (i:‘ + |;,'p)'8iiiU|Aje.) + 4F|e!-' 

W 11 lialu'i) alsitni der Tal (UiU' nn alOiaueiiieii endlielu' I) iir e lil a ss i g k e 1 1 
des W all(‘.s, eiiK' eiidlieln' A\' abrseln' i n 1 1 e b ke 1 1 dafür, daß das Ek'ktroii 
den Wall ]iassiereti kann. End zwar ubersprinf.^1 e.s ihn riielit, sondern 
es d iireli dr iii;j;t ihn, \' 4 l t'ii;. I. ^\o ^\lr dundi den liorizonta.len Pfeil a.n- 
i^edeub't liabi'U. daß das lOi'klroii s(*iia‘ lOiei^ue 11 , die e.s in I batti“, in IJ 
iKaliOialt 1111(1 naeh IIl mitbnnpt. Aul der na-bten Siab* du'siT Fij^mi baluai 
\Mr ulu'rdies D in horizontak'r Uiebtunp zur \erlikalen Aliszisse IF aul- 
ge( radial - D ist am oberen llandia ^\o IP - - 1' und k' - 0 ist. am j^^roßten 
und v(‘rseli\vmdet am nnt(‘ren Ita.iide, wo 11’ -() und /. 0 ist. Am 

oberen Ibiiide wird t‘s (kan I0(d\tron kaeiit, den Wall zu durelidrm^U'ii, in 
den unt('ren Partii'H immer seliwenT, 

l)a' \Vrbaltmss(^ werdtai fj^ut durch das buT ubbebe WOrt ..Tunind- 
Ftiekt“ <j:ek('nnzeielinet : Die Bahn d(^s l41(d\trons lulirt nicht über das 
Potent lal-t i(d)irp;e, sondi'rn aui (unm Xueaulinu' (jiu‘r liindurcli. Du'-er 
d’unmI-Ellekt ist iundanuaital für munnif.,da(I)e cbemisclie Pmaklioiien, die 
1111 klassisclaai Smiu' durch (an SiaaT-Poteiitial ali^i'riepidt wanai. alx'r 
welltaimeebaniscb durcli iin.siaaai l'd'k'kl (aanufj^liclit \\(*rd(ai: t^r ist auch 
w'iebti^^ lur die Eli'ktroiuaitlu'orie d(T Metalle fl'b(‘r}.^an<.^s-W'id('rstand. 
Ivicbardson-Fd'fekt Ina kaltiai ]\letal](ai unti'r (kau Einfluß tuni's äußeren 
Feldes). \’or allem alx'r hat das pwoße Probkau (k‘s radioaktiven Zerfalls 
und der Atom-ZiTtriimmerunp auf diesem AM';j;e seiiu' erstmaln^e Aufklärung 
gefumkai (Gamowscbe Potent lalm uldi'). 

Ein S})at('r('s (Kap. I\'. §11) vorzubereiten, gdien wir nocli einmal zu 
der Stufe in Fig. 8 zuruck, li'geii aber jetzt lane analytisch ausgeglichene 
Stukadorm zugrunde die in allgemeinerer W’eise von Eckart^) emgefuhrt 

’) (’. Kekart. Fiiys Bev 35. 1803 (1980). 
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und von Sauter^) auf das entsprechende relativistische Problem er- 
weitert worden ist, nanilich 

f 0 .. . o: — — 00 


...V ^ 


\V 


•• 3’ = 0 


V ist die Hohe der Htuie. a mißt die Steilheit, des Anstiegs. Wir haben jetzt 
den Vorteil eines einheitlichen (tehietes und einer einheitlichen Wellen- 

gleichung: 


+ , \ W — \ y) = 0. 


y/j I Ihn diese auf einen bekannten Typus 

— zu bringen, fuhren wir als unabhängige 

Variable ein 

_ (5) y = -e 

und als abhängige Variable 

(6) y} ~ fl — verfügbarer Parameter. 

Man findet dann durch leichte ITmrechnung als Hifferentialgleichung für F; 

iFF , (]F 

( 7 ) -f ( 2 // + 1)^(1 --//) — 

-f f/H (1 — y) -f (H (1 — y) — V) \ F — 0. 


Sie wird durch y teilbar, wenn man wählt 


HTf-U); 


setzt man überdies 


so reduziert sich (7) auf 


(9) // (1 - if) , „ + {2/i + l){\~y) - (/H - V^)F = 0, 


wofür wir schreiben wollen: 

(10) + ^ + a/?F=-0 


) F. Sauter, Zeitschr f Phys. 73 , 647 (1931). 
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mit den Abkürzungen 

a=/^ + /5 =// — 7 = 2//, + 1. 

(10) ist die Differentialgleichung der hypergeonietrischen Funktion*, 
die seit den Zeiten von Gauß viel studiert ist. Wir können darauf erst im 
nkchsten Kapitel, Gl. (2.18), eingehen. Hier begnugefi wir uns mit der 
Feststellung, daß der Durchgang einer Elektronenwelle durch eine 
iStufe der bequem gewädilteri Form (3) im ganzen Gebiet der 

I /ariablen - ^ ^ < + Qo, d.i. nach (5): — oo < ?y < 0 durch die 

ivpergeonietrisclie Funktion F dargestellt werden kann. 

Du* in F eingi'henden Ikirameter a, ß, y hängen von den Konstanten //, v 
1), die nach (8) und (8 a] im Vorzeichen mibestimmt sind. 

]\lan sieht aber sofort, daß man // als negativ imaginär zu wählen hat. 
Vir betrachten zu dem Zweck den Grenzfall x-> oo, d.h. nach (5) 0. 

)a F in der allgemein üblichen Gaußschen Xonnierung für ?/ — 0 gleich 1 
urd, erhalt man aus (5) und (G): 

12) = l)"c~“«V 

■Es soll aber f für x oo eine auslaufende Welle sein. Wir müssen 
daher in (8) die Wurzel so ausziehen: 

7 -i 7)1. 1 

im /•--tI'/, 


Dann ist in der Tat (12) identisch mit 


pl) V - (— l)^c' 

PeriK'r l^t F nach der Dilferentialgleichung (10) in den beiden Parametern a 
and ß ^^ylmnetrl^ch. Da du'se nach (11) die Bedeutung // ;• i’ haben, ist 
las \ ()rz(‘ichen \on v belanglos. AVir können aDo z. B. festsetzen 


l 





2 7fl 


ir = + -k (vgl. I). 


Ihisere Losung ist also eindeutig festgelegt, bis auf eine willkürliche 
■miltiplikative Konstantin 

Wir interessieren uns aber auch für das Verhalten bei großem nega> 
/iviuii X (einialleiide und reflektierte WiOIej und haben deshalb den Grenz- 
vert von F iur ?/ -> — oo zu betrachten. Jliesen entnehmen wir aus Zu- 
^.atz IG. Nach Gl. (19) daseihst wird hei unserer Bedeutung von y, ol, ß, y 
F' — + oa- _|_ — 

und daher nach (G) und (1 3) 

(16) y, = (_ 1),.. + 
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Hier tritt also die Aiifsjialtuiig in einfallende und rid'k'ktierte WAlle seihst 
tätig zutage. Als Eeflexioiih- und ])urdihiß-Koeffizient ergibt sieh aus (16 
und fl 1) |vgl wegen der Jtefimtion von ]) (Jl. (VII)J 
n 2 /•' 1 “ 

(17) B =z \ ]) _ hzw. D = 0, 

l('tzt('re^ bei inia.ginan‘in V, wie in (VITa). 

Die lelzten lleeliiiungen werdi'ii in Kap. IV, § 11, relat iv isliseb weiter 
gc'lulirt werden. (Jegenwartig inußti'ii wir uns darauf besehranken, den all- 
gemeinen \'organg des Eindringens einer Eleklroiieiiwelh' in ('inen Eotential- 
wall darzuh'gen und di(' eharakteristisehen l'nterseliK'de zwischen korjuis- 
kularer und welleiiineehaniseher Dehandlung aufzuzt'igen. 


§- 

Oscillator und Rotator, ihre Eigenwerte nach der Wellenmechanik 

Die einfaebstt'ii Ik'ispu'k' für die Anwendung di'r Quantisic'rungsn^geln 
sind Oscillator und Kotator, vgl. Dd I, Kap. ‘2. §8. W ir b('bandeln sie 
nunnielir wellennieebani^eb, indem wir da' Irula're ()uanlenb('dingung er- 
s(‘izen durch die Stetigkeils-Eorderung d('r betreffenden Eigi'iifunktionen, 


A. D('r lineare ha rnioniscbe Oscillator 


Er besitze Uei d(T Aus^chwingiing x die potentielle khu'rgie 


H) 


I" = 


e>(, — 2 TT I'q 1 A'/a/ ist die Kreisfrequenz seiner Eigenschwingung (ini 
klassiscli-niecliaiiiscben Sinne). Nach 01. (1.11) ward die W'elkmgleicbung 
des Oscillutors 




(P yj 

Vfx^ 


-E (A — oP x^) yj ^ 0] 


A und a sind Abkurzungen für du' folgi'iiden Oroßeii: 

W rv = - 

h 


(2a) 


, ii in ni 

A = , , TI , a = 


Der Bc'reicli der Kooidinate x ('rstreckt sich von x — oo bis .r — -f : 
diese Orenzjmnkte des Denüchs sind wesentlich singulär. Wbr erkennen 
dies, wenn wir das asynqit.idische Verhalten von y) für große x, aufsucheii. 
Dann ist A gegen zu streichen und (2) gebt, über in 

(3) yr=oPx^yK 
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T)k>s(' (ik'iclmtig wird [vgl. das entsprechende Verfalm'n bei Gl. (3. 20)] 
asytiipliitisdi integriert durch: 

(4) V’ = " • 

Viis (I) Iblgt jiainlich miter \ Vrnachlässigung eines GlK-des, welclies in x 
x(,ij iii(‘drig('rer Ordnung ist. 


wie e^ in (3) a tuhingt. wird. Von den beiden A'orzeidien in (t) können wir 
nur (las unten' lirauclien, da, f für .r=^ -' oo ('ndlich bleiben soll. Wir 
>el/nn dalxu. alinlicli wie in (3. 7): 

(ej f = r ^ r 


1111(1 l)(‘stnijnu‘n r (ohne Verna, chlasHgung) ans der Dil'ferentialgleidmng (2). 

\ll^ (3) l)(‘redin('t niaii mit der Abkürzung k’ c ^ : 
ip’ ~F(r' --a.rr), 
f" - F (v" — 2 oixv' — our -f ; 

.iJho wird iiadi (2) — da,s Glied mit j- hebt mcIi fort -- 
(f‘>) r" - - 'loixr' -}- (>^v a) v - 0. 


Wir diMdK'i’eii durch a und benutziai als unabhängige VcTanderlidu' die 
(liiiK'iisionsLtse Grobe : 

(7) - 1 a :r: 

1 titli'riailiatiDiK'n nach ^ mögen durch Runkte angtuleuU't ^^erden. Aus (0) 
wird dann 



Diese Gleichung inlegnereii wir durch die rotenzreihe 
t3a) r -- 2 oc, F 

und ('rhalten am (H) durch Nullsidziui di's Ghedi's mit F du' zweigliedrige 
RekurMonsforniel : 

(«h' (r .p 2) (r + 1) «, I , + (-W 1 _ 0. 

Wir A\olleii di(i Dot(‘nzreih(' mit diun Ghiule v ^ - 7i zum Abbredien bringen. 
])azu liaheii AAir nur notig, den Faktor von in diT Itekursionsforinel gleidi 
Aull zu setzen, Avoraul all(‘ folgenden Koeffizienten “n +4 • • • ver- 

M'hwnuU'n. Also 

(•^) — — 2 ?? + 1 

a 

Sommerftaa, Atombau 11 o 
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oder wegen (2 a) 

(10) w„ = (n + -i) fiO)„ = (n + i) h v„ 


Dagegen findet man bekanntlich nach der älteren Behandlung mittels der 
yiuiiiteii-Bedingung ^ fdq = nh für das r/-te Energie-Niveau ^ nJiVQ. 
])(‘r charakteristische Unterschied besieht also in dem Auf- 
Irelen lialber statt ganzer Zahlen. 

Auf die Bedeutung dieses Ergebnisses lur die Theorie der Banden - 
i-pektren werden wir im nächsten Kapitel ziiriickkommen. 

Di(' Ihäynome (Ha), zu denen wir so gelangen, heißen Hermitesche 
Polynome. Wir schreiben für das /ite derselben v — Ihre Definition 
(*rgibt sich, abgesehen von einem Normieningsfaktor, aus der Eekur^ions- 
formel (Sb) oder der damit äquivalenten Differentialgleichung (8). Unter 
jkamtzung der in (9) enthallenen Bestimmung \ on A/a lautet die J)ifferentia]- 
gleicliung (8): 

(11) H- -\-2 nH =- 0; 

die Jh'knrsionsfonnel sclireibt sich mit Eucksicht auf (!)): 

(v + 2) (r -f 1) n, ^ - 2 (n - v) n, . 

Durch Iterierung der kdzteren findet man leicht : 


a) )i giTade, r gerade < n 


0 , = (- 2 ) 
h) n ungerade, v ungerade < n 


^ n (n — 2) ... (a — r + 2) 


=- (- 2 ) 


.^ ^ (?? — 1) (?/ — 8) . . . (71 — -f 2) 


Macht man insbesondere v - 7i, so kommt: 
a.) 7/ gerade 

' n V 




2" a„, 


1)) V uiig(>rad(' 


— 1 

1 ) ^ 2 "- 


11 — 1 


Man nonmert nach allgemeiner (Hiereinkunft diese Polynome ^o, daß 
(12) a„ = 2" 
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vird. Aus den vorangebenden Gleicliungen folgt dann 
<■) «0- '') --- 2(-l) » ^ 


T)i(' l^arstellmig der lautet daraufhin allgemein (n gerade oder ungerade): 


08 ) Hj^) -- 


n(n — 1) 


n (71—1) (n — 2) {71 — S) 


(2^)«- 4 -f. 


HKa'iUi'’ l)ei(‘(']i]i(‘t man lur die ersten lunf Hermii eschen Polynome; 

^ fl8a) H, 1 , Hl 2 _ 2, S - 12 f, 

Hl - - lS<t2 _^22. 

' Pur \H'le Zwe('ke mt eine T>ar^hdhmg d(T H„ durch fortgesetzte Diffe- 
i< utuilioiieii nutzlicljer, die derji'iiigen d(T Kugelfunktionen in (8.18) 
.in.ilot’ Ist. Si(' lautet 

(U) W„(l) - 

W 11 haben zunächst zu zeigen, dal.’» das so defiiiuTte H„ der Different lal- 
^leicliung (11) genügt. Dahei MTfahren wir ähnlich wie hei d('n Kugel- 
lunkt Ionen 1 c \\ ir setzen 


Dutch iortgf'M'tzte DiffeivntiiitKui iolgt danui^ nach der Formel tur niehr- 
iuvlie Differentiation eme^ l’rodiiktes 


Nach (11) ah(;r 


: (n A 1) 


c 


( l)"'/h"^^> -c ^AH, 2^H„). 

(- (4|2 -2)H„). 

'li.iKfii "ir diese Aiisfiruekc in (IC) oin, sn entsteht in der Tat til. (ll). 
I ).iß (14) aiich der Norniierimgs-lSediiigung (12) entspricht, lolpt unnnitelbar 
daraus, daß der höchste Kuellizient a„ des aus (14) entstehendeii Polynoms 

dureliforlapsetzfeundansschließhcheDifferentiationvonc- .Tlialteigvird 
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Scliließlicli gehen wir von den zu den zugehörigen Eigeriiunkiionen 
-zurück, niiiiels der Gin. (5) und (7). Man (‘rhält: 

(17) V'« = '■ "‘H,. (f) = ( - D'v"" ^ . 

Elbenso wie die sind du* gerade oder ungerade in je nachdein n 
gerad(‘ oder ungerade ist. -yiQ ist identisch mit der Felilerkurve, da 1 

ist. Knu' grapliisclie Wiedergabe^) der ersten fünf Eigenfunktionen zeigt 
Eig. t). Daß die f„ wirklich dcT Stidigkeitsforderung nn Gebiete 

— 00 < 00 

genügen, wird durch ihre Ifarstellung (17) gesichert. 



\\Vg(‘ii der hier gewahll.i'ii Normierung der vgl § 9 dieses Kapitels 
Ih Der Kotatmr im Kaum 

Wir denki'u. wie in Kd. J, S. H8, an eiiuai Masseniiunkt ni, der um ein 
festes Zentrum m gi'gebenein Abstande a umläuft, wvdleii aber nicht, wue 
d^ort, d('u ebeiK'U Thidanf auf einem Kreise, sondern sogleich den Umlauf 
auf einer Kugel, aho den Fall von zwei Ereiheitsgraden betrachten. Auf 
den Kotator in der klbeiie kommen wir unter C zuruck. In beiden Fällen 
handelt (‘S sich um (‘in wudlenmechanisches Krobleni mit (‘iiuT BedingungS' 
gleichung (hier r = r/). W'ie solch(‘ BroblenK' jirinzipiell zu behandeln 
sind, wdrd in Zusatz K) untersucht w^erden. Dit folgende Weg ist nahe- 
liegend, aber, -wie in Zusatz fO gezeigt wird, keineswegs selbstverständlich. 


D Nach E. Schrödinger. Naturwias 14, 664 (1926). 



I. [) 191' 


OBcillaior ufid Rotator 


37 


Wir bonutzoii Pokrkoordmaten r, ■&, f und unterdrücken die du||pi 
die Bedingun^'sgleichung fentgelegte Koordinate r, indem wir setzen 

d .. 

— . = 0, r — a. 
dr 

])ie poteniitdlo ist bei UTivmiuderlicbeiu r konstant und kann 

deich Null gesetzt werden. Der Ausdruck .1^, welcher in der \A eilen - 
^deichinig die Kinetische Energie vertritt, ist in uiiheren Koordinaten r, f), rp 
nach Gl. (2. 1), wenn man djdr == 0 und r -- u macht : 

1 1 

‘^y’ sin 'd d i> \ d d) a*' sin*'^ d (f 

Dalier die AVellengleichung mit J -- (Trägheitsmoment des Klas.eii- 
jainktes vi um das ichlt' Zentrum) . 

siii 'i^' d'O dd) sinD'> d 

Di('S Et die Difiereiitialgleichung der Kugelfläclu'nfunktionen. die 
]ji § 3 durch den Ansatz (d0 integriert Aviirdie Der dort mit 1 hezeichia'te 
]G'u-nwert-Earameter ist hier vertreten durch 


Diunnach folgt ans Gl. (3. 11), wenn wir mit Rücksicht auf die Theorie der 
DandenspoKtren das dortigt> i durch y (Tsetzeii: 

‘2 J W //*■* 

i(ii') =?(? + !). "S - + 

! A\ ir v('rgl('ichen du'^ Re^ultat mit d('r IruluTcn lU'handlung in Bd. I, 
S. 8H. Aus den Gin. (IC)), (17) und (18) daseihst folgt für die kinetische 
EiiergU' des vAvw Quant ('iizustande^ 


[ vo n ganzzahlig und J wieder gleicJi ina^ l^t 
[ GL (El) auch schreiben 


Andererheitb können w 


Sieht man hier von dem Konstanten letzten Gliode m der Klammer ah, das 
nur eine Verschiebung des Nullniveaus bedeutet, so geht (EJa) in (Elb) 
über, wenn wir n ersetziui durch j + Der Unterschied zwischen Wellen- 
mechanik und alter Quantentheorie besteht also beim Rotator ebenso wie 
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)#n Oscillator dann, daß an Stelle der ganzen Q uantenzahleri 
halbe treten. 

Zu d(*n] Eigeiiwerß' (111) gehört als Eigenfunktiori riacdi (8. IG) 

(20) ~ P”' (cos ' j 9) e ' ^ m ^ + E 

Ini Gegensatz zu IF hängt sic außer von ] auch von vi ab. AFir haben also 
nicht eine Eigenfunktion, sondern, wt'gen | 7a | ^ 2 ; + 1 \ erschiedene. 

Der Eigenwert (]9) ist kein einlacher, sondern ein (2 ; + 1)-f acher. 
Man si)richt in diesem Falle von einem entarteten Eigenwert-Problem. 

Der Begriff der Entartung wurde ursprünglich von Schwarzschild 
eingefuhrt (vgl. Pd. I, S. 12r») im Anschluß an die Elektronenbahnen und 
ihre Darstellung durch Winkelkoordinaten. In der W'ellenmechanik treten 
an die Stelle der Bahntyj)en die Eigenfunktiom'u. Hier läßt sich der Grad 
der J^hitartimg definieren durch die Anzahl der Eigenfunktionen, die 
zu demhellien Eigenwert gehören, derart, daß wir Niclit-Entartung 
haben, wenn es zu dem lietrachteten Eigenwert nur eine Eigenlunktion 
gibt, einfache Entartung bei zwei Eigenfunktiom*!) usf. Im Falle dt^^ 
Kotators im Raum handelt es sich um 2 /-jache IBitartung. 


C. Der Rotatoi in der Ebene, der O^ciJlator 
in der Ebene und im Raum 


Wir kommen zum Rotator in der Ebene (Bewegung eines Massen- 
punktes aus dem Kreise), wenn wir in dem Ausdruck von A niclit nur. 

d Ö 7T 

wie unter B, —0, r -- a maclaai, sondern aiicb , -- 0, t) - \ , 

dr di) 2 

also nur die Abhängigkeit von der dritten KoordinaR' (p beiliehalteii. Dann 

gehl Gl. (IH) über in 


( 21 ) 


y) 

d(p^ 


^y^ = 0, 


2 JW 


Dit'se Gleichung wird integriert durch 

(22) 7/- = Z. 

n muß ganzzahlig sein, damit unsere Lösung (22) eindeutig in (p wird. 
Aus (22) und (21) folgt also 


Dies stimmt genau mit Gl. (]9a), d. h. mit der alteren Quantentheorie des 
Rotators uberein. Der ('bene Rotator ist auch in der Wellenmechanik 
ganzzahlig, nicht hall)zalilig zu quantein. 
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E> kann aber kein Zweifel sein, daß die räumliche Behandluhf^ 
Botator-Problcras exakt, die ebene unzulässig ist, sowohl nach dom 
,tbeoreti>chen Sinn der Wellenmechanik, als nach den Beobachtungs-Ergoh- 
nissen bei den Bandenspektren. Von hieraus entsteht die Frage, ob etwa 
’aucli die Behandlung des Oscillators als linearen Gebildes zu korrigieren 
sei und (ib der Oscillator in der Ebene oder im Baum zu anderen khgen- 
werten fuhrt als der lineare Oscillator. T'in dies zu prüfen, ersetzen wir 
‘Cil. (2) durch 

y.\) r + ““ 2 ^ 

^^() z und a du'^elbe Biuhuitimg haben wie in (3) und A fp nunmehr den 
■iblicheii Differential-Ausdruck in den rechtwinkligen Koordinaten X 2 
’jzw. (»('Zeichnet. 01. (23) läßt sich in diesen Koordinaten ohne 

W('lt('re^ ,.s('})ariereii“, gerade so, wie dah entsprechende Brobkun der alten 
Quant ('utheorie. vgl. Bd. E S. 112. Schr('ib(ui wir A - - -^2 

1 - -t- /g + ^' 3 ’ bekonimen wir für j('de Koordinate eine totale 
Oiifciviilialgleichmig \()n der Gestalt (2) mit Aj ^tatt. A und statt x; für 
'1, gilt dabei die Bedingung (9) mit a, statt 1 /. Für die Summe der c'rgibt 
3icli Ml nach (t)) 

= 2 0 ^ 2 i - 

w«i die //, ganze Zahlen Miid, und für die Oe>anit-En('rgie des Oscillators 
Hach (10): 

= 2(’'- + i)''v 

j Beim ebenen Oscillator (/ - 1 .2) ist ^( 1 /, -f 0 sicher eine ganze, beim 
^unihchen Oscillator ('i--i,2,3) eine halbe Zahl. Somit zeigt sich hier, 
^hnlich wie beim Botator, das überraschende Ergebnis: Der Oscillator ist, 
e nach der Zahl der zugrunde gelegten Dimensionen alternierend halb- oder 
janzzahhg zu quaiiteln. Dashelbe Ergebnis wird uns beim Kepler-Problem 
wieder begegnen. 

Phir die Eigenlunktioiu'ii des (‘beiien odei räumlichen Oscillators erhält 
Han gleichzeitig ini Anschluß an (17): 

fn = Y\^ ^ ' ^n^i^ 0 iX^), n = ^ n. . 

I)as l^roblem ist also entartet,: Es gibt zu emem gegebenen n so viel ver- 
chiedene Eigenf unktionen, als sich n additiv aus ganzen positiven Zahlen 
nt bauen läßt. Die Entartung wird aufgehoben, wenn wir zum anisotrop 
gebundenen Oscillator übergehen, weim wir also die Eigenfrequenzen (Uq 
and daher auch die a[Gl. (8)] für die verschiedenen Koordinaten-Kichtungen 
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||s inkoimneriHurabel annehiiien. Die Müglichkeii der Se})aruti()ii und der 
Gang der Reclnmng bleibt aber auch in diesem Falle erhalten. 

Wir werden fragen, welche Diinensionszahl beim wirklicdien Oscillatoi 
zugrunde zu legen ist. Sofern es sich um die Oscillationen der zwt'iatomigen 
Molekel in der \'orbnidungshnie der beiden Atome handelt, lautet die 
Antwort jedenfalls: Der lineare Oscillator. Wir werden hieraul im nächsten 
Kapitel zuruckkomiiKai. Dei inehratomigen Molekeln wird die Dewegung 
aufgelost in die Haupi.-Sehwingungen des Systems, deren jedi' wieder einem 
linearen Oscillator äqui\alent ist. 


§6 

Verallgemeinerungen der Wellengleichung. Zeitabhängige Gleichung. 
Mehrere Partikeln 

Wir müssen jetzt das Fundament, auf dem unsere bisherigen Be- 
trachtungen ruhten, \erbreitern. Bnher haben wir uns beschrankt auf den 
Fall (dnes Teilchens und auf Kräfte, die lan von der Zeit unabhängiges 
Botentuil besitzen, §1. Wir lassen zunächst die letzte Einschränkung 
fallen, walirend war an der Beschrank ung auf ein Massenteilchen \orläufig 
festhalten. Als \’orbereitung leiten wir die bisherige Wellengleichung 
durch ein symbolisches \'erfahren ab, das uns bei den beabsichtigten Verall- 
gemeinerungen gute Dnaiste leisten wird. 

A. Die Kralte hal)en tdn von der Zeit unabhängiges BotiMitial 
In diesem Falle gilt die Energiegleichuiig in der Form 

(I) H = + F = IF. 

H ist die Hamiltoiische Funktion, ausgedruckt durch die Impulse p und 
Koordinaten r/, wobei die p explizite in der kinetischen Energie p'^/2ni, die 
^implizite m der potentiellen Energie V Vorkommen. Aus H erhalten wir 
die partielle Differentialgleichung der klassischen Mechanik für dh‘ 
Wirkungsfunktion S, wenn wir p ersetzen durch 


dS 



wie in Bd. J, S. 110, ausgefuhrt w^urde. Wir behaupten nun, daß wir ähnlich 
die partielle Differentialgleichung der Wellenniechanik für die öchrö- 
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mkalar mit dem Viererpotential 

i<r)- 

Dadurch entsteht, \gl. auch Bd. I, S. 06r), 

(4) — (d '21) — e (jK 

Hier ist rp auf die l^lmheitsladuiig bezogen; e(p bedeutet also die auf da 
Elektronenladung e bezogene j)otentielle Energie elektrostatischen 
s])rungs, für die wir wie früher V schreiben. Nach (4) tritt also an Stellt 
des früheren V bei Anwesenheit inagnetostatischer Kräfte 

(la) r--|^(Da). 


Die im Hamiltoiischen Prinzip auftretende Lagrangesche Funktion 
ist dann nicht mehr 


sondern 


L ^ T ~ r, 


(4 b) 


(' 


Wir werden in Zusatz 3 bestätigen, daß sich von hieraus in der Tai die 
richtigen Bewegmigsgleichungen des Elektrons im Magnetfelde ergeben. 
Dort werden wir auch nach den Eegeln der allgemeinen Mechanik au^ 
L [q, q) die Hamiltonsche Funktion H iq.p) ableiten, nämlich: 

I.„) Ä „ ^ i r, 


wo das Quadrat als skalares Produkt auszufuhren ist, und zwar, vgl, die 
Anm. von S. 11, in Cartesischen Komponenten. Mit Benutzung der Vor- 
schrift (2) erhalten wir 



= — A w — . i 

2 2 imc 


Idivdy,) + (?lgra(ly)l + 


2mc' 


3^’' r 


Nun ist aber nach allgemeiiu'n Festsetzungen der Elektrodynamik (vgl 
Zusatz 3 am Ihide) im gegenwärtigen Falle 

div 0, also div {%f) — (2t, grad yi). 

Deshalb vereinfacht sich die letzte Zeile in der vorletzten Gleichung zir 
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^etzt man dies in (4 c) ein und bildet wie in (2 a) {H — TV) y) -- 0, so erhält 
man ab allgemeine V’ellengleichuiig in einem statischen 
[^lagneiielde vom Vektorpotential 

5, .1 ^ (?I, «ra,d ,0 + p; - F) - ^ O. 

n dem besonderen Falle, daß 2T als khäiie Storung behandelt werdi'ii kann, 
arl das letzte Glied in (.■») vernachlässigt werden. Die dann enthteheude 
bgekurzte Gleichung 

2 c 2 jn 

iii) r + ('-^1 Sr“«! V) + (••' - I’) V 

riirden wir auch diivkt a on (i) aus (‘rhaltmi haben, w'enn war darin V 
ureh den Ausdruck (la) ersetzt hätten. Jedoch ist der Weg über den 
Kakteii Ausdruck (Je) der Tlaniilton-Funktion der einzig konsequente 
nd liir Spateres (z. Ih zur Aufsti'llung der Dirac-Gleichung) unentbehrlich. 


I. Die Kiait(‘ haben ein ^ on dei Zeit abhängiges Ihituoilial, die 
FiK'rgK' i^t keine Integrations-Konstante 


Wir \ersteli(ui unter H wie in (1) den Ausdruck 




t ) jetzt r \ (in /, abhangt . Die Differentialgleichung der klassischen Mechanik 
itet dann (vgl. Dd. I. S. ()!).■) dlaui); 

dS dS 


^ (/b 'h G + V - 


d^i’ 


(h 


■n den Dhergang zur V elleiiniechanik zu \ollzielien, ergänzen war (2) 
prell das iJift'erentiationssymbol; 

// (i 
1 d / 


nl iuhron statt der W ('lleniunktion y» ouh' numnolir zeitabhängige Wellen- 
nktion ein: 

u{x, y, /). 

uf diese V ellenfunktion wenden wir den Operator (7) an. W ir erhalten 
idurcli eine raumzeitliche Wellengleicliung, nämlich wogen (2), 
I) und (8): 
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oder auch 
(9 a) 


A u 


2 m 


Vn + 


2 i 7n d u 
h di 


= 0 . 


Eine l'robe auf diese Verallgeiiieinerung liefert der Vbergang zur 
Falle A, wo V von t unabhängig war. Dann wird t .,zyklisclK‘'' Koordinat' 
man kann also den Ansatz machen 

( 10 ) u {jyzi) =- xj) {ocyz) 

Wegen des de Drogliesclien Postulates in d(u Form {2. 27) lolgt aus ('.• 
unmitti'lbar, 1x7 Forlludmng des Zeitfaktors; ^ 

(11) zl y) + (IP - 1') f = 0. 


also genau die Wi'llengh'ichung (3) des Falles A. [Auf das Vorzeichen von 
iin Ansatz (10) werden wir sogleich zuriickkomiiK'n. | 

Wenn wir den Übergang von C zu A, d. li. von der raiim-zeithclu'i 
u-Gleichung (3) zu der riiumhchen yi-Gleichung (11) Zusammenhalten mi 
dem Übergang in §1 von der optiscluai raum-zeitlichen a-Oleichung (1 . s 
zu der räumlichen i/’- Gleichung (l.b), so bemerken wir folgenden Untei 
schual: Unsere jetzige Gl. (b) ist nicht vom Typus der Schwingung- 
gleichung (1. 3), sondern vom Typ der ,,Diffus]onsgleichung“. Nicht di 
,,Deschleunigung“ d^Kjdf^, sondern du' ,,(»eschwindigkeit“ dujdt giht r 
sie ein. Allerdings handelt es sich dabei um eine Diffusion mit imaginärer 
,, Diffusions-Koeffizienten“ und daher nicht um ein exponentiidles Ali 
klingen m der Zeit, wie es sonst für die Diffusions-Erscheinungen charat 
teristisch ist, sondern um ein zeitlich periodisches Verhalten, wie wir es in (10 
angesel-zt hatten. Man kann umgekehrt bemerken, daß eine Schwingung- 
gleichung mit imaginärer Fortpflanzung ein zeitliches Abklingen bedingen 
also dem Diffusions-Charakter entsprechen wurde. 


D. Die Kräfte haben kein Potential, der Energiesatz gilt nich 
innerhalb des Systems 

Unter dcu ersten Aussage der Überschrift verstehen wir, daß wie in / 
zu etwaigen l’oteiitialkräften elektrischen Ursprungs magnetische Wirkunget 
hmzutreten sollen, die durch ein Vektorpotential gegeben wird. Die zweit' 
Aussage nötigt uns, wie m C eine zeitabhängige Wellenfunktion u und enü 
zeitabhängige Differentialgleichmig zu betrachten. Wir erhalten du^» 
Differentialgleichung unmittelbar aus (7) und (8), wenn wir für H di'i 
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usdriK-k (4 c) bennizen. So entsteht zunächst in besonders u])ersi(4itlicher 


chreilwei^e; 

M (Asrad - -91) + r + j« = 0. 

\im\i '■ / » ÖC 

der AiiMTcliiiung ist Zusatz 3, GL (8) zu t)erucksichtigen. Es entstellt : 

0 /,ä + dl 

2 e 2 vt '( d 'U 

+ ,/„-(^‘’“rad»)+ ,, ^,=0. 

r hat das (ilied mit f>l jdi (wi'gen des Nemiers me- = Tiuheenergie des 
ektrons) in einer inclit-rela4ivistis(dien Theorie eigentlich keine ])as(dns- 
(rhliguiig. Labt man dieses sowie das Glied mii [vgl. den Übergang 
n (5) /n fea)] fort, so wird einfacher 


2 w , . 


2 i c 2 i m d u 

;„.('««^ad")+ , „=o. 


kann diese (4leichnng als Sujierjiositieii dt-r benbai (ihn (oa) und (9) 


Ekt ist eine Lemerkung am Llatze über das Vorziaclimi der niiagmuren 
idi('i) in den \ (»rangeliendeii Glt'ichiingi'in J)h‘S('s \ orziaclaai ist natiir- 
nial.i ])rinzi])iel] unb(‘s1imnit. AVir haften z. B. beim IduTgange von C 
A statt d('r rechtiai Si'ite \on (10) schreilu'n koniK'ii: 

11 ) 7/ ^ (.7 ?/:) c ' ""b 

nn aber mlls^en wir auch in den Dillb'rent latioiis-Syni bolen 
und (2) das Vorzeichmi c on i unikidiren, diese also ersidzen durch 

h () , ^ // ( ) 

) •'= 7 öl Tö,,- 

durch kidirt sudi ersichtlich in (9) das ^’orzelchen d(‘s Gliedes mit dvjdi 
und wir erhalten nunmehr mit dem 7 \nsatz (10a) dieselbe -i/i-Gleichung 
). wie vorher mit dem Ansatz (10). 

Dasselbe wie aou (9) gilt \on der allgenieineriMi Gl. (12): Bei Benutzung 
])il'lVrentiations-Symbol(' (8a) und (2a) statt (8) und (2) geht (12b) 
er in die zu (12b) konjugierte' Gleichung, in der wir als abhängige 
nable v statt // schrei beui wollen: 

, ^ 2/// 2 7c ^ ^ 2'/?//. dü 

c) bl?’ — ^ T?’-f , (2Igrad?’)— , ~ = 0. 

7r hv n di 

ir werden ini nächsten Paragraphen sehen, daß diese konjugierte Gleichung 
it der ursprünglichen in einem engen analytischen Zusannnenhange steht 


P'iiifiihrimg in die Wellenniechanik 


1. G. 1 . 


4G 


und daß all(‘ physikalischen Schlüsse, die wir aus einer der beiden Wellen 
gleichungen ziehen können, auch aus der anderen folgen. Worauf es bei 
diesen ‘Schlüssen ankoinnit, ist nicht die einzelne Wellengleichung oder de* 
einzelne Wellenfunktion, sondern das Gleichungspaar (12b, c) und da. 
Funktioni'npaar {u, r). 


E. Mehrere Massenteilchen ini Potentialfeld 


Bei der Behandlung mehrerer Mashonteilchen beschranken wir un. 
zunächst auf den einfaidisten, unter A. betrachteten Fall, wo also die auf die 
Teilclien oder zwischen den Teilchen wirkenden Kräfte aus einer potentiellen 
Energie abgeleitet werden können und wo daher «der Energiesatz gilt. Wir 
numerieren die Teilchen durch den Tiuh^xa (Masse Koordinaten z„, 

Impuls Die potentielle Energie hängt mi allgemeinen von allen , .. 
ab, ^\as wir durch V F {x^. . . . . .) andeuten. Der Ausdruck (1) tur 

die H amiltoimclu' Funktion ist dann zu ersetzen durch 


fi= 5 


p« 

2w^ 


V (x, ... x„ . ..I 


Wir übernehmen di'ii Operator (8) und wenden ihn aiil eine Funktion au, 
die jetzt, von sämtlichen Koordinaten x,^, abliangt. E> entsteht 

( 18 ) 2 2I1, + /? "" **■ 

Der Index a bei M bedeutet, ersichtlich, daß dvT Differential-Parameter in 
den rechtwinkligen Koordinaten de> ati'U Massenjumktt's zu 

bilden ist. 

Der Dbergaiig \ Oll di(‘sem ♦‘iniachsten Falle zu diai mit B, C\ D analogen 
Fallen geschieht nach den dort i-nt wickelt tai formalen Eegeln. Man erhall 
z. E. im allgemeinsten Falle D bei mehreren Teilchen (Elektronen und 
Ki'rne) mit ('ventuell versclnediaien Ladungen c,, ^tatt (12b). 


5.2™ 


fl <‘711., 




§7 

Die Kontinuitätsgleichung. Strom und Dichte. 

Normierung und Orthogonalität 

Statmti^che Deutung der Welhmfunkt ion 

Wir gelani von der Differentialgleichung für u aus, wobei wir un^ dnr 
kürzeren Ausdrucksweiso wegen auf ein Massenteilchen beschränktn 
wollen. Es gilt dann fO.ba) oder (6. 12 a), je nachdem nur solche Kräfte wirken. 
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.,u I’otential V haben oder auch Kräfte inagnetiscl.en Ursprungs die 
..„„..n Vek orpotenfa 91 hervorgeheu. Beidemal handelt es sich’ um 
..inr bneare Differentialgleichung, die wir abkurzend schreiben ’ 

L (u) = 0. 

M O.igen nach der adjungierton Differentialgleichung 

M (r) =- 0. 

Zu, Dciinition derselben dient der Greenscbe Satz, der bekanntlicl, für 
vL{v) -)/ A/ (),)=.- jhv.S'. 

> i'-l ein Quadrujiel v,,n K()ni|>cinenten ,S’ “-,S' ,S' S' v a ■ . ai 

ueniiün. ^ wir ,,btro- 

J>ie Bezeiclinuiig Div deutet au, daj.l .sich die recht<^ Soitt. . 

»-.--L";::;“” 


-I.,, 


DivS'^-. , 

_ r 


^>^' 1 , fBS . ds 


dx () 1/ d: 


+ 


di 


In r/ i . dir Mtblrouiuug S ontiipliTiif'ii 

L{u} = + (91 grad , < 5 «, 


2 VI d p 

h ^ ^ - /Tr 


2 VI a jr 


XZJgtn' ”" ..r di, .,id,„te„ 

IvAii = uA V + div (t, grad v — n grad r), 

r ( 9 [grad u) = - „ (9| „) _ „ 
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und erhalten 

vL{y) ~ 'u(^Av - ot ~ + iß (?l grad v) — y v -f i {ö -j- ß div 

-f div (ü grad u — u grad v — 'i ß ii v o(. {u r). 

Der Verglcucli mit (!) zeigt, wie wir den adjungierten DifferentialauRdniek M 
und die Strömung S zu wählen haben : 

(4) M (v) ~ J r — 1 a ~ + i ß grad v) — y u -j- ! {ö + ß div ‘JI) v, 

J ^1, 2 . 3 “ ~ ß 

( S^-IOL'UV 

In (4) läßt sich das letzte Olied noch \ erein lachen. Nach Zusatz 3, Gl, (8), ist 

du ^ ^ , also /?div9l — - / g ^ 

(>(■ dl Ti r d f 

anderers('its war 

, 1 9'’ 

dl ’ 

dalu'r wird 

d+ß>h.%.- - ^ -d. 

Statt (1) können wir also auch schr(*ih(‘n: 

(5) M (/■) Je— /' a + 1 ß ClI grad e) — yv—tö r. 

Der Vergleich M>n (5) und (2) lehrt nun: Der zu L adjun gierte 
Differential-Ausdruck ist der konjugierte: er entsteht aus jenem durcli 
Omkehr des Vorzeichens \on i. ])aher ist unter den Losungen der adjuii- 
gierten Gliachung M (r) —0 jedenfalls die konjugierte zu der gerade 
hetraciiteten Losung?/ diT ursprünglichen GleichungL (?/) ~ 0 enthalten. 

(öa) u ” 

Lur die Strömung S ergibt, sich bei dieser Wahl von v nach (5 a) 

2 j “ u* grad u — u grad ?vA — ißvu"^ 21, 

1 -- 1 onni*. 

Aus dimensionellen Gründen ziehen wir aus dieser vierkomponentigcn 
Größe den Faktor 


2 irn 
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jicrau^ und fassen darauf die drei ersten Koinponenten zu einem drei- 


duneusionalen Vektor ') zusammen; für die vierte Komponente fuhren 
wii die Bezeichnung g ein. Wir schreiben also 




2 i VI , , 


ih (?) 


uiul entnehmen aus (6) mit Eucksiclit auf die Bedeutung von ß, Gl. (2): 

(■**// e 

y — n • grad ?/. grad //*) — • nv*% 

(7) • ZI 771 771 c 

I ^ — 7y 71*. 

Wir nennen g die Dichte, ] den Strom (genauer gesagt „Teilcliendichte“ 
und ..Teilclienstrom“). Diese Größen g und ] sind es, die wir — mehr oder 
II linder direkt — mit der Rrfahrung vergleichen körmen. Sie hängen in 
-yiiiiiietrisclier Weise von u und u* ab. ]^]s bestätigt sich also, was wir im 
Aimhluß an (G. 1‘2c) sagten: Daß nicht die einzelne Wellenfunktion ii 
Mildern das Funktionenpaar 7i,v ---u* physikalisch maßgebend ist und 
(lal’i erst die zueinander adjungierten Differential-Ausdrucke L ( 71 ) 
1111(1 (v) zusammen das physikalische Geschehen bestimmen, wobei e> 

yhicligultig ist, von welchem der beiden Differentialausdrucke man aus- 
yclil Damiii ist- die im \ origen Faragraphen aufgetretene Zweideutigkeit, 
die in dem Vorzeichen von j 7 lag, beseitigt. 

Als Frobe aui die Stromdefinition in (7) berechnen wir für die ebene 


d(']) zugehörigen Strom in dcT a‘-Bich1ung (die ?/- und r-Bichtung nt »trum- 
hvi. % ist gleich Null zu setztui). Man erhalt: 


(T.i) 


g -- 7i7i* -* 

und 




.du 

du* 

(7i)i 

71* - 

u ==:: 2 1 /. , 


Ö X 

ÖX 


li I lA aber nach der de Broglieschen Gleichung der Impuls der zugehörigen 
V.irlikel-Bewegung, also /yk/ra die Geschwindigkeit. Wenn, wie hier ge- 
glichen, die Amplitude der ebenen Welle und damit die Dichte gleich 1 
wird, ist der Teilchenstrom identisch mit der Geschwindig- 
V'ii des Teilchens, wie ('s sein muß. 

Nachdem wir u und v 71 * als Losungen von L = 0 bzw. M = 0 ge- 
^^ahli haben, besteht wegen (1) für S die Kontinuitätsgleichung 

J)iv.S---0. 


iiimK'rfcld, Atombau Jl. 


4 
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Daraus folg! in unsorer jeizigeii Eezoicliiiung: 

1 ^ ^^0 A 

(H) iliv; + ^- --= 0; 

->■ 

die Du'liU' Q ainh'rt sich nur in dian Arahc, ah sic von dem SDom ) zu- oder 
al)g(dulirl wird, in voller Dherein^lininiung mit der ConI mmta.tsgU'icliung 
der Hydrodynamik 

dp 

dn ((iii) -f =0, 

in der q die Masseiidielitv, po die lm]mls<lichte oder den iilassiai^trom 
bedi'utet. Durch ^rulti])hkation mit. der Elekirongnladiing e erlialien wii 
aus unserer IVilchendichii' q und unsen'm TeiJclKUistrom ) du' Tjadungs- 
dichte (‘p und den s]K*zifischen Laduiigsstrom cp welcla^ also miter- 
einand(T ehenialls durch die Kontinuitatsgli'ichung (8) Aerbundeii sind 
.letzt integrieren war (8) über (hai ganzen Kaum. Mit dr als YoIuukmi- 
elemenl. ergibt sicii zunächst 

[ (In ') (I T -- I i„ d Cf -- - 0. 

sofern ] auf der im UiH'iidlidK'n zu denki'iidiai Ih^greiizung n M^rsclnvmdi't , 
was wir im allgtuneineii anneliiuen diirtiai. Daraulhm sclilu'l.k'ii wir aus (8) 
auf: 

(9) |ndT - 0, jfidr =r Const, 

d, h. unabhängig ^ on /. Es lu'gt im Sinne unserer Dtuitung ,,T(‘ilc]i(‘ii- 
dicbte“, wimn wir du* Konstante gltacb 1 wählen, da wir es hier mit ('inem 
Teilcbeii zu tun haben und die inti'gru'rte Teilclaai d i cb t (' gleich der IVilclaai- 
zahl si'iii muß. 

Wir viu'langeii also 

d.i. mit KiK'ksicht auf (7) 

( 10 ) \uu*(lr-=]. 

Dies ist die Norm lerungs-Kedingung für die M’ellenfunktion u bzw'. 
ilire adjunguTte r v*. Wir sagtai kurz: Di(‘ Wellenfunktion ward durch 
die Bedingung (10) ,,auf Ihns normiert.“. Da u und r urs})runghch durch 
eine homogene lineare Differentialgleichung di'liniert wuinui, blieb m ihnen 
je eine multi])hkative Konstante C zunächst unbestimmt. Setzen wir 

( 11 ) N=-\C\, 

so wird der absolut(' Betrag N durch (10) festgelegt, w^ährend die Phase y 
auch nach (10) unbestimmt bleibt. Gl. (9) vi^rburgt, wie Schrödinget 
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l)('l()]ii . r(‘rsist.oi]z dor Nonnieruiig. Ist die A\ ellenfuuktioii v fiir irgend- 
(Miu'ii Z(‘i1punkti auf 1 iioriuiert., so bleibt sie es für alle Zeiten. Das ist not- 
wendig, main anders nns('re Auffassung ^ on Tiulclienzalil bzw. Lndung 
sein soll. 

Alelir laßt sieb aussa.gi'ii, wiaiii die Energie konstant isl . Fall A und ]> 
^(1 Dann wird du* Zeitabliangigkiat ex])onentiell und wir können von 
d(Mi Jbgoiiwi'rten der Eiu'rgie und diai Ibgenfunkt loneii spreidien (rauni- 
y,,illicli(‘ Ib-E. i(, räuinli(die E.-F. -»/>). Adr selziai alinli(di wie in (ß. 10) 

'// ~ ", //^ =_ jyi,, e " , 


(Id) 



ii; 

h ’ 


ANoln'i Wir diircli di'ti Index u andeiitiai, daß wir irgeiidi'ine iK'sliiiinite 
KiHridiiiikl lon ausg('\\,ddt dc'nken. \us (11) und (12) f(dgt für IDgen- 
I iiii 1\ 1 1 eiK'ii die raiindiidK^ N orniK'i ung^-Ded i ng iiug 

(Id) 1 i/t =- 1. 

lA zwingt uns abiu’ nudits dazu, in dem Ansatz (12) die Idgiaiwerie 
\()ii u und //* als gleich anzunelinuai. In der Tal bezog sudi uiisen* Kon- 
iin iidal^glei(diung (S) auf 11 gi'iid zwei IjoMingmi //, r dvr Ein. L (ti) — 0, 
1/ (/) 0 Wir können also den Ansatz (12) abaiidi'rn in 

/ H =:z e ' f , r e ^ ' '"m ' , 

(1-1) Hg, II „ 

po„=--^-, o,,„= . 

Fk' Di'lmition \()n Strom und Dichte m ( 7 ) gehl dalx'i ulx'r m 


(1.-) 


- \J' (v’A''"' w« - vC) 

1 2 i nt 


fn fm 




2m n --- W>, Wi 




A\ ir kennen Erotlen ni'iinen: kombiiiK'rt (oi Strom und kombi« 

11 K'i t e Dich te der heulen Eigenzustande n und /// odc'r aiudi Eht'rgangs- 
^tiniii und ii bergaiigsdi cht e zoviscIkui di'ii biudiai Zustand('iD). Auch 
hii dies(' Eroßen gilt EI. (H) in der Form 

("■'1 ’ + = 0. 

E I)io Dezeudinuiigeu Diagonal- bzw. Ni(‘lit-D]agoiia I-IEement e der 
"^''"111- und ] )icli t c - M a t r 1 X werden wir m Kap. III begründen. 


4 
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Einfiihniiig in clie Wellenmpc^hanik 


1. 7. 21 


Daraus folgt wie in Gl. (9): 



Da nach Voraussetzung 4" können wir durch ~ dividieren 
und erkennen, daß jetzt in der zweiten Gl. (9) Const ~ 0 sein muß. 

Wir haben also: 

(18) j = 0. 

Dies ist die Orthogonalitäts-Bedingung der Eigenlunktionen. Sie 
gilt für je zwei Eigenfunktionen derselben Wellengleichung, die zu zwei 
verschiedenen Eigenwerten gehören. Gibt es mehrere Eigenfunktionen, 
die zu demselben Eigenwerte gehören, Fall der Entartung, vgl. S. 88. 
so ist die Orthogonalität nicht gewährleistet, kann aber gegebenenfalls 
dennoch erreicht werden. 

Gl. (18) wurde hier aus dem allgemeinen Kontinuitatstheorem ab- 
geleitet. Wir können sie natürlich auch in mehr elementarer, Eourierschei 
Weise aus dem Greenschen Satz gewinnen: 

(19) ^ (u Ar — V J ii) dr = j (^u ^ ^ 

wo die rechte Seite beim Übergang zum Unendlichfernen als verschwindend 
angesehen werden kann. Nehmen wir den einfachsten Gleichungs-Typus 

2 »i 

A yf -{- (W -- V) f == 0, 

und wählen wir u = y)„, r = , so wird auf der linken Seite von (19j 

Au bzw. Av proportional mit (1F„— bzw. (TÜ,j“F) y)*,, und wir 
erhalten aus (19) (das Glied mit V hebt sich heraus) 

(19a) {W„ — J i T = 0, 

also, wegen 4" wieder Gl. (18). — 

Wir haben in diesem Paragraphen bisher nur von Ein-Toilchen- 
Problemen gesprochen. Wir verallgemeinern unsere Betrachtungen jetzt 
auf den Fall mehrerer Teilchen. Gehen wir dabei von dem allgemeinen. 
(Jurch (6. 14) gegebenen Differential-Ausdruck L (u) aus, so finden wir ah 
adjungierten Ausdruck M {v) wieder den zu (6. 14) konj ugiorten. Als Be- 
deutung der rechten Seite in Gl. (1) ergibt sich jetzt, wenn mTi/// vorziehen. 

(20) i)iv S = y ( 2 -I- Ji) - 

a 

( 21 ) ( " 2 ^ 

I g ~ II I. 
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])urdi den Index a bei div und grad ist angedeutet, daß sich die Differen- 
iiatiniien auf die Koordinaten des aten Teilchens beziehen sollen; 

aiieli die Zeichen e und m sind mit dem Index a versehen, da sie sich im 
iillu('iiK‘inen nicht nur auf Elektronen, sondern eventuell auch auf Kerne 
hrzu'lieii können. 

^a(‘ll (21) ist der Strom jetzt nicht mehr ein drei-dimensionaler, sondern 
,.]]] ;; //-dimensionaler Vektor: er setzt sich zusammen aus den n drei- 
diiup]]''ie)i;i]('n A ektoron 

h kt» • ' •’ 

dcjcii |(‘diT ebenso wie die AVellenlunktioneri mid die Dichte uu* von 
diai :i II Teik'lien-Koordinaten abhkngt. 

Mmeli liitegratjon der Kontinuitatsgleichung Div S' ^ () nach allen 
:i )i Kiioi diiniten entstidit aus (20) 


,ikii uvilii wir speziell r - n* machen und die .Normierung auf Eins“ 

lM‘d)eliiilh'n 

idd) [ pdr “ Const — 1 . 

Wir iit'iiiieii di'ii B u-dimeii^ionaleri Kaum der Kourdinalen den Kon- 
I iL,qirad loii^-Raum (im Gi'gensaiz zu dem 6 n-dimcaisionalen Phasen- 
laurii der Koordiiialeii und riiipulsi*). AVelhoigh^ichung. Strom und 
Diclite spielen sich im Konf igiirationsraum ab und entziehen 
^ 'ich dali(T irn allgemeinen Falle des Mehr-Teilcht'n-Problems der 
]»llyslkall^chen Anschauung. 

Es nt abi'r physikalisch evultail. daß auch beim Mehr-Teilclien-Problem 
Lilie Erhalt ungsgleichung für jedes einzelne Ttalchen bestehen muß. Wir 
Lrhalten sie nach einer von Schrödinger gegebenen Kegel, wenn wir die 
Koordinaten des fraglichen Teilchens (Index jd) festhalten und über die aller 
übrigen Teilchen oc integrieren. Aus der mehrdimensionalen Erhaltungs- 
glcicliuiig div /S -- 0 entsteht so nach (20) 

+ = 0 . 

■' Öf 


Di(‘ ha r eingefuhrten Größen Qi und jß haben die Bedeutung; 

I I uu*drfi, 


Jfi = 2 A 1 1"* ~ “*) ^ uu^^dtß, 
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ÜTß meint Integration über den Korifigurations-Kaimi unter Weglassung 
der Integration nach Bei dieser Integration reduziert sich in (20) 

die Summe mich a auf das eine Glied div.s’^^, indem alle Summanden a 4^ jS 
sich in Oberflacbenintegrale über das ünendliche verwandeln, die ver- 
schwinden. 

Niicb (23) können wir nun von einer dreidimensionalen Ladungswolke 
und Strömung bei dem einzelnen Teilchen sprechen. Wir können sie aber 
nur bi'rechnen über die mehrdimensionale W'ellengleicliung und durch 
Integration über den mehrdimensionalen Konfigm-ations-Baum. Ein 
cbarakteristisclais Bois])iel hierfür werden wir im nächsten Kapitel kennen- 
lernen (Kej)k'r-rroblem bei Mitbew(‘guiig des Kerns). — 

Erst jetzt sind wir soweil, auf da* physikalische Bedeutung der 
wellenmecbanisclien Groben eingclien zu können — und auch das 
nur in vorläufigiT Weise, da eiiuui wesenthch(*n Beitrag hierzu erst, die 
Uiiscluirfe-Belation m Kap. III liefern wird. 

Sicherlich kann die Wellenmechanik an der Tatsache nichts ändern, 
daß das Elektron eine auf kleinsten Baum konzentrierte Ladung ist. Die 
kontinuierliche Dichte p der wellenmechanischen Laduiigswolke und der 
kontinuierlich verteilte wellenmechanische Strom ') scheint dem zu wider- 
sjirechen. Der AWderspruch verschwindet bei statistischer Deutung 
der Wellenmechanik, wie sie zuerst von kl.lloriD) gegebc'n wurde: 
Die Wh'llenfunktion u(xyzi) im Ein-Elektronen-rroblem soll die Wahr- 
scheinlichkeit bestimmen, mit der das Elektron am Orte xyz zur 
Zeit i all ge troffen wird. Genauer gesagt: Diese Wahrscheinlich- 
keit soll, für den Koordinaten-S])ielraum dr, gegeben sein durch 
die reelle Große 

t( ti*dT. 

Damit gewinnt die Normlerung^-Bedmgung (0. IG) 

j a n* dr — 1 

einen wahrsch(‘mhchkeits-theoretischen Sinn: Es besteht Gewißheit, 
^as Elektron an irgendeiner Stidle des Baumes zu linden. 

Die Statist isclie Deutung erstreckt sich auch auf den Strom AVenn 
wir sagen, daß m einem Baumelement dr ein Strom jy. fließe, so meinen 
wir nicht, daß die durch die Querschnitts-Einheit in der Zeiteinheit gehende 
Teilchenzahl gleich 'jy. sei, sondern daß der wahrscheinliche oder Er- 
wartungs-Wert dieser Teilcbenzahl durch gegeheii wird. In Kap. III 
werden wir eine allgemeine Begel kennenlernen, um nicht nur für den 

D M Born, Zcitschr. f Bhys 38, 803 (1926); 40, 1G7 (1927). 
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Stroiiii sondern auch für beliehigo andere beobachtbare Äußerungen eines 
wellt'niuecbaniscben Systems „Erwartungswerte“ zu l)erecbnon. 

])ashen)e gilt im Falle mehrerer Teilchen. Dann ist die Wahrscbein- 
liclikcjt, das System der n Teilchen an einer Stelle des Konfigurations- 
raiiiiie^ innerhalb des 8 w-dimensionalen Spielraumes dr vorzufinden, 
gegeben durch 

nii’^dr, 

II \()ii / und von den 3 n Raum -Koordinaten . . . abhangt. Wieder 

]^t ,ln' A\ ahrsclieinlichkeit, daß sich das System irgendwo im 
1\ Hii I igura t ionsraum befindet, gleich Eins:. 

(ii5) \vv*(lr=-'i. 

Wahrend so die quadratische und reelle Große nu* bzw. bei Eigen- 
iiiiiktioiKaj ff* als das jihy si k al i sehe Element der WVllenmeclianik 
(i>(lu‘int. ist ihr analytisches Element die lineare und im all- 
L'i'iii(‘inen komplexe Große 

u bzw. f 

sclhq. Sie ist durch die lineare Differentialgleichung der Wellen- 
nicclianik bestimmt und muß ermittelt weuden, bevor man Wahrscheinlich- 
kiitsTJetraclitungen anstellen kann. i\ran nennt ?/ odiT Wahrschein- 
liclikeits-Am})litud('. Aus ihr wird die Wahrscheinlichkeit selbst wie 
ciiu' ojitisctie Intensität als „Norm“ der Amphtude berechnet und der 
I'lruart.ungswert des Stromes wie ein ()])tischer Energiestrom. 

Die Verhältnisse liegiui hier almlich wie in der Theorie des elektro- 
iiiiignetischen Feldes: Die physikalischen Größen, die k'tzten Endes elektro- 
magiielisch beobachtet werden, sind die Komponenten des Energie- 
S])iinnungs-Tensors, also zunächst quadratische Funktionen der Feld- 
starken. Einfache Differentialgleichungen, nämlich die M axw eil sehen, 
gehen aber nicht für diese, sondern fur ihre Linea rfaktoren, die Feld- 
starkim Man kann die Feldstärken als inatbematisclie Hilfsgroßi'H zur 
Lereehnung der eigentlichen physikalischen eiiergi'tiscli-dynamischen De- 
zi e] jungen auffasseiD). 

liii nächsten Kapitel werden wir die wellenmecliamsche Ladungswolke 
vergleichen mit den diskretem Kejiler-Bahnen der alteren Theorie und 
werden erstere als statistisches Mittel der letzteren beschreiben. Allerdings 
isi du'ses Mittel nicht in gewöhnlicher Weise zu nehmen. In der Wellen- 
oieehamk ergibt sich nämlich noch weit außerhalb des Gebietes der früheren 
Lalmen eine endliche, wenn auch kleine Ladungsdichte, also in Gebieten, 


') Ähnlich äußert sich Schrödinger in den S. 8 zitierten Vorträgen. 
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WO die gewöhnliche Statistik den Wert Null liefern würde. Es handelt sich 
also um eine neuartige Statistik, welche zwar verwandt, aber nicht identisch 
ist mit der gewöhnlichen Statistik der klassisch-mechanischen Bahnen. 

Schließlich können wir mit Hilfe dieser Auffassungen unsere Be- 
hauptung von S. 12 begründen, daß in der Zeitabhängigkeit der Eigen- 
funktionen die de Brogliesche ‘Definition der Schwingungszahl hv ~ E, 
Gl. (2. 7) nur bestimmt ist bis auf eine willkürliche Konstante, daß sie also 
beispielsweise ersetzt werden kann durch hv ~W ^ E — Eq, Gl. (2.27). 

In der Tat hängen Strom und Dichte in Gl. (15) nur von der 
Schwingungszahl -Differenz des Anfangs- und Endzustandes ab, sind also 
von deren absoluter Normierung unabhängig. Da*ß die Wellenfunktionen 
einzeln genommen in ihrer Zeitabhängigkeit von der Wahl der Frequenz 
abhängen, ist ohne Bedeutung. Denn wir haben diese als Eechnungs- 
größeii anzuselien, die dazu dienen, die allein physikalisch beobachtbare 
Statistik der Elektronen (allgemeiner gesagt, der Partikeln) zu ermitteln. 


§Ö 

Matrix-Elemente der Koordinaten und Methode des Vektor-Potentials. 
Dipol- und Quadrupol-Strahlung 

Wir haben im vorstehenden die Dichte-Verteilung q in der Ladungh- 
wolke des Elektrons definiert und können von da aus mit Schrödinger 
das Moment dieser Verteilung in bezug auf die Koordinate q (q ~ x, y, z) 
berechnen. Zu dem Zwecke multiplizieren wir jedes Element oclr mit dem 
H(‘belarm q und integrieren über alle dr. Es entsteht: 

(1) ~ j* 

*■ 

Wir definieren auf diese Weise einen Vektor M mit den rechtwinkhg('n 
Komponenten M^, My, M^. 

Mit e multipliziert, bedeutet M das elektrische Moment, z. B. für 
*q ~ X die x- Komponente des elektrischen Moments unserer Ladungs- 
verteilung. Nun werden bekanntliclG) Größe und Polarisation der 

D Wir erinnern an Bd. L S. 2i\, Gin, (1) bis (3). Pur eine punktförmig 
konzentrierte Ladung ist e*a: das elektrische Moment in der a:-Riohturig, also 6 vr 
die zweite Ableitung dieses Momentes nach der Zeit. Die dortige Gl. (2) be- 
sagt also 

e» Mx 
4 7t * 


(I) 
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Ausstrahlung nach Heinrich Hertz elektrodynamisch berechnet durch 
dir zweite zeitliche Ableitung des elektrischen Moments eM. Wir erhalten 
r!-() aus (1) Aufschluß über die Lichtemission der Atome und Moleküle. 

Ebenso wie bei der Dichte im vorigen Paragraphen werden wir nicht 
,,iiT von dem Moment eines Zustandes, sondern von dem kombinierten 
;\{,,iiirnt zweier Zustände, insbesondere zweier Eigenfunktionen 
.preclieii. Wir deuten das an, indem wir schreiben, vgl. (7.15): 

,0| = ^qQnindr = jqy}„ yC d r ■ e . 

In der Eegel werden wir für die liier eingefuhrte Große M die abstrakte 
].. Zeichnung ,, Matrixelement“ bevorzugen vor der anschaulicheren Be- 
Zi icliiiung ,, elektrisches Moment“, ln der Tat ist diese Anschaulichkeit 
nur M-hembar und nur in dem Falle n -- vi vorhanden, wo sich beide Funk- 
iioiien fri denselben Zustand beziehen. Der Grund für die 

r, ('Zeichnung ,,Matrixelenieijt“ wird sich in Kaj». III, §4, ergeben. 

Wir betrachten zunächst den einzelnen Zustand, indem wir m—n 
.( tzcii. Dichte p und Moment M sind in diesem Phille zdtlich konstant und 
die Ausstrahlung (als zwdti' zt'itliche Ableitung von M) wird Null. Die 
Ijij'enzustände (die stationären Bahnen der alten Theorie) sind 
nm von Ausstrahlung. 

Sodann betrachten ‘wir den tlbergang n:^m. Dichte und Mo- 
iiu'tit sind dann periodisch variabel. Die Schwmgungszahl des 

Ajdinentes und daher auch die der Ausstrahlung wird nach (2): 

— OD,n -^n ~ 

" 2.*^ " h 

llior haben wir die Bohrsche Frequenz-Bedingung vor uns, Vielehe 
'i'iiut (vgl. den Anfang von § 1) ebenso wie die Quanten-Bedingung in die 
W clleniriechanik eingeordnet erscheint. Es ist nicht unsere Meinung, daß wir 
111 dieser Weise eine Ableitung der Frequenz-Bedingung, etw^a auf klassischer 
• oiindlage, gegeben haben. Denn wir haben >ie im Grunde durch den 
de Broglieschen Ansatz (2.9) bereits in unsere Annahme über die Zeit- 
ilhängigkeit des einzelnen Zustandes hinoingesteckt. Aber es ist wichtig, 

dl die Komponente \ on M senkrecht zur Richtung der Ausstrahlung 6 ist ; 
bcuso besagt Gl. (3) daselbst bezüglich der Gesamt stralilung <3^ (Überstreichung 
'^'deutet Zeltmittel | | Übergang zum Betrage des Vektors): 

II, s-IS'W- 

a dieser Form gelten die Gin. (I) und (II) nicht nur für eine punktförmige, 
"iidern auch für eine beliebig verteilte Ladung, wie sie im Text vorausgesetzt 

viul 
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daß wir nun ein der klassinchen Theorie nachgebildetes Eechenschemti 
haben, lun die Einzelheiten der Ausstrahlung, ihre Eolarisatitin und Inten- 
sität, beurteilen zu koimen. Wir schließen nänibch aus (2) : 

Wenn hir gewisse Zahlen n und m und für eine gewisse Koordi- 
naten-Eichtung, z. B. g = .r, verschwindet, so haben wir eine Polarisa- 
tions-Eegel: Der Übergang n~^m liefert keine Strahlung, die einer 
Schwingung in der ic-Eichtung entspricht. 

Wemi bei gegebenem v, m für jedes q= x, y, z verschwindet, 

so ist der tibergang n schlechtweg strahlungslos. Wir interpretieren 
dies dahin, daß er verboten ist^). Dies liefert uns eine Auswahlregel 
Weim Aüfj« verschieden ist, so erhalten wir nach Anm. 1 

von S. 50 aus ^-hi Intensitäts-Maß für den betreffenden 

tlbergang und die betrtdfende Eolarisations-Eichtung. 

Zur genaueren Definition dies(‘s Intensitäts-Maßes ist- folgendes zu 
bemerken: Zum übcTgang nz^ni giäiort, nicht nur das in (2) dargestellte 
Matrixelement, sondern auch das damit gleichberechtigti^ 

= j qy)„ f* (Jt (r 

für das wir ersichtlich auch schreiben können. Es gilt filso 

( 4 ) Knn \^h,n,\=^ Wnivl 

Wir können dies auch so ausdrucki'n, daß wir im Anschluß an Kaj). III, § 5, 
sagen: Die bilden eine Hermitesche Matrix. 

Das gesamte elektrische Moment des tlbergangs werden wir daraufhin 
als reelle (iroße folgendeniiaßen definieren: 

(5) M = M„,„ + M„„ =-. jq f„ y,*„ (h <.~ -f Coiij. 

Dieses M ist also nicht der reelle Teil, sondern das Doppelte des reellen 
Teik's von 

Gl. (5) gilt für den Übergang zwischen zwei verschiedenen Zu- 
ständen Handelt es sich um das elektrische ]\Ioment des einzelnen 

Zustandes, so gibt es nur ein zugehöriges Matrixelement welche> 

von vornherein reell ist und dargostellt wird durch: 

.(•'> a) M ‘-= „ =r I (f dt. 

Aus (5) und (5 a) folgt als Zeitmittel des Quadrats von M (man beachte, 
daß beim Quadrieren von (5) die Quadrate von und im Zeitmittcl 
verschwinden, so daß nur das doppelte Produkt ubrigbleibt) : 

/p-. Tf2 _ | m 1 ^ • • 

^ l = 

D Genauer gesagt, als ,,i)iiJolstrahlung“ verboten ist. Vgl. hierzu den 
Schluß dieses Paragraphen. 
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])n sicli ™ den reellen Faktor — (e)„ — co,,,)^ unter- 

.fheidet, haben Mir gleichzeitig 

' 7.^ i2 I ^ I il/„ m, 

(hl) 'd/'i = I 

! 0 ... lur n = nt wegen ce„ = a),„. 

i)le^ soll, nach dem in Anra. 1 von 8.50 Genagten, di(‘ Präzisierung 
unseres oben hereats angedeuteten Intensitäts-Maßes 1‘ur den t'lx'rgang 
'»i' 8ein. Die zweite Zeile von (6a) entspricht dabei der sclion betonten 
p;ii Sache, daß die Ausslrablung im stationären Zustand n — jji verschwindet. 

Auch bei der Didracbtung entarteter Zustände (Zustände von 
^riiK'liein Ibgenwert, ulsoo)^ =e>,„, aber von verschiedenen Figenfimktionen 
'(/',! i' V’m) (5) zu übernehmen, also auch der Faktor 2 in der ersten 

(11 (6) beizubelialten. 

Im folgenden Paragrapben wmrdeii wir auf dem liitT skizzierten Wege 
(li(‘ :Vusw’a bl regeln für den Oscillator und Potator ableiten, die sich dann 
1111 nächsten Kapitel auf die Herimi- und T>andens})ektren übertragen und 
(las wichtigste Ordnungs-Prinzi}) für diese Spektren lielern wauden; des- 
nldclH'ii w’erdeii wir die Intensitäten d('r nach den Auswablregeln erlaubten 
1 lii'igaiige berechiU'ii. 

\A'ir haben bisher nur von Eigenfunktionen, also ^on Zustanden 
vpoiientieller ZAtabhängigkcat gesproclu'ii. Unsere Definitioncai übertragen 
ich von da aus auch auf Wellenfunktionen von allgemeiner Zeitabhängig- 
mit . Seien u und V zwei solche Funktionen, so defiiiK'ren wir als elektrisches 
iIouKuit des t’berganges n U nacli (5) 

7) M - (’ j^/'ar'*dT -\~ (1)11). 

111(1 als elektrisches MoUK'iit des Zustandes it stibst : 


alle ('inpfehleiiswerte Schrei liw’eise des ]\fatrixe]enients ist die von Dirac 
ergeschlagene 

'!») (?/p lUy, ■ • • I 7 I "G’ • • •)• 

1,7(2 Sind Parameter ( ()uaiitenzahlen). die den einen Zustand charak- 
tisieren, w j, tUg, • • • solche, die zum anderen Zustand gehören. Statt q 
ird es bei einem Mehrelektronenjirobleni heißen 2^«» w'obei dann die Inte- 
'iition sich nicht wie bisher über den Baum von drei Dimensionen, sondern 
' vi' den Konfigurationsraum von 8 /-Dimensionen (bei / Teilchen) erstrecken 
11(1. Die Schreibweise (7 b) omjifiehlt sich besonders deshalb, weil man 
'Ik'u dem Matrixelement der Koordinate q auch das anderer Größen 
v'schwmdigkeit, Impuls usw.) benötigt, w'as sich in (7 b) bequem zum 
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Ausdruck bringen läßt. Auch zu (7 b) hat man den konjugierten Ausdruck 
hinzuzufügen. Wegen näherer Ausführungen vgl. Kap. III, § 4. — 

Wir wollen jetzt die Methode der Matrixelemente verallgemeinern zu 
einer ,, Methode der elektrodynamischen Potentiale“. Wir verweisen 
bezüglich der vierdimensionalen Definition dieser Potentiale auf Zusatz ä, 
Gin. (8) bis (10). Hier geben wir die übliche Darstellung für skalares und 
Vektor-Potential; 


In Tpq bedeutet P den Aufpunkt mit den Koordinaten XYZ zur Beob- 
achtungszeit T, Qdcn Integrationspunkt mit den Koordinaten xyz im 
,, retardierten“ Zeitpunkt 


diese Ketardierung besagt bekarmtlich, daß sich die Wirkung von Q nach P 
mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzt. 

Aus (8) bestimmt sich das Feld (£,§ der Ausstrahlung durch Bildung 
der ,,vierdimensionalen liotation“, vgl. Zusatz C, Gl. (12) und ff., oder drei- 
dimensional geschrieben durch 

(10) — grad (p - - -- ijl, § — rot 


hier beziehen sich die Differentiationen olfenbar auf die Koordinaten XY ZT 
des Auf Punktes P. 

In (8) setzen wir für die Dichte q und die Stromdiclite pt) ihre wellen- 
mechanischen Werte und aus (7.15) ein, nämlich 

(10 a) o,„ „ = - ^ ^ 

Q und ] bedeuten die zeitunabhängigen Bestandteile, z. B.^) q ~ 

In dem Zcitfaktor bedeutet v die Schwingungszahl der Ausstrahlung beim 
Übergang 7n:Y^n, nämlich 

. ^ h 

Die Einfachheit der Zeitabhängigkeit in den Gin. (10) bedingt eine Verein- 
fachung der wellenmechanischen Rechnungen mit Eigenfunktionen gegen- 
über den entsprechenden Reclmungen der klassischen Elektrodynamik, wo 
diese Zeitabhängigkeit im allgemeinen eine kompliziertere (nicht exponen- 
tielle) sein wird. Die Einfachheit wird noch dadurch vermehrt, daß wir uns 


D Der Faktor c ib 1 hinzuzufugen, weil o in (8) die elektrische Dichte, 
nicht die Teilcheii-Diclüe bedeutet; ebenso bei j. 
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nur für einen unendlich fernen Aiifpunkl P(ZYZ)->oo interessieren. 

1 0 ein innerhalb der Ladungswolke geeignet gewählter Anfangspunkt 
/, B. der Kern beim Atom); der Abstand OP werde mit R, der Einheits- 
M'ktor in Lichtung von OP mit n liezeichnet, vgl. Eig. 7. Ferner sei der 

Im j d(T Integration variable Abstand OQ r. Bann gilt nach Fig. 7: 

<I1) 

lind daher nach (9) 

( f = + 

11,0 ) r c 


beiDi Einsetzen von (10), (11). (Ha) in (K) entsteht 





J Iw. 


Conj. 


[li-'r haben wir den Nemier aus (8) direkt durcli R ersetzt, weil bei 
Benutzung des genaueren ertes (11) und bei Entwicklung nach negativen 
[’(it('nzen von I) da^ Zu^atzghed (rti) nur Anlaß zu einem Gliede geben 
»\iird(', das für R oo zu \ eriiachlassigen ist. 

J>i‘i Nenner ist im Gegiaisatz zu dem Ex- 

eilten ,, unempfindlich“ gegen die Eetar- (m)^ 

liiTuiig.) Ferner haben wir im SiniK' der 
du ((!), (Ga) angedeutet, daß der konjugierti' 

Oinlruck hinzuzufugen ist, der zur gleichen 
\in^1rahlungsfrequeiiz i 2 nv gehört, in der 
[‘ii niiihsen ja die elektrodynamisclKMi Boten- 
iiile ri'olle Größen werden. 

-letzt unterscheiden wir zwei Fälle: 

A. Die Ladungswolke ist iii ihren Abmessungen klein gegenüber der 
\Alenlange Z c/r der Ausstrahlung. Bas ist der Fall im sichtbaren 
huktrura A^.VlO^^cra und bei diskreten Eigenwerten (die Ladungs- 
v»Jk(' hat. dann, wk' wir im nadisten Kapitel genaiu'r auf zeigen werden, die* 
u'oßeiiordnung der Atom-Dimensionen UHcm). 

Ih Bio Ladungswolke ist vergleichbar mit der Wellenlänge der 
^ii-hrahlung. Bas ist der Fall im Bontgen- Spektrum, 

'i'd auch bei sichtbarem Licht dann, wenn beide Eigenwerte, zwischen 
'"ii'u der Übergang stattfindet, dem kontinuierlichen Spektrum an- 
Bliorcn (die Ladungswolke ist im letzteren Falle viel ausgedelmter als bei 
fiAit ten Eigenwerten, vgl. wieder das folgende Kapitel). 
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Im Falle A wird der Exponent ialfaktor unter dein Integralzeichen m 

(12) merklich gleich 1 (wegen Wir erhalten dann aus (12): 

2711 ^ (t-~) *■ 

(13) 21- .lldT-fConj. 

Wie y» m diesem flnaizfall A a,nznnahern ist, werden wir unten besprechen 
Hier wollen wir zeigen, da,ß sich 21 aut unser tniheri's Matrixelement redu- 
zieren laßf. Dabei stutzt'ii wir uns auf die Kontniiiitätsgliachiing (7.8); 
sie lautet heim Ihnsetzcai ans (10) und Ibirtheben der Zeitabhangigkeil 

(14) div 'j = 2 jT'i J'Q. 

Durch Mnltpihkation mit j und Integration über dr entsti-hl 

flo) 1 3^ (f d T — 2 TT i V [ () 3' d T. 

Das erste Glied links gehl )»ei partieller Inb^gration über in 
(loa) - { j,-dT-\-^j:)^rdydz:--~ 

da sich das Doi)])(4mtegral links auf das rneiidlich-Ferne la'zieht und in 
unserem Falle A sicher verschwindet. Elienso verschwimh'n du' Dojgiel- 
integrale, die aus dean zweibai und dritbai Glieaie' dir Dixirgiaiz bei Au^- 
fulirung der Integratjon nach y und h(r\ orgc'hen : 

^X'jydid:, ^xj.dydx. 

Gl. (le) vereinfacht sich daraufhin zu 

j jx — 2 ;t / j’ I X dl 

oder allgemeiner, mit q = x,y,z: 

(10) j ^ dr — — 2 Tiiv^ q q dr. 

Dies setzen wir in (13) ein und ziehen q mit dem Zeitfaktor c zu- 
sammen zu dem (‘^)> wobei das dortige t jetzt durch die Zeit 7 

im Aufpunkt ersetzt ist. Indem wir die Definition von aus Gl. (-) 

benutzen, (‘rhalten wir 

„ li 

, 2 TT I V — 

/..«V , e . 

(17) 'M - - +e)iij, 

C JX 

wofür wir wegen der Zeitabhängigkeit von auch schreiben können 

E 

2 71 IV — 

{17a) = - M,„ „ + Cuiij. 
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Hilden wjr aus (17 a) und der entsprechenden Gleichung für f (s. unten) 
Im 1( starken (£,§ dur eil Differentiation nach den Koordinaten XYZT, 
( ,1 (10), so erlialten wir hei abernialiger Berücksichtigung der Zeitahhängig- 
D'ii Aufdrucke, die mit „ proportional sind. Di(‘ Gln.(I) 

,,,,0 iiaiisAmn.l von S. nC werden dadurch vom wellemnechanisclien 
i. ,|iiiijkt betätigt. Hiermit ist der Zusammenhang zwischen der 
(jidde der eb'ktrodynamischen Potentiale und des Matrix- 
, III .01 1 ('S aufgi'zeigt. Wie wir sehen, beruht er auf ch'r Koniirmilais- 
, l, liiiiig (](‘r elektrischen Ladung und bestidit nur zu recht, wenn wir 
(t u lli'tardK'rungs-Faktnr in den Integrabai (12) gleich 1 sel.zen dürfen 


(ImH V). 


liii Lalle B darf (Lt .,Betardierungs-Laktor“ ex]) 



m 


OL ii.itinlicirniclit gleicdi 1 g('s(‘tzl werden: er kann aluT bei dcT Differen- 
ijitioii nach den Koordinaten XYZ d('s (uiu'ndlich fernen) Auipunktes als 
Kiiiel.mt b(diand('lt werden, trotzdem 11. \gl. Lig. 7, die Bedeutung hat 


|u (Li' d’at wurde sieb hei der Dilferenti.ition dis Betardierungsfaktors eine 
zina(zli(‘h(‘ Grobeiiordnung ergeben, die zu vi'riiachlassigen ist. Ebenso 
(i.nj der Ni'nnet 1 /A bei diu Differentiation nach A' i Z als konstant be- 
a:mde]t wi'rden, ^gl. die frühere Bi'mi'rkung bei Gl. (12). 

llieriiachbaben wir, um dasLeld(5,§ nach (10) zu erhalten, m(12)nur 
Lii aiißd’lialb d(sInt('gralzeichen^ stehendi'n l^aktori'X)) ( v(T- ]\Ic)\ 

u ditfcrentiieren. Mir findiui so 




(£•1 

§1 


2 TT '/ V C " 


1(7’- A’ 

H 



'■ i/r-hConj. 


i(‘ Ulan leicht nachrechiiet, entsprechen im Ausdruck für (£ die Glieib'r 
d (j Itzw. 'j den Gliedern — grad bzw. — ^l/c in (10). In Zusatz b werden 
t auf diese Bechiiung nochmals unter allgemeinerem Gesiehtsjmnkt 
niclvkommen. 

Wir wollen von hieraus zunächst zeigen, daß das durch (18) dargestellte 
i(l (he vom Hertz sehen Dipol her bekannten Eigenschaften besitzt 
'W $-[n(£], (19b) (n(£)-0, 

■' ‘dso (£, § und n wechselweisi' aufeinander senkrecht stehen und daß (£ 
1 § von gleicher Größe sind. Zum Beweise von (19 a) brauchen wir nur 
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die Darstellung von (£ in (18) unter dem Integralzeichen vektoriell mit u 
zu multiplizieren; dabei fällt das Glied mit q wegen [nnj = 0 fort und e^ 
entsteht direkt die Darstellung (18) von §. Zum Beweise von (19 b) müssen 
wir uns auf die Kontinuitätsgleichung (14) stutzen. Multiplizieren wir 
diese mit exp[ — 2 7ziv{xx\)lc] und integrieren nach dr, so entsteht bei der 
zu (15), (15a) analogen partiellen Integration: 


di 


div ] e 
Damit folgt aus (14) 
.{ 20 ) 


(tn) 


dr ~ 


"In iv 


* 

(jn)( 


dr. 


1 


0 «) - W' 


d T ~ 0. 


Dasselbe Integral tritt aber auf, wenn wir die erste Gl. (18) unter dem 
Integralzeichen skalar mit n multiplizieren. Gl. (19 b) ist damit bewiesen 
Wir benutzen Gl. (20), um den Ausdruck (18) für (5 zu vereinfachen. 
Wir brauchen nur (20) miter dem Integralzeichen mit dem Vektor n zu 
multiplizieren,* um zu sehen, daß das Glied pn in (18) ersetzt werden kann 
durch 

1 * 

- 0 n) n. 


Die { 1 in (18) geht dabei nber in 


{■20a.) _ 1 I; _ (y „)„] = _ i 

Hier bedeutet ] den zu n senkrechten Bestandteil des Stromvektors, d<i 

ja der in (20a) abgezogene Vektor (^n)n gleich dem zu n parallelen Bestand- 

-► 

teil von j ist. Hiernach und nach (19 a) können wir statt (18) einfacher 
schreiben : 


( 21 ) 


Iniv C 2 (7’- Rji) T > 


(rn) 


dr + Conj. 


Wir wollen den Komplex von Strahlungen, der in dieser Darstellung: 
enthalten ist, genauer analysieren. Dazu entwickeln wir den Eetardierung-- 
faktor in eine Eeihe; 


( 22 ) 


(r n) 4- 




+ ■ 


Das erste Glied entspricht ersichtlich unserem früheren Fall A. 
nennen diesen Teil im Anschluß an Hertz die Dipolstrahlung. 


Wir 

im 
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llucksic'lit auf die folgenden Benennungen „Quadrupol-“ und ,,Multipol- 
straliluiig“ sollten wir statt dessen besser sagen „Bipolstralilung“.) Das 
/w eite (iJi('d helert einen ötrahlungs-Koniplex, der sich in eine elektrische 
( )uadrupol-Strahluiig und eine magnetische Dipol-Strahlung 
/( il(‘gt. Das dritte Dlied gilit Anlali zu einer Strahlung, die als Btistandteil 
, int' elekt ri scli(‘ Okt npol-St rahlung enthalt. Allgemein sprechen wir 
M,ii einer ]\I u It ijiol- S t r a hl ung oder einer 2"-Strahlung; ri bezidchnet 
(i.ilin! die Potenz, in d(T d(T Koordinatenvektor r des Integrationspunktes 
linier dem Tntegralzeiclien Mirkomint, wobei ti — ] Faktoren (rn) von der 
Tut Wicklung (22) herriiliren und ein Faktor r m der Bildung von jj_, Gl. (21), 

a.rkt. 

Wir werden in Zusatz 5 auf du* für die Astro])hysik auijerordenthch 
walilige Qiiadnipol-Straliluiig in ihrem Zusammenhang mit Dipol- und 
\iiill i|)o!-Strahlmig nala'r eingehen und dort auch die Bedingungen ent- 
wickeln. iiiiti^r (hmen sie im La.boratormm beobachtet werden kann. All- 
vi'iiiein gesjiroclien ist die Quadru]»o]-Straliluiig gegenüber der Dijiol- 
Mialilimg sehr sclnvacli (Grol.Mn-l'nterscliied 10"®). Dal.» man über- 
haupt die Quadru])ol-Strablung wahrnehnun kann, hegt an der all- 
g’iiieinon Auswahlregel Limen, die als J )i]>ol-St rahlung a erboten sind, sind 
ib ()uadrupol-Strahlung erlaubt und iimgi'kehrt, Tn liihtoriscber Hinsicht 
-nt'ii schon hier dfte Xamiai der beidtm Begrumh'r dicM's ganzen (bd)ietes 
C'iiiiiiiit: J.S.Bowen, di'r die Kebuliuni-Linien und du* Polarliclit-Jjinie 
ib MTbotene Fbi'rgunge im SaiKT.-tolf-Spektriim ('rkaiint hat {\erboten 
III Sinm* der Dijiol-Stralilung). und A. Bubinowicz. ^der die Theorie der 
liillipol-Strahlimgen systematisch entwickelt. di(‘ Auswahln'gidn und Inten- 
itaten der Quadrii])ol-Jstrablung li'htgestellt und (für du' e\])erimentelle 
’iulung (bis AVii'bt igst 1 ' ’) ibriai Zeema.n-FlTekt \orhergesagt hat. - 

W ir gellen schlu'bhch nochmals zur Di])ol-Strahlung zuruck, um eiium 
legliclien Mil.A'erstandnis laitgc'gimzutrelen. Wir charakterisierten den 
all A dadurch, daß wir den B(‘tardi('rungs-Faktor vernachlässigten, und 
aiiiei) so zu Gl. (18) für das Vi'ktorpoteiit lal 9t. A\ iirden wir ebenso bei dem 
^aklren l’otintial (p viTfahnai, so entstünde* in dem zu (18) analogen 
mdruck das Integral 

ß) j ^ d T = j yjfn dr = 0 

htliogonalität). Wir hätten also und nach (10) 

e? = - b 9t. 

c 

miiis wurde statt (21) (‘ino Darstellung für (£ folgen, in der ] an Stelle 

u / stände. Daß dies J^rgebnis falsch sein muß, folgt schon daraus, daß 
Snninif*rfcld, Atombau. II. 


5 
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es der Bedingung (19h) — Transversalität von ^ — widerspricht. Vielmehr 
hat man so zu verfahren, daß man die Entwicklung (22) für die Zwecke 
der Dipolstrahlung jeweils mit dem ersten nicht verschwindenden 
Gliede [im Falle von tp dem zweiten Gliede von (22)] abbricht. Man 
erhält danti 

2 jr i V r 

(24) - ^ 

Dieser Ausdruck ist. von derselben Größenordnung wie das Integral für 51, 
welches durch Beibehaltung nur des ersten Gli(ules von (22) ent- 
stamh'U war. Mir schließen daraus, daß es fehlerhaft ist, bei Berechnung 
der Diitol-ötralilung die Bidardierung schon im Potential zu streichen 
und dementsprechend (/^ -- 0 zu setzen. Vielmehr darf dies erst, in den 
auf Grund von (22) (‘utwickelten Fehhtärken ge^chehen. 


Normierung^ Orthogonalität und Matrixelemente beim Oscillator 
und Rotator 

A. ])er lineare Oscillator 


Die Eigenfunktitmen schreilien wir im Anschluß an (u.lT): 

fll 0). 


ü) 


y)n — e ^ V Hn (<?), ^ = I a x, a : 


Ä„{f) = (- 


- = Eigpijfrequenz. 


Hier haben wir rechts in einen (reellen) Normierungsfaktor 'N hinzu- 
gefugt, d('ii wir einfuhren müssen, um y)^ auf 1 normieren zu können. Von 
der Hinzufugung eines Phasenfaktors vgl. (7. 11a), hahen wir abgesehen. 

Gl. (7. 18) verlangt nun (das dreidimensionale dr ist durch das ein- 
dimensionale äx = oi zu ersetzen); 

(2) X = V«. X = "f «- m (I) ä 1 


Um X zu bestimmen, setzt man in (2) für einen der beiden Faktoren H 
die Darstellung (1) ein; so entsteht; 
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und durcdi ^Miialige partielle Integration — man beachte das Verschwinden 
liier Ableitungen von e an den Grenzen u lA 

, fl” 


-'■-j 

Sclireibt man vorübergehend 


(U” 

H„{$) =-■ aj" + 


äi. 


Wird 


V — Oji n ! I ^ 


])ie konventKiuelle N(trmi(*rung der Hermiteschen Polynome 
he^tand nach (o. 12) dann, daß man machte: 

(S) r/,, — 2"; 

;i|s() Wird A' — 2" * ?/ ' Irr und nacli (2): 

. a 


(1) 


^ V 

2’' • ?/ ! f 71 


\oaaus man nocli scliheßt : 

,1.) = VÜ^'TT). 

I 1 

Soviel über die Normierung de^ Oscillators. Du' Ort hogonalit äts- 
lied 1 iiguiig andererseits lautet m diai ip geschnelieii : 

o‘>) fv»'VGA/s=0; 

ue ^agf nach (1) iil)er die Polynome H folgendes aus: 

'Al) je (f) H,,^ (i) r.-r= 0, n au 

\laii konnte auch diese' Gleichung uuscln\er am d('i Darstellung der H 
111 (1) durch partielle' Integration leewe'ise'U. liehrre'iclu'r ist es indessen, 
uf, wie wir t's tate'ii, als unmiltelliare' Folge* de'r Orthogonalität de'r yai- 
^thorigen Oscillator-Fige'iifunktieaien f zu e'rke'iinen. 

Wir kommen zu de'ii Matrixelemente'ii des linearen Oscillateirs. 
Air setzen m (H. 2) e/ =- x, unterdrücken dt'ii Ze'i Hakte er und nennen den 
Iliiimifakteir ^Iit Rücksicht darauf, daß die t/e ree'll sind, schreiben wir:* 

1 po 

('') x„,„ = J Xf„f„,(lx. 

benutzen wir statt x die dimensiemsleese Koordinate | aus (1), so haben 
^11 aiie'h 

+ o 


OCX,, 


= L 


J fV’nWV’mUl'U. 


5 * 
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G8 Einfuliriinp in die Wellenmechariik 

Wir zeigen, daß nur dann von Null verschieden ist, wenn 
m “ n 21- 1 ist. 

Wir nehmen zunächst an v < vi. Indem wir für und ihre Dar- 
stellung aus (1) einsetzen, schreiben wir statt (7): 

h oc 

( 8 ) + 

Hier ist ges(dz1: 

(8 a) ^7^,4 1 (^) - (<?). 

nt also (‘in Dolynohi (n -\ l)-ten (Irades. Wir können ab('r jedes 
rolynom (a l)-ten (Iradc's, (“bensogut wie aus den auf(unaiid('rfolg('nden 
Poti'iizi'ii ^ ^ auch zmamuK'inetzen aus den aufeinander- 

folgenden Polynomen H. Wir sehreilx'ii also 

(H) '.„+.e) 2 '■.«.( t). 

Die Koeffizienten c,, sind daraus zu (‘iitm'limeii, daß man rechts und liid^s 
all(‘ Pobuizen, mit ’ begmiKUid bis einander gleichsi'tzt. Die' Koi'ffi- 
ziente'ii c, koiiiie'ii teilweise ^(‘r^chwlnden (z. IP werden in uiisen'm Falle, 
wenn a gi'rade ist . alk* c, mit gerade'iii v gleacli Null) ; ubt'r sicher ist v,^ , ^ 4" 0. 
Wir setzen die Dar^te'llung (9) m (S) ein und (^rhalt(*n; 

( 10 ) 


Nach der Orthogonahtats-Bedingung (oa) \ er schwindet aber wegen d(‘r 
Annahme n nt jedes (Jlied dieser Peihe, mit eventueller Ausnahme d(‘S 
letzten, falls namhch 

(11) tn -- ?i -f 1 

ist. ln diesem Falle hah.en wir nach der Ik'deutung von A' in (2) 


( 12 ) 

Der umgekehrte Fall 


<n + 1 U 

NU. 


ist durch Vertauschung \on m und n zu erledigen. Statt (11) findet man so 
als Bedingung für das Nicht-V(‘rschwiiiden von 

n = m 4- 1 . also m n — 1 , 



und statt (12) 
(12a) 
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Es bleibt nur noch der triviale Fall 

VI — 71, 


mh) 


= jfV'n''f = 0 


Wird, weil gerade, also ungerade in ^ ist. 

jlaniit haben wir die A iis wuililregel für den ha rna mischen Oscillator 
|)i‘Wi(^sen. Alit Rücksicht auf 8.-78 können wir sagen: Alle Übergänge 
11 -^ 711 sind \('rl)oi en mit Ausnahme von ?i— ^ 1. 

Die Polarisationsfrage andcTerseits wird für diai Oscillator trivial, 
d;i (^s nur caiie Hcliwingiing.srichtung (die x-Bicliiung) gibt. Wir gehen 
(hihcT sogl(M(di zu der Int ensitat sfrage über. Dazu berechnen wir den 
ivoeffizK'ntun , j in (Dd). Di'ii Koeffizient, der höchsten T’otenz in ^ 
ii.innttm wir T)er Koelfizient der höchsten i’oteiiz ^ ^ \on(T^^^^ ist dann 
II. ich (Sa) mit VI a -( 1 : 

f 1 ^b?- 

P.iraufhm zeigt der Vergk'ich der beidersiatigen Potenzen + ^ m (()) sofort: 




* /i + 1 'hl I 1 • 


karaus folgt w'cgen (8): 


“ Ah, Ah, 


riilolgüdessen nach (12) und (laj: 
15) <- 


1 <x A „ 1 / ,1 

t » - '2 V l'l 

*J jV;, I 1 f .U 


Wir gelu'n auf unser ursprüngliches Alatrixelement in (7) 

’iiriick und haben nach (7) und (1): 

Hi, ^ £ _ iA' + 1 _ i/(« + r)A 

dicnso gilt natürlich (Vertauschung von 7i mit 7i — 1): 
ll'.a) i„_ , 


I - aIjuJl 

•^n, 7t— 1 — 1/ 7^ 

f 2v\0) 


>i(‘se Formeln haben eine historische Rolle gespielt beim Vergleich der 
icllcnmechanischen Alethodo von 8chrodinger mit der ursprünglichen 
klrizon-AIethode von Heisenberg, vgl. Kap. III, §7. 

Nehmen wir noch die Zeit-Abhängigkeit des ATatrixelements hinzu, so 
i'iinen wir nach (8.2) schreihon: 

'■.) V„,„+1 = e“'"”- 
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Es ist aber nach (5. 10): 

w„ = (« + ^)<Wo> ± w,, + 1 = T W„ 

Somit wegen (16) und (17): 

(18) |M„.n 4 .r= 

und entsprechend wegt'ii (16a) und (17): 

u. 


(18a) 


1 ^/« 


Diese Ausdrucke hestinmien nach Anin. 1 von S. 76 die Intensität der 
Emission bei dtm beiden spontanen rbergangen 

?( + 1 - ^ V und n -> n — 1. 


B. Der Botator iin Baum 

Soino unabhängigen Koordinaten sind l) und r/': durch sjt' drucken 
sich die rechtwinkligen Koordinaten des rotierenden Massenjmnktes — wii 
wollen sie f, ?/, C nennen und sogleich komjdex ziisammeniassen — folgender- 
maßen aus: 

(10) ^ pj — a sin 0 c>'i\ l, = a cos ?9. 

Wir haben ] für 4- i geschrieben, uni das hit'r auftridemh' unbestimmte 
Vorzeichen von einem sjiuter vorkoninii'iiden zu sondtTii. Die Eigen- 
funktionen ^) sind nach (5.20): 

(20) = N Pr (cos 

Wir bestimmen den hier hinzugefugten Normierungsfaktor N nach 
(7. 18). Dabei haben wir statt über den Baum über die Oberfläche der 
Einheitskugel zu integrieren, also statt dr zu schreiben: 

doj = sin {) dd dqK 

Wir erhalten so: 

(21) A'2 j [P”* (cos ?^)]2 do} = 1 . 

Es ist bequem N zu spalten in einen Faktor Nj, der sich auf d und die 
zugehörige Quantenzahl l bezieht, und einen zweiten Faktor der zu q 
und der zugeordneten Quantenzahl 7h gehört: 

( 22 ) 


^) Wir haben hier den unteren Index l statt wie in (5. 20) j gescliriebeii, 
weil wir hier in erster Lime an die spatere Anwendung auf das Kepler-Probleis 
denken (l — , .azimutale“ Quantenzahl, m — ..magnetische“ Quantenzahl). 
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1^’ur N,y erhält man unmittelbar, da die (/i-Abhängigkeit bei der Bildung 
von beraiisgef allen ist: 

(öl AT.„ = L. 

V2jr 


löir ergibt sieb aus (21), wenn man eos i) — x setzt, durch Gl. (8. lOb) 
diirstellt und äbnlicb verfährt wie \orber beim Oscillator: 

+- 1 


i24) 


1 

NI 



(V + ”^(x^~-iy 


d X. 


])i(‘ hier eingelubrte Al)kurzung G bat die Bi'deutimg 


(1 - a-)'“ d^ ^ 

— IV 

2- G' / ’ d B + ^ 


I>je bocbst-e rolenz \()n x in (l ist P ' Ihr Koeffizient berecbnet sieb zu 


12-)) 


a = (- 1)^ 


2/ (2/-^ !)...(/- 1) 
”2'^G!/r 


(- 1)'" _(2/)! 
2‘'G!/! 


bureb fortgesetzte partielle Integration (‘nt^tebt au^ (21) (die vorhandenen 
balvloren I x reicdien gerade aus, um das Versebwmden der Glieder ohne 
liitt'gralzeicben zu sichern): 

i 1 

••iO) = (-!)'" (1 + m)\i, j (x^ -lydx. 


>< 1 ^ liier noch zu berechnende Integral nennen wir qj. Wir leiten dafür eine 
lekursionsformel ab. Es gilt nämlich: 

+ 1 V 1 1 

r]/ = j (a^ — 1)^ d a: = j (x^ — If ^ a-^ d a- — [ (ar* — 1)^ ~ ’ d a* 

1 - 1 -1 

-f- 1 

= 2l f bft - 1)'-^ * - 9-^. = - - 9< -I- 

- 1 

Irans folgt: 

2/ 


n berechnet unmittelbar für 1 = 0: 
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Hieraus und aus diu Kekursionsfonnel (27) ergibt sich daun: 


(29) 


(- V 
(-1)^2 


2/(2Z~2) (2/-4) 
(2 1 + 1)72/, -17(2/ 
(2' /!)2 
(2/+1)!' 


2 

3)~T. 3 


- .2 


Indem man die Gin. (25), (2G) und (29) zusammennimmt, folgt schließlich 


(30) 


1 __ 2 {l+m)\ 

Nf ~ 21 +1 (/- m)!’ 


insbesondere ergibt sich für vi -- 0 die aus der Theorie der gewöhnlichen 
Legendreschen Kugelfunktionen wohlbekannte Forim*]; 


(30a) 


1 __ 2 

Nf ~ 2/ + 1 ‘ 


Der gesamte Normierungsfaktor N wird nach Gin. (22), (23) und (30) 
gegeben durch 


(81) 


1 _ 4c Ul (/+'///)! 

~N^ "" 2/+“l (/- '///)!* 


Wir heben hervor, daß diese Formel t'benso wie di(‘ Darstellung (3. IGh), 
aus der sie abgeleitet ist, nicht nur für positive, sondern auch für negative m 
Gültigkeit hat. In der gewöhnlichen Schreibweise, wo man nur mit jiosi- 
tivem m reclinet und in (20) statt schreiben mußte wurde 

Gl. (31) nur für positive vi benutzt werden dürfen. Daß wir hier eine 
einheitliche Formel für w + 0 (‘rlialtiai, ist sehr bequi^m und hat seinen 
Grund darin, daß unser <0 verschieden ist von 1^7', nämlich 

um den Faktor (3. IGd) 


Ce 


(- 1 )’ 


(/ + m) ! ^ 
(/ — m)\ 


Sodann wollen wir Zusehen, was unsere allgemeine Orthogonalität^- 
Eedingung über Kugelfunktionen auszusagen hat. Die beiden Eigen- 
funktionen seien 

Vim ««<1 Wt'vi" 

Sofern m 4“ r/ß ist, sagt sie offenbar gar nichts aus, da sie wegen 


2 n 

1 f>t (m - m') (i< ^ = 0 

0 


übergeht in 0 — 0 

(82) 


AVir nehmen also m' = m und schließen auf : 

4 1 


\ P"‘{x)PT{x)dx = 0, ( + /'. 


1 
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Wieder sei ausdrücklich betont, daß wir diese Orthogonalitäts-Rigen- 
Bchal't der Kugelfuiikiionen (der Legendreschen sowohl wie d('r zugeord- 
ueteij) hier nicht durch besondere Rechnungen zu beweisen brauchten, 
hOTidern daß sie aus dem allgemeinen Satz über dit‘ Orthogonalität der 
Ligenfunktionen von selbst folgte. 

Wir gehen über zur Berechnung diT Matrixelemente unserer recht- 
winkligen Koordinaten (1 9). Indem wir den tibergang l' vi' -> Im betrachten, 
mußten wir diese jetzt konsequenterweise mit vier Indizes schreiben: 

( Clrnl'm' = \ C fim do) =- SUl d {) d q) , 

. r 

l l'm' J (<^ -f / n) WJm y’f'm' f»- 

\\u' zeigen aber, daß die Eit'iiH'nti' in der ersten bzw. der zweiten Zeile 
nur dann von Null verschiediai sind, wenn 

'31) ?/L - ?// I)Z\\. nt' - tu 1, 

Ml daß wir nach Einsetzen des betreffendcai Wertes von vt' die Schriubweise 
ilikurzen können in 


:Ua) . . . {))t' = m) und -r- j . . . {m' = tu 

vebei den beiden Wirzeichen von j div beiden Werte tti' - /a 1 in 
H'stimmter Weise, (JJ. (Hlb), zugeordnet werden können. 

Der Beweis von (Hß) hegt darin, daß die Mainxelemente für C bzw. 
f ]'t] folgende naidi </» genommeiuai Integrale enthalten: 

2 -r 2 7 

1 ßM///- g) bzw. j ei'Pe' qK 

0 0 

'le verschwinden nur dann nicht und sind gleich 2 zr, wmnn 
'tti — vi' — 0 


zw. 


h. 


] -f 1 (tti — vi') =-, 0, 


( ? ” -f — ni - -fl, 

\ ] — n vi' — m- — 1, 


eiuit die ,, Auswahlregel“ (31) bewiesen ist. Sie besagt: Es sind nur 
liehe Übergänge möglich, bei deiu'ii die ,, magnetische“ 
uantenzahl eiitwedi'r ungeändert bleibt oder um fr 1 springt. 

Wir haben damit aber gleichzeitig eine „Bolarisationsregel“ ge- 
iiinen: Der Fall 7ti' ~ m entspricht einer Schwingung parallel zur C- Achse 
inem variablen elektrischen Moment M von dieser Richtung), der Fall 
' “ Vi i 1 bedeutet eine zirkulare, rechts oder hnks polarisierte Schwirl- 
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gung in der »/-Ebene (entsprechend einem nur der Riehl ung, nicdit der 
Größe nach veränderlichen elektrischen Moment in dieser Ebene). Dabei 
ist zu bemerken, daß die t-Achse empirisch nur dann von anderen Richtungen 
zu imterscheidi'ii ist , wenn sie physikalisch, z. B. durch ein Magnetfeld, 
ausgezeichnet ist. Thisere Polarisationsregel kommt daher nicht beim 
gewöhnlichen Ke])ler-Rrobl('m, wohl aber unmitR'lbar bei dessen Zeeman- 
Effekt zur Geltung, vgl. Kap. II, §7, desgleichen beim Zeeman-Effekt der 
Ban (len Spektren. 

Wir konjiiH'ii zur Auswahlrc'gel d('r l und zeigen, daß diese lautet: 

(35) * r r-W W 1 . 

Dazu müssen wir die Großen C/, /- und + D/)/, r betrachten. 

Indem wir die Integrale nach (p durch 2 7i ersetzen und die Auswahl- 
regel (21) für (p berücksichtigen, erhalten wir nadi (19), (20) und (22): 

(8b) = 2 7t O'N I' 1,1 J, (s _±. ~ ® A / A ^ K , 


TT 

J = j* c(ts d Pf (cos {)) Pf (c()s -0) sin d di), 

0 

n 

K ■■= I Mii d pr (cos (9. 

0 


Wir köffriten diese Int(‘grale ebenso ausreclinen, wie das entsprechende 
Integral (8) beim Oscillator, namheh durch Vergleichung des Grades der 
in (37) auftretenden Bolynonu' von a- — cos {). W ir ziehen es aber vor, 
uns auf eine kurzert', wenn auch weniger elementare und (4 was künslh(*he 
Methode zu berufen, die in Zusatz 6 beschrieben werden wird. Sie zeigt 
idirekt, daß J — K — - 0 wird, es sei denn, daß l' —■ tfzP Hiermit ist 
unsere Auswahlregel (35) hewieseii. Die Werte von J und K im Ealle 
1 sind in den Gin. (11) und (12) von Zusatz b entwickelt. Aus 
ihnen folgen die Matrixelemente von c und f H/ aut Grund der obigen 
Gin. (33). Wir entnehmen sie für den Übergang 1:^1 — 1 den Gin. (13) 
und (1 1) in Zusatz G: 


/ (/ -f m) (/ — ni) 

' (2T-i-J)T2T- 1 ) 


[jft = 7n), 


(38) 


~h f v)i, I - 1 


/(/ — m — !)(/ — m) 
(2/-f 1)(2/-1) 


• »n — 1) (I -E m) 


, . . (r/V = w + 1), 


l/(l -f TU 

V' ( 2 r+i)( 2 /-i) u 

Diesel! »en Ausdruck(' gelten iur den Übergang 1:^1 \ bei Vertauschung 

von l mit 1 + 1, wie ebenfalE in Zusatz 6 gezeigt wird. 
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Nur für die reebiiT Hand m (88) aiigegebeiieii Übergänge sind die 
Matrixelemente von Null \erscliieden. Dementsprechend wollen wir die 
(lln. (38) ergänzen durch 

I C?, ?-i = Ö . . . w' — w 1 . 

(88 a) (^ 4" ^ ~ '''' — 1 ‘>der w' ~ m, 

( ((^ “- 1 ly )/, 1 = 0 . . . in — ///-fl oder m ni. 

M ahrend die .,zirkular(n“ Matrix-Ek'inent.e ??/ reell sind, werdcui rhe 
..linearen“ IVfatrix-ElenK'nte von | und /y (*inz(4n teilweise imaginur. wie dm’ 
\ ergleich von (38) und (38a) nnnnttelbar ziagt. * 

Bisher habiai wir di(‘ ('inzidiien. durch /// Njiezifiziertt'n Übergänge be- 
trachtet. Die^e sind al>er (’X})(Tini('ntell imdit zu trennen, da die Energie 
(le^ Kotator.i nicht \on ///, >ondi‘rn nur von / abhangt. Auch beim An- 
legi'ii t'ines M agiiet t el d werdmi nicht die durch vi unlmwcliiedeiieii 
idaTgange energ('tis(di gtärmint, somban nur die diei in (38j zusanimen- 
a'i'aßteii t'^bergang^-Typeii. die sich durch J ///■=-(). • 1 uiiter^cladden 
md dk' 111 diT Beobaiditiing an der \ er.vidjM'denen l’olari^ation de> 
niittierti'n lJicbtt‘^ (Tkannt wmden. Itarau^ hcliließen wir, daß wir sow'obl 
m magnetischen Ealle wk^ ohik' Ma,gnetleld uIxt <dle in zu summu'reii 
labt'n, von /// - — l bis /// f- /. und zwar die 1 n t en Mt at en , nicht die 
Viiijilituden, mit Buck>icht daiiiuf, daß ja. die ijundi iii untersllnedenen 
hgeiizustaiide unter Mch inkohärent giMbndit wk'rden niussmi. Ohne 
fagnetfeld gehen uh(‘rdies du- \ ersrdiK'dc'iKm lN)lariisat lons-Zusiande 
iinear, zirkular) \erloren und <‘s kommt nur auf die Quadrat-Summe der 
latrix-lMemente an: 

S 2 


Wir bildt'ii zuuiu'list 2 NaCi der Fiiniiol 


:it) 


= -(' + 1 )( 2 / + 1 ) 


halten wir um (38) 
0 ) 




y(2/ + l)C2/-0 3 

rner lialien wir zu hildeii + »/“)■ Cm (8B) \erwenden zu können, 


iiiien wir um 




n 



Einfiihrung in die Welleiuiieehaiiik 


I. 9. 42 


wobei je nacli dem tj)>erf;ange 1 mit Rucksicdii auf (88a) nur je 

eines der Glieder rechts von Kuli verschieden ist. Da offenbar gilt 


erhalten wir aus der zweiten und dritten Zeile von (38) ubereinstmiinend: 

(4., 

Die Summe von (10) und (41) liefert hiernach: 

(48) 

Aus V folgt nach Anm. 1 von S. M die gesamte Intensität, die beim 
Übergang i ^ i - 1 , also bei fehlender Aulspaltung der m-Konnionenten, in 
einer hestinimten Linie des Spektrums unseres Rotators heobachtet wird. 
In gleicher Weise wurden wir für den Übergang + der zu einer 
iin allgemcmeu anderen Lime des Spektrums Anlaß gibt, erlialten: 

(44) " S=«Mi + l)- 

Die Summe von (48) und (11) isl, proportional zu dem „Gewicht“ 2 i + 1 
des Zusündes l [vgl. Bd, I, Kap. 8, S. r,C7, wo stat4 / allgemeiner J (innere 
Quante'ahl) gesehriehen wurde] ; dafür können wir auch sagen: pro- 
portional zu der Anzahl der verschiedenen Kugelflacheiifunk turnen (v . 
R r, s 88) vom gleichen unteren Index /. Das Auftreten des Gewichtes 
0l’+) in der Intensitats-Suinme aller Üliergaiige. die zum Zustand l 
fuhren oder von ihm ausgehen, ist in Übereinstimmung mit den Summen- 
%egelii von Burger und Dorgelo. Vgl. Bd. L Kap. 8, §11. Weitere An- 
wmdungon dieser Fonnein werden mi nächsten Kapitel zur Sprache 
koninioi). — 



2. Kapitel 


Das Kepler-Problem, 
Serienspektren und Bandenspektren 

Wir konuneii zu dein zt'iitraleii Problem der AAVIk'imiecliauik, dem 
Problem des W assi'rslol'f-Atoms. Du'ses bdd('te d(‘ti PrufsUdn der wellen- 
mecliauiselieii MetJiode in d(‘r ersten Arbeit S(‘brodingers vom *labrt‘ 11)20. 
Vn das Ke])ler-Prol)lem si'blu'ljt di(' TbiMirit' dcT SiTK'Uspc'ktren an, nielit 
nur (bejemge des A\ asscTslofls, sompTii auch diT übrigen Atome, unter 
AbM'lmng von ihrer ^lulli})lett -Struktur. DamPiui werden wir in diesean 
Kapitel a-ueb die Tla'orie der Bandeiispi'ktn'ii (mtwielndn, soweit dies oliiie 
Storungsreelmung moglieb ist. 


§1 

Eigenwerte und Eigenfunktionen im diskreten Spektrum 


Die ])()tentielle IDiergie zwiselieii (‘inem KliPtron und einem /^-faeli 
g'ladi'iieii Kern ist in dtT ul'lieben Normierung (P -- Ü lur r -- go); 




/r 




J)ie Welkaigleieliimg (I, 1.11) \Mrd apo 



Wir behandeln sie in den räiimlielien l’olarkoordinaten r, (}, und 
M'tzen du* Ijosung an in (hu Porm 

CJ) f UPT 

/i ist eine P'unktion von r alkun. Der unten' Iudex / der Kugelfunktion P 
nt eine ganz(' Zahl ^ 0, diu oben* Index m eiiu' po.sitive oder negative 
^Miize Zald mit 
1-2 u) 

aP (I, 8. 16a). Benutzen wir die Differentialgleichung der Kugelfunk- 
tienen in der Form (1. 8. 1 b) mit dem Eigenwert Z aus (I, 8. 11) und ent- 



78 


Day Ke})ler-Prohlem, ISeneii- und Bandenspektren 


n. L 7 


nohineii den Ausdruck Aon zl f aus Gl. (I, 8. la), so erf^ibt sich für 11 die 
Diffen-ntialgleichuiig 


(Ir ^ 
mit den Ahkiirzungen 

■i == M 

fr 


( 3 ) 


(3a) 


2 'Ol’ / , „ B , , , 

7 iir +(-^+-7+-Wi’ = 0 


~J.r\ ('=-/(/ + l). 


Wjr iiehmc'n in diesem raragraphcn an: Ih < 0, (‘iitsprechend den 
Klli})yen-Ikdmen der IruJieren Theorie und setzen, um zugleich dem Vor- 
zeiclc’ii und der Dimension von J Ri’climmg zu tragen: 


Zmuichst best mimen ^\ir das ayvmjitotmclie Verhalten von J\\ indem wir 
in (8) alle Glieder mit 1 ’r und 1 /V^ streichen. A\'ir erhalten 


dr^ 




Von diesen beiden asymjitotischen Losungen können wir nur die im Ln- 
endlich|p verschwindimdi' brauchi'u. Wir luhren die dimensionslose 
Große ein 


(4 a) 


0 ^0 ^ 00, 


schreiben also unsere asymptotische Losung 

f li ^ c'-GA 

Dementsprechend machen wir allgemein den Ansatz 
(ü) h* — (>- ('/^ . r. 

Gl. (8) multi])lizieren wir mit r//l und schreihen sie in q um (Striclie be- 
deuten weiterhin Differentiationen nach p): 


•(«) 


Q V 4 1_ 4 P pW 


]-A Q Q‘ 

Aus (5) berechnen wir 

1{ r-i''- (v' — ^V), R" = c-t'ta j 

Einsetzen in (G) liefert die Differentialgleichung für v: 

( {I + 1)1 

Q q' 


(!) 


' 0 ' 'V- Ä ! P 



II. 1. 9a Eigenwerte und i^Jlgen^uni^tlcmen im dislcreten bpeJitruin 
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Der einzige, iin Endlichen gelegene singuläre Punkt dieser (ileicliung ist 
der Grenzpunkt p = 0: er ist nach dem Kriterium (1, 8. 5) eine Stelle der 
Bestimmtheit. Wir machen daher den Ansatz 


(7a) r = p“7r, w — 2 d, p'. 

Um den charakteristischen Exponenten a zu finden, setzen wir (7a) in (7) 
ein und suchen den Faktor von Uyp“~^ auf. Er wird 

f7b) a (a -- 1) + 2 Qc — Z (Z + f) a ((z -f 1) — ^ (Z -|- 1). 

(ileich Null gi'setzt, lielert er die beiden Werte a — l und a — U 

\'on denen wir aber nur den ersten brauchen können, wenn anders unsere 
Losung eiiK' Eigenfunktion d(‘s Problems sein solU). Wir ersetzen also 
(7a) durch 

(7 C) V - ~ p^ IV = 2 q' ^ 0 . 

0,1, y . 

Beim Einträgen m (7) inusstm die Pkiktoren alk'r Pottaiziai von p ver- 
>('hwind(‘n. Dies hejert eine* BiFursionsforniel lur die Koeffizientiai u, , 
und zwar <'nit‘ zweigliedrige. AVir erhalten nämlich aus dem Faktor 
\ on p' ^ U 

j l(r + / + 1) ( 1 ' + /) + 2 (i- 4- / + 1) - / (/ - - 1 , 

I ={i' + '+i- 

I ' 1 - -4 

Wir wollen nun erreiclaai, daß ?/' ein Polynom wird, daß also die Leihe (7c) 
iibliricht, sagen vir fiir 

(9) r r,:. II,., 

vobei dit' Bezeichnung a, aiil ..radiale Q)uantenzahl“ hinweisi'U möge. AAhr 
( rreichi'H di(‘s. wenn wirm (S) den Faktor von u, für r --- a,. zu Null machen, 
indem wir setzen 


-'9a) 


— 'fl, i — ?/, 

\-A 


^\orauf ersichtlich alle folgenden Koeffizii'iiteii a, für v N«??,. verschwinden. 
Lie Bezeichnung ii soll auf ,, Hauptquantenzahl“ hindeuten. Aus (9 a) 
tilgt jetzt durch Quadrieren 




A 


D Vgl. hierzu auch Kap. TV. ^ 8. nach Gl. (22). 
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Das Kepler-rroblem, Serien- und Bandenspektren II. 1. lOo 


Dies liefert aber naeb der Bedeutung von A und B in (Sa) direkt die 
EnergK' des Balnierseben Terms, emschließlieli der rielitigen Dc'fmition 
der B ydberg- Konstanten : 


( 10 ) 


ir = w'„ = 


in e* 7} 


Somit ist (las diskrete Spektrum des Wasse'rstoff-Eigenwert-Problems 
g(dunden. 

Wir batten dieses Besultat, das ja für du' ga,nz(' Theorie der Serien- 
spibtren vorbildheb ist, auch direkt aus dcai allgi'naaiH'M Eormeln (0) bis (12) 
in Zusatz 2 ableseii können. Wenn wir unsert' j(‘tzig(‘ Ci. (7) mit multi- 
])ljzier(‘n und mit (0) in Zusatz 2 \ ergleielieii. so findiai wir: 

= 1, II, - «, .1, . 2, 11, = ^ I, 

'»•' j.i..-i(i+.),i..=y--i. 


Die cbarakt('ristiseb(‘ Ck'ieliung (10) in Zusatz 2 wird daher 

(10b) a(a - l)-f 2a --/(/+ 1) - 0 

m tCK'rt'instimniang mit uiisenan jetzigiai Ausdruck (Tb). ])araufhin (‘rgibt 
CI. (12) in Zusatz 2 als Ikbingimg lur das Abbn'clien (Ut lOittuizentwickhmg 
statt des dortigen ?/. und / statt des dortigen a gisetzt): 


(10c) 


— {/ -{- a^) A~ 


Ib - 1 

]^A 


0, 


was mit unserer Jet zigiai Ckuehung (Oa) nhaitiseh ist. 

Zunächst einige Bemerkungen ubc'r das Verhältnis unserer welkai- 
mechanischen Quantenzalileii zu ibauai dtT alten Theoru*. n, die alte 
HauptiiuanU'iizahl, setzt sich nach Cl. (Oa) aus zwei ganzen positivcai 
Zahlen und / zusainnaai, du' beide alk' Wh'rti' zwischen Null und Thv 
endheh durchlaufen können : entspricht, wie schon erwähnt, diun ,, radialen 
Quantum“, / ist uiisit jidziges ,, azimutales Quantum“, so zwar, daß i -h 1 
dem früheren Azimutal- Quant um gleich wärd. Für liefert du' Wellen- 
mechanik demnach alle positiven ganzen Zahlen mit Ausschluß der Null. 
Dieser Ausschluß, der in der alten Quantentheorie durch ein Zusatz-Verbot 
(vgl. Bd. I, 0.125) bewirkt werden mußte, vollzieht sich in der neuen 
Theorie automatisch. Elirigens mußten wir sclion in der früheren Dar- 
stellung, Bd. I, Kap. 8, b(‘i der Theorie der Konijilex-Struktur mid dia 
anomalen Zeeman-Effekte, um den Tatbestand sachgemäß darzustellen, von 
dem früheren ubergehen zu dem jetzigen l (dort mit L bezeichnet). 



II. 1. 16 Eigenwerte und Eigenf unkiionen im diskreten Spektrum 
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Das Kepler-Prol»]ein ist iin Sinne der Definition von S. 88 entartet; 
es gehören nämlich zum Eigenwert alle Eigenfunktionen 

yt = R (q) (cos {}) e 

zwischen deren Quantenzahlen n, 1 und nt die B(‘ziehungen bestehen, vgl. 
(Da) und f2a): 

(H) /^n-1, \m\^L 

Ihre Anzahl ist 

n — 1 f / n — 1 

(lla) 2 2 «' = 2 (^' + 1) = 

/ = 0 fli - ' _ / / = 0 


d. h. jeder Eigenwert ist — ])-fach entartet. 

Wir haben jetzt die zu d(‘n Phgeiiwerten (10) gehörigen Phgiuifunktionen 
näher zu studieren. Ihr radialer Bestandteil ist nach (6) und (7c) 

(12) R = o'-a'.c-f/-’, 


wo IV ein Polynom vom Grade ist, w(‘lches durch die Bekursionsformel (8) 
vollständig (bis auf dne multiplikatn e Konstante) bestimmt ist. Wir wollen 
die Differentialglei(‘hung für w aufstellen. Wir berechnen zu dem Zwi'cke 
aus (7 c) 


q' («•' 


H — IC 
0 / 


/ „ 2//c' 1(1-1) X 

-f + --2 
^ 0 Q / 


und erhalten durch Einsetzen in (7) nach einfachen Reduktionen mit Rück- 
sicht auf (Da)' 


(18) ov" — [2 (/ + 1) — p] tr 4- (m — / — 1) w — 0. 


Diese Gleichung kann durch wiederholte Differentiation aus der 
('infachereii Differentialgleichung 


i\ 1) oy" -f (1 — Q)y’ Rky ^ 

abgeleitet werden. lEziachnet man nämlich den 'i-ten Difforentialquotienten 
von y mit w, so gilt nach der Regel für die mehrfache Differentiation eines 
Ihoduktes: 

fl 4a) oiv" -f (i -f- 1 — p) w' + (k — i) w ~ 0. 

Setzen wir hier 

i — 21 + 1» /c — t? + /, 


so geht (14a) über in (18). 

Wir bezeiclmen eine polynomiale Lösung von (14) als Laguerresches 
Polynom L. Deuten wir durch den unteren Index den Grad des Polynoms 
lind durch den oberen Index die Häufigkeit der Differentiation an, so 
o hreibt sich die Lösung von (13): 

(15) (q). 

Sommerfeld, Atombau. II. c 
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Das Kapler-Problein, Serien- und Bandenspektren 


11. 1 IT) 


Der Grad von to wird hieriiacb 

?? + / — (2 ? + 1) = n~l — I = Uj., 

in ülKiroinstiinmiing mit (9) und (9a). 

D('r radiale Teil der IGgonfunktioii schreibt sich jetzt wegen (12) 
und (15) 

/fC\ T> J T-(i’ / + 1) — C/2 

(16) h Q e '■ 


und di(* Ihgonfuiikiion sellist nach (2) 


(17) f==NQ^ Llf ; i c “ ' If (cos ?>) c' N ==: AV A., 


Hi('r haben wir, wie erforderlich, den Norinierungsfaktor N hinzugefugt 
und in di(* Faktoren (im folgenden zu ermitteln), A<, , [aus (1. 9. 28, 8Ü) 
bereits bekannt] aufgespalten. 

Die Beziehung von () zu d(T ursprünglichen Variablen r ist dabei nach 
(4 a), (8 a) imd (10) 


(18) 


p — 2r 


fi^ 71 



wo a wie üblich den Radius des ersten Bohr sehen Knnses, also ajZ 
dtaisellien Radius für einen Z-fach geladenen Kern bedeutet. Nach (4 a) 
wird die in (4) eingefulirte Lange das r/-fach(‘ des letzt genannten Radius 

(1^*) '■(; = » 4 • 


§2 

Darstellung und Eigenschaften der Laguerreschen Polynome, 
Orthogonalität und Normierung, 

Einführung der hypergeometrischen Funktion 

Zunächst wollen wir eine für misere Zwecke bequeim* Darstellung der 
Laguerreschen Polynome ableiten. Wir behaupten, wenn wir den Grad 
, mit k und die unabhängige Variable wieder mit p bezeichnen: 

(1) n (o) = e'-' ' f)- 

Zura Be weise st'tziai wir 

(2) n = 

Durch einmalige Differentiation nach p entsteht 
Qn = (k — q) u, 
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und hieraus durch (k. + l)-nialige Differentiation unter Anwendui;ig der 
Produktregel 

(3) + 2) ^ ^ 1) ^ik f 1) ^ (/c - q) -t 1) - (A’ + 1) 

Setzen wir jetzt Lj, — y und im Anschluß an (1) und (2) = y c~ '' und 

berechnen 


(4) + 1) = (y ~ y) (> C, u^k 4- 5») — (^y" _ 2 2/' -f ?/) C" 


SO entsteht durch Einträgen in (3) 


(3) Q iy'' - 2 y' + //) + (A -f 1) (//' - y) = {k - (j) (y - //) - (k -f- 1) y, 


und dies ist in der Tat. hei 
gehöriger TImordnuiig der (Dualer 
mit der ,,Laguer re sehen Diffe- 
rentialgleichung“. 0]. (1.11), iden- 
tisch. 

Die höcliste Potiaiz des Poly- 
noms erhalt man, wiain man in (1) 
die Diffenaitiation ausseliJießlich 
an dem k^aktor c > ansfuhrt. Es 
entsteht 
(6) (- 

Die \on d(‘r Laguerreseheii 
Different lalgk'ieliniig nocli frei ge- 
lassene multiplikative Konstante 
ist also durch AVahl iinsen^r Lo- 
sung (1) in hest]mmt.('r Weise fest- 
gelegt . In Fig. 8 stellen wir die 
vier niedrigsten Polynome L gra- 
pliisch dar. Die allgenuune For- 
mel ist 



El “ - o -T 1 . 

Lg -- e^--4 oP 2. 

E 3 - - (,r‘ P (( y-— 18 O p () 


In der Figur sind /vg '»^d L., mit den 
Faktoren ’/g und - ^ - vea-sehen, 

11(1 -hl:n 

die HO gewählt sind, daß die ITaupt- 
niaxima (nriinima) von und Lg 
gleich p 1 werden. 


(7) L,(q) = 


■ a* ^ t'* 


+ 2! " 




wie man durch Ausnadmung von (1) oder auch durch Einsetzen in die 
Differentialgleichung erkennt. 

Die explizite Darstellung unserer Eigeiifunktioii y) lautet, jetzt nach 
(tI, (17) des vorigen und Gl. (1) die.ses Paragraphen: 


( 8 ) 


y ^ JV (.(• (e» + V-.)) pr (cos &) 


6 * 
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Das Kepler-Problem, Serien- und Bandenspektren 


II. 2. 9 


Je zwei solcher Eigenfunktionen und (I, 7. 18) 

verknüpft durch die Orthogonalitäts-Bedingung 

außer, wenn gleichzeitig n = n\ I ~ V 
und '))i = vi' ist. 

Diese Forderung ist aber, wie wir wissen, bereits durcii den (p- und 
i'I-Bestandteil der yj erfüllt, sofern nicht gleichzeitig vi ~ ?//' und l — 1' 
ist. Um also die hinzukoininende Bedingung für den r-Bestandteil zu finden, 
haben wir m' =-- m und /' ~ / zu setzen. So ergibt sich (7? ist reell definiert) 
als radiale Orthogonalitäts-Bedingung: 

(10) I edr 0. n' 4= n. 

Nach (1. 16) enthält diese Gleichung eine Aussagi' über die Laguerre- 
schen Polynome und f /. Andererseits entsteht für v' = u, T / 
und m' ~ m aus (1, 7. 13) eine Normierungs-Bedingung. Sie lautet 
mit Bucksicht auf die Darstellung (1. 17) und mit Bucksicht darauf, daß 
die Winkel-Bestandteile von (1. 17) durch die Faktoren iVc,, l)ereits 
auf 1 normiert sind: 

( 11 ) = 


( 0 ) = 0 


( 12 ) j = 

0 

Der Faktor (-10 , der aus dem tOiergang von r zu q hervorgeht, rührt daher, 

daß unsere Normierungs-Bedingung sich auf die Variable r bezieht, daß 
wir aber unser Integral J offenbar in der Varialden q auszufuhreii haben 
werden. 

Zur Ausrechnmig von J können war ganz ähnlich \ erfahren wie S. 66 
und 70; ein allgemeineres und w'eniger formales Verfahren werden war in 
Zusatz 8 kiainenlermui. Man erhalt, auf dem einen oder anderen Wege: 


(13) 


2u[(n -f l)\f 
(n-T- 1)! ■ 


Hiermit \>i auch der Normierungsfaktor Nj. nach (11) bestimmt: 


(14) 



2 7? [(r? -f /) ip ’ 


also, wenn man den WitI von r^^ aus (1. 19) einsetzt: 


(16) 


A- = M 0 - ' - ») ! . 

m n/ 2 ?7 [(n -f- l ) ! f* 
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11.2.22 Laguerresche Polynome, hypergeometrisrhe Punktion 


Pur den ge.samton Norniierungsfaktür N, vgl. (1 . 17), erhält man daraufhin : 

(16) ATä = _(« -/-!)! 2 / + 1 (/ _ ,n)l 

\an) 2 u[(n + /)!]» 4;i (/ + /«)!’ 

Es empfiehlt sieh, schon hier die Laguerreseheii Polynome in Zu- 
sammenhang zu lirmgen mit der viel allgemeineren hypergeornetrischon 
Funktion, 

Wir beginnen mit, der liypergeometriKchoii Funktion von vier Argu- 
menten. Wie in einer klassischen Arbeit von Gauß aus dem Jahre 1812 
schreiben wir sie 

(17) E(a,/?.p,^) = l-f «(a + l)^(/l + l) ir“ 

r 1! vir + i) 2!"^ ■ 

Diese Reihe reduziert sieh auf ein Polynom, wemi entweder k oder ß eine 
negative ganze Zaiil ist : andernfalls definierl sie eine transzendente Punktion. 

Statt durch die Reihe kann die.se Punktion durch ihre Differeiitial- 
gleichimg definiert werden: 


■ aßF = 0, 


(18) o: (1 - '' ^ ^ I) 'J /•’ 

die sich auf Grund der Reihe (17) leicht verifizieren läßt. 

/wischen „beiiach hart eil“ F, d. h. solchen, die sich nur um eine Einheit 
in eiiieni „dir mehreren der ersten drei Argumente unterscheiden, be.stehen 
miimiigtache Bezielnmgeii. deren Gauß nicht weniger als 28 auffuhrt 
(„re ationes inler coiitiguas"), l\ ir werden einzelne von iluieii. soweit wir 
sie braue heil, siniter ableiten. Ihit.er sie fällt auch die Differontialglei- 
ciung( ) auf Grund der iniiiiittelhar aus (]7) zu entnelinienden Beziehung 

dx "" y + 1. 1 *+ 1. r + 1, J-). 

Wichtiger ist für uns gegenwärtig die hypergeometrische Punktion von 
drei Argumenten 

(20) F (a,y, p) = 1 -p -- .P + “ (“_+ W , 

r 1! r (7 + 1 ) 2 !'^'''- 

Sie entsteht aus (li) durch den Grenzühergang 

ir-rO, ßx=: Q. 

Wegen dieses Grenzuberganges heißt sie „confluente“ [entartetet] hyper- 
geometrische Funktion. Ihre Differentialgleichung lautet, wie man leicht 
durch den Grenzühergang (21) aus (18) folgert: 

+(v-e)g — <^F = o. 

wJ^ ^ Bezeichnung „confluente“ vor, zumal das 

Wort „entartet schon in verschiedenen anderen Bedeutungen festgelegt ist. 
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Das Kepler-Problpm, Serien- und Bandenspektren 


II. 2. 23 


Statt (19) gilt 

(28) — F {a. + 1, y + 1 , q). 

(Iq y 

Unter die Form der nicht-abbrcchonden Reihe (20) fallen die radialen 
Eigenfunkf innen di^s kontinuierlichen Wasserstoff-Spektrums (§ 7 und 9). 
DieReilu' brielit (bei der confluenten ebenso wie beider allgemeinen hyper- 
geomefriselK'n lUinktion) ah, wenn a gleich einer negativen ganzen Zahl ist, 
und liefert dann, allgemein gesprochen, die radialen Eigenfunktionen diskreter 
Spektren, z. B. des relativistischen Wasserstoff Spektrums (Kap. IV, § 8) 
sowie der Bandenspektren zweiatomiger Moleküle (dieses Kap., §11). 
Im vorliegenden Falle des nicht-relativistischen, diskri'ten Wasserstoff- 
Spektrums wird nicht nur a gleich einer negativen, sondern auch y gleich 
einer positiven ganzen Zahl, und F geht über in das Laguerresche Poly- 
nom oder eine Ableitung desselben. 

Wir b(!ginnen mit y -- 1, a = — /r {k ganz). Dann wird (22) identisch 
mit der Differentialgleichung (Uli) des Lagnerreschen Polynoms vom 
Grade k. Man hat also 

(21) hio) - (UF(-/o 1, (i). 

Hier ist die Konstante C nach der konventionellen Normierimg von 
gleich kl, wie unmittelbar aus (7) hervorgeht. 

Ersetzen wir k durch die ganze Zahl n -f l und wenden auf (2 1) eine 
(2 ? d" l)‘i^'Mige Differentiation nach q an, so entsteht nach (28) 

(2ö) + i + 2/ + 2 Q). 

Dies ist der Lagiierresclie Polyiioimal-Bestandteil d(‘r radialen Eigen- 
funktion im K(‘pler-Prohlem : das ersti' Argument — n -f / 4- 1 ~ 
vgl. (1.9a), zeigt an, daß es sich um ein Polynom vom Grade r/,. handelt, 
was wir im vorigen Paragraphi'ii verlangten. Nach (23) ist 

^ - ; - 1)1(2/ +"l)! "" (v - / - 1)1(2/ + 1)!' 

Auch die Hermiteschen Polynome fallen unter das Schema der 
confluenten hypergeometrischen Reihe, Wir bringen nämlich die Differen- 
tialgleiclnmg (22) mit der Differentialgleichung (I, 5. 11) der Hermiteschen 
Polynome \on geradi'm Index 7i ~ 2 m in Übereinstimmung, wenn wir 
in (22) machen (x ^ — la, y --- 1, Q ~ Infolgedessen hat man 

(26) I 

Hieraus folgt für ni -- 0, 1, 2 

H„{f)=-r,V = C,(l-2a. 

H,{i) = c,(l -7f2 + U*). 
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Dies Htimmt in der Tat mit (I, o. I3a) uberein, wenn man setzt (7^ = 1 , 
Tg — — 2 , 64 — 12. Für ungerade n™ 2 m — 1 tritt an die Stolle 
von (26) 

(■26a) 

Auch die Kugelfunktionen ordnen sich in die hypergeometri sehen 
Fiinktionen ein, allerdings nicht in die confluenten, sondern in die all- 
gemeinen von vier Argumenten. Vergleicht man nämlich Gl. (18) mit 
(I, 3. 2), indem man in letzterer Gh'ichung m = 0 setzt, so erzielt man 
Identität, wenn man in (18) wählt: 

a + 1, y 1, a: - Hl + i7) - - ^)- 

Zum Abbri^chen der Fi'ihe ist erforderlich: a oder ß i'ine negative ganze 
Zahl. Man selze etwaa — — also/? — / 1 . Gl. (18) geht dann über in 

(27) (1 - e) 'IßJ, - 2 ^ (' ^^+l(l + l)F = 0. 

was in der Tat mit (J, 3.2), \on den Bez(‘i(‘hniingen abgesehen, uberc'in- 
stimmt, wenn man d(»rt vi — 0 si'tzt und X aus (1, 3. 11) entnimmt. Mithin 
hat man für du' Leginidroschcai Kugelfunktionen eine Darstdlung mittels 
einer abbnM'henden und weitgidK'iid S})(‘ziahsierl('n hypergeoinetrischeii 
Reihe vom Typu^ fl 7): 

(•2H) i',(f) - /■’(- /. M- 1. 1. l{\-£)). 

I)er rechter Hand zunächst noch hinzuzufugeiid(‘ konstante Faktor be*"' 
stimmt sich zu 1 \ermoge der Bedingung 1\ ( 1 ) — 1 . 

Aus (28) erhalt man durch ///-malige Dilferentiation nach wenn man 
fortlaufend die Relation (19) aimmdet: 

4 = <'/'’(«» ^l,m + l + h m + 1, - ())> 

2”‘m! (/ - m)'.’ 

und hieraus dureli Jfultiplikalioii mit sin”' {h. 

(29) PT (^) - G (1 - -/,!// + / + 1, '/// + 1 , Hl - ^))- 

Also fallen auch die zu ge ordneten Kugelfunktionen unter das Schema 
der abbreclieriden hyjiergt'ometrischen Reihe. 

Scliließlich lassen sich auch die Besselschon Funktionen unter 
diese Form subsuinmiereii „als doppelt confluente hypergeometrische Funk- 
tionen“. Wir gelangten in (20) zu der „einfach confluenten Funktion“ F 
durch den Grenzuborgang 

ß — y 0 ® f — y 0, ß X — >■ Q, 



88 


. |)aB Kepler* Problem, Serien* Juid Bandenspektren II. 2. 30 
* 

Machen wir den weiteren Grenzübergang 

a->oo, ^->0, oiQ->a, 

und setzf'ii überdies y n wo n nicht notwendig ganz ist, so entsteht 
die Eeihe 

1 _L ^ ^ -4- ^ 

f! 2l (»r+ T) (n + 2) 

^ Diese wird mit der Eeihe in (I, 8. 24) identisch, wenn wir setzen : a = — 

^ Wir erhalten dalier nach Hinzufugung des dortigen Fukt( >rs((./2)7r(n+]): 

(a -> 00, ß 00 , 

(80) J„ (g) = ^ (^>ß,y, x) mit a/? a; -v - pM, 

|n; — 77 -f 1. 

§8 

Numerische und graphische Darstellung der Eigenfunktionen. 
Vergleich mit den früheren Bahn-Vorstellungen 

Wir gebi'n zunächst eine tabellarische Zusammenstellung der Eigen- 
funktionen des Kepler*] hoblems im Falle diskreter Zustände. Zur Er- 
läuterung der Tabelle schicken wir voraus: 

Nach den Fngleichungen (1.11) folgt aus n - ]; / =i*0, m = 0 
^und auch = 0, da nach (1.9a) stets gilt 

(1) /+7i,= rz-l. 

Ebenso folgt aus n = 2: entweder / = 0, m = 0, = 1 oder — 0, 

^ = 1, 7??, = 0 oder i 1 usf. Hiernach sind die ersten Spalten der Tabelle 
verständlich. 

Die Spalte für PJ” ist nach den Angaben bei Abb. 1 und 2 von S. 20 
klar. Es ist z. B. 

PI = sin § ^ = sin 

(1 cos 77 

Die Spalte für P ist nach (1. 16) und der Unterschrift von Abb. 5 bzw. 
der allgemeinen Darstellung (2.8) berechnet. Z. B. steht in der ersten 
bzw. letzten Zeile dieser Spalte 

R = z=: ~ e~ 

bzw. 

B = g^Lfe-i>l^ = ()'(- l)^5!e-e/2 =r ^ 120^“e-(42. 

Die »ächste Spalte gibt den nach (2, 16) berechneten Normierungsfaktor N. 
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In der vorletzten Spalte ist als unabhängige Variat)le nicht q, sondern, 
uni einen von n unabhängigen Maßstab zu haben, 


( 2 ) 


5 


gewählt, d. h. r ist gemessen in Teilen des ersten Bohrsehen Badius bei 
Z-fach geladenem Kern. Der Zusammenhang zwischen s und q ist dann 

nach (1. 18) 





s 

für 

n = 1, 

s 

für 

n = 2, 

2 


s 

für 

n — 8. 


Die tlberschrilb dieser vor- 
letzten Spalte bedeutet, daß 
zu der Normierungs-Fak- 
tor N hinzugenoinmim ist, 
mit Ausschluß der lAxktoren 
(Zjay''^ und welche 

sonst alle Zeilen dieser Spalte 
multiplizieren wurden. Das 
Vorzeichen 4- in der t Über- 
schrift deutet, an, daß wir 
das Vorzeichen von N zur 
\'(‘rfligung haben und durch 
Wahl desselben das fragliche 
Produkt für s = 0 bzw. 
seine Umgebung positiv ge- 
macht haben. 

Die letzte Spalte ent- 
hält die übliche spektros- 
kopische Term-Bezeichnung 
und die Zuordnung zu den 
Schalen des vollbesetzten 
Atoms (vgl. Bd. I, Kap. 4, 
S. 2ä0, Tabelle 19). Daß nach dieser letzten Spalte einem Wasser- 
stoff-Zustand vielfach zwei verschiedene Schalen entsprechen, hat seinen 


Fig. 9. Die Fururt'ii stellen den normierten 
.radialen \nleil von ^ dar, multipliziert mit 

dem Faktor — Der Fakt orn bewirkt, 

2 \ Zl 

daß die Kurven }j doppelt so große Ordinalen 
erhalten, als ihnen d^r Normierung nach 
zukommen, und dah die Kurven M ent- 
sprechend dreifacli iiherbolit erscheinen. 
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Grund darin, daß wir die durch das „Spin-Elektron“ bewirkte Differen- 
zi('rung bisher nicht berücksichtigt haben. 

In den Eign. 9 stellen wir den radialen Teil der Eigenfunktion graphisch 
dar. Bei ihrer Betrachtung fidlt die folgende Beziehung von großer All- 
gemeinheit in die Augen; Die Anzahl der Nullstellen zwischen den 
Grj'nzpunki en 5 -- 0 und .5 ^ oo ist genau gleich der radialen 
Quanten zahl ri.,. Die Kurven J\, Ljj A Ljjj und ü/jv + JlJy in Fig. 9 
haben keiiii' Nullsli'Ili' ; si(' entsprechen nach unserer Tabelle dem Falle 
n^. ~ 0. Bei Lj und A/jy ü/yjj gibt i'S j(' eine Nullstcdle; hier ist nach 
unseriT Tabelle — 1, die betreffenden NuIIstelkai liegen hei .s = 2 
bzw^ .s C). B('i Mj treten zwei NuUsiellen auf, entsprechend — 2; 
sie sind nach uusctit Tabelle g(‘geben durcJi 2 — IS F 27 ~ 0, liegen 
also hei s ~ ^ (8 I \>\). 

IVir h(‘haii])ten allgemein: Quantenzahlen (radial(‘, azimiitak* ukw\) 
liedeuten die Zalihm der Knot eiipunkt in d(‘r Eigimtun k tion, 
die zwMscheii den Grmizpunkten fiir die betn'ffeii de Koordin ate 
liegen. Man deiilo' an das Analogon d(‘r schwingenden Saite. Wf) die 
Ordnungszahl einer OlHuwlnvingung (‘Ixaifalls geiiK'Ssen ward durch die 
Anzahl der Knnt('npniikt('. di(' zwischen (hai ii'sfgehaltenen lOnden der 
Sait(^ liegen, 

T)er Beweis laßt sich allgnunein so fuhrcai: Es sei 2’^, I\, . . 2^ ein 

System zueinander ortliogonakT, zum Intervall (a, h) gehonmder Polynome 
vom Gr;i(l(' 0, 1, . . ., ??. derart, daß für jedi^s 7n ri gdt : 

h 

4) j 1\„ (.;■) 2F (x) p(x)(l X = 0. 


‘lahei hedeiiiet p eiiiv heladage, für x^ h nicht verschwindende, 
ilso etwa ]ios]ti\e ..Gewichtslunktion“ : die V koniu'ii geradezu als durch (4) 
lefiniert angi'si'heii wiTdeii. wobei diT numerische Faktor durch Hinzu- 
lahme ('iiu'r ('ntspn'chendcn Normierungs-Bedingung festzuk'gen w^äre. 

4an nehme nun an. daß 2^ nur r - v Wurzeln jj. .r._, zwischen 

und h besitze, und hildi' 

i) .d, - x^) (x - x^) ...{X - j, ). 

)aiin ist II, (x) 1 (x) eiiu' Funktion von einheitlichem Vorzeichen im Inter- 
all a hjs Ik und es gilt sicher; 

/) 

b J 1/» (x) p(x)dx 
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Andererseits laßt sieb (J^ aus den Polynomen Pq, P^, . . linear zu- 
saminensetzen : 

v 

(7) fb (^) — 

0 

Dann aber luußti' die linke Seite von (G) wegen (1) gleich Null werden. 
Infolgedessen ist v < tt uniiKiglicb. 

Du V - n nacb dem Fundamentalsatz der Algebra ausgeschlossen ist, 
so folgt mit Notwendigkeit: Jedes Polynom P^, eines dem Intervall 
(rt, b) zugeordneten orthogonalen Systems hat genau n Nullstellen 
zwischen a und h. 

Zürn Kepler-Problem zuruckkehrend, bemerken wir noch, daß die 
soeben benutzte (Tewichtsfunktion 'p mi Falk' unsen'r abgeleiteten La- 
guerreschen Polynome (l.lo) di(' Bedt'utung bat: 

j) {q) ~ i', 

wie man etwa aus (2. P2) ersehen kann. Vnser Satz l>ewährt sich natürlich auch 
bei der azimutalen Quantenzahl /. die im Falle vi ~ 0 den (Irad des Legen - 
dreschen Polynoms P^ angibt. Daß diesi's zwischen cos ~ -- 1 und -f 1 
gerade l Nullstellen besitzt, ist seit alters her bekannt und zeigt sich in 
Fig, 1 von S. 20 ; Pj — cos {) verschwindet einmal, P^ -■ { cos^ i) — ^ 
zweimal usf. 

Von den Eigenfunktionen y) gehen wir über zu den zugehörigen Dichten 
y) yi*, die war in Kap. 1, § 7, definiert haben. AVir beschäftigen uns zunächst 
mit der allgemeinen Symmetrie dieser Ladungsverteilung. Da sehen war: 
Bei den .s'-Termen, d. h. für l = 0 , ist die Verteilung kugelsymmetrisch, 
also unabhängig von 0 und (/>; bei den />-, (1-. . . Termen, d. h. für 1 'r-O, 
gleichviel, ob m ^ 0 oder 0 ist, wird sie axialsymmetrisch um die 
(allerdings nur rechnerisch ausgezeichnete) Polarachse — 0. Zu letzterer 
Aussage ist zu bemerken, daß sie sich auf die besonder!* Form der 

Abhängigkeit \on (p stutzt, bei welcher f y>* von 90 unabhängig wird; bei 
dem allgemeiner!'!! Ansatz^) 

+ -f- 

tritt an die Stelle der axialen Symmetrie offenbar eine axiale 
Periodizität. F(*rner ist die physikalisch unbestimmte Lage der Polar- 
achse (bi'i fehlendem ^lagnetfeld) zu beachten, so daß die fragliche Symmetrie 
oder Periodizität um jede Achse im Kaume statthaben kann. (Dies entspricht 
der räumlich unbestimmten Orientierung der Bahnebenen in der früheren 
Theorie.) 

D Wegen der Nonniening sind die hier eingefnhrten Konstanten a und h 
an die Bedingung gelmnden- 
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In Fig. 10^) wollen wir indessen nicht die Dichten seihst auftragen, 
sondern die jew(ds über die Kugelfläche vom Radiuss integrierten Dichten; 

(8) ^ = 5- j j V’ f* sin '^(Hd f/- ==-- S' Korni’ 

Die entstellenden Figuren sind in mehrfacher Hinsicht lehrreich: 



Vcranschauluhung der Iliclile-Verteilunf^ iii den verscluedeiieu Kigeuzustauden. 
Als Ordinate ist die kdinktion s-F~ anfgetrugen. wo F den gleiehen Wert hat wie 
in I'ig. 3 Die Jy Kurven sind deninueli vierfach (vgl. die t'nterschrift zu Ihg. 9), 
die Af-Kurven neunfach uherlioht. 

Zuiundist veranschaulichen sie, wi«' weit sndi die ,,Ladungswa)lke“ 
lusdehiit, in die sich du' Elektronenladung c nach Schrödinger aufhkst. 
Daß Q fiir .s’ 0 verschwindet, wahriaid in nadireren der Fign. 9 bei 

? ~ 0 (‘in Maxinium hatte, rührt naturhch von dem Faktor -s'^ in (8) her. 
Von s — 0 aus steigt o (‘iitweder direkt oder nach T^berschreitung kleinerer 
Vlaxinia zu einem Hauptinaximun] an, um von da aus exponentiell ins 
DnendliclK' ahzaifalleii. 

Wir können für jede dieser Verteilungiai eine Kugel von einem mitt- 
eren Radius .sv,, so di'fmieren, daß sie die Gesamtladimg in zwei gleiche 
Teile teilt. Die zugehörige Ordinate der Ladungsverteilung ist in die Figur 
dngetragen. sie liegt jiuveils in der Nähe des Haupt-Maximums. Wenn 
vir dieses .s'„, kurzweg als Schalenradius ansprechen, so sehen wir, daß der 

1 ) Dk^sc Eiguren, ehonso wie die Fig. 9, sind im weserit liehen einer Arbeit 
on L. l’iuiling, fVoc. Roy. Soc,. 114, 181 (1927), entnommen. 
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Eadius der K-Schale am kleinsten, die beiden Radien der L-Schale großer 
und diejenigen der i\/-Bebale am größten sind, ganz wie es den früheren 
Vorstellungen vom Sebalenbau entspricht. 

Besonders einfacii ist die Zuordnung zwischen den früheren Kreis - 
bahiK'ii und unserem jidzigen Bilde. Diese Kreisbaimen sind durch 
— 0 gekennz(‘i(;hm‘t, entsprechen also nach der vorausgehenden Tabelle 
den Schakm K, Lj^ + Mjy + My , . . . Die zugehörigen Kurven in 
Fig. 10 haben ein und nur ein Maximum an der Stelle s — 1 bzw. 4 
bzw. 9, . . . Diese Stelle stimmt nach der Bedeutung von 5 
genau mit dem Radius der Kreisbahn nach der alten Theorie 
überein. 


§1 

Mitbewegung des Kerns 

Wir haben bisher das Kepler-TVohlem als EinkorpiT-Probkan be- 
handelt und gehen nun zu dem eiitsprechendi'H Zweikorper-Problern über. 
Dabei müssen wir uns nach Ka]). T, § ß, E, in den Konfigurationsraum von 
sechs Dimensionen begebi'H, namljch in den Raum d(T Koordinaten • 
Elektrons und ^' 2 lh -2 Kerns, aus denen sich die Schwer- 
punkts-Koordinaten und die Ridativ-Koordinaten x yz zusammen- 

setzon. Die M'ellenfuiiktion des Chvsamtproblems zerlegt sich, wie wir 
sogleich zi'igen werden, in die Widlenfunktion rp der ,,Re4ativbewegung“ 
und X der „Schwerpunktsbewegung“: 

I X (^1 y, '1 ^2 y-2 h) =■- f y x (f »/O. 

U = a:, — Xj. . .. (m, + ?H,)f - in, x, + iii^ x, 

woh(‘i wir Elektronen- und Kernmasse mit und mg bezeichnet haben. 
Für y) gilt die Differentialgleichung (1,6. 18); wesentlich ist, daß die darin 
vorkommende potentielle Energie V — — c^jr nur von den Relativ- 
koordinaten xyz ahhängt. Nach dem Schema: 

d d VI. d d d 711,, d 

=,+ - - ^ 
dx^ d X vi^ -f 771^ d ^ dx^ d X m-, -f ni,^ d f 

folgt leicht: 

l d'^ W 1 d'^ tp 2 ^ y7 d X vi^ % 

vi^ d xf 7 /^ ö ^ ^vi^dx di (m, + 771,^^ ^ 

1 ^2 ^ ^ 1 ^2 2 d\p d X ^1^2 X 

771 ^ d x^ 771 ^ Ö X^ ^ dx d {vi^ -f- 771 ^)^ ^ d 
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In der Suimne heben sich die inittleron Glieder rechts heraus und man 
erhält in der Schreibweise von (I, 6. 18) 

S ,7 = (— + H i — y>Ax. 

Hierrius folgt mit den Abkürzungen 

, M --- Hl, -4- ///„ 

Wl+ Wj l ^ "'2' 

als Differentialgk'iehmig unseres Zweikorper-Problems: 


(3) i = 1 + I , 

VI m. 711.. 


m 


1 


2,a^^^’ + 2Jl/^’'^^ + /7CI'-r)vz = 0, 


wo „ich das erste I au) die Reiativ-Keordiimteu t y r., das zvveilc A auf 
die Schwerpunkls-Kourdiriaten f C hezielit, 

Nuniiiehr lal.)l sich die .Seiairaliuii der heideti liestaiidleile y< und v 
slatt vollziehen. Deiikl man sich niindicli (il. ()) durcli dividier) so 
enthalt lediglich das mittlere Glied die KoordinaI.en f. y, i Du-s Glied 
muß also gleich einer Konstanten sein. Bezeichnen wir diese Konstante 
mit - A-2/2d/ und definieren wir eine zwiute Konstante If, (Energie der 
Translation) nntti'ls der Gloichung 


so entstehen die zwei Gleichiingc'u 


(ö) 

( 7 ) 


y 




Z 


d'^y 
d if 


d\ 

n .2 ^ 




Gl. (fi) ist die M'ellengleichuug des kraftefreien Massen j.unktes 
Sie unterscheidet sich von Gl. (2.1) in Kap. I nur dadurch, daß in unserer 
etzigen Definition (5) voiiA- die dortige „Teilchoninas.se“ m ersetzt ist durch 
he „Schwerpunktsiuasse“ il/ .. Unser jetziges l bedeutet die Wellon- 

ahl der Sehwerpunkts-Beweguiig und hleiht unbestimmt wegen der Willkür' 
1 der Wahl des Bezugs-Systems. Gl. (7) andererseits ist mit Gl. (1. 1) in 
leseni Kapitel identisch, bis auf die Ersetzung von If durch If - W 
nfolgedesseii ubertragt sich alles von dem Ein- auf das Zweikörper-Prohlon!' 
■as wir Uber Eigenwerte und Eigen funktionen abgeleitet haben; ins- 
jsondere bleibt die Spektral-Gleichung (]. 10) erhalten, bis auf den Ersatz 
m If durch If - If, und der früheren Elektroneninasse ra durch unsere 
tzige, in (3) definierte „resultierende (oder reduzierte) Masse' ‘ m. Der e r s t e r e 
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Umstand hat keinen Einfluß auf die Lage der Spektralliiiien und bedeutet 
nur eine andere Normierung des Balmer-Terms ; bei der Bildung von Term- 
Differenzen hebt sich die Konstante IE, heraus. Der zweite Um- 
stand dagegen äußert sich in der modifizierten Bedeutung der Kydberg- 
Konstante li: 

E 

1 -{- rnjj'ni^ ‘ 2 //® 

Auf (he schone spektroskopische Bestätigung dieser Formel (durch die 
kleinen Abstände der Balnu'r- und Pickering-Linieii, Bd. L Kap. 2, S. 108) 
brauchen wir hier nur hinzuweisen. Die neue Theorie gibt davon ebensogut 
und mittels derselben Formeln Rechenschaft wie die alte Theorie. 

Nur die DeuUing ist jetzt nicht mehr so unmittelbar anschaulich wie 
früher. "Wir können nicht mtdir von den diametral zum Schwerpunkt 
gelegenen Bahnorten von Kern und Elektron reden. Und doch kann kein 
Zweifel sein, daß unser jetzigi's Resultat ebenso wie das fruluTe auf dem 
Schwerpunktssatz der Mindianik beruht. Dieser behält seinen Idatz auch 
in der Mikromechanik, wenn er sich hier auch nicht auf l\Iasseiipunkte, 
sondern auf kontinuierliche Massenverteilungcm bezieht (vgl. Kap. HI, §2). 

Wir wollen noch die Frage beantworten, welche ,,Ladungswolk(*“ . 
dem Kern im ZweikiirpcT-Problem zuzuschreiben ist: [daß die Ladungs- 
wolke des Elektrons relativ zum Kern wesentlich dieselbe bleiben muß wie 
im Einkörper-Problem, geht aus d(T gegen früher unverändertiui Wellen- 
gleichung (7) hervor]. Bei dieser Gelegenheit w(‘rden wir die in Gl. (I, 7. 21) 
giigebene Vorschrift erläutern, w(dche Ixa mehreren Ladungspunkteii die 
jedem einzelnen zuzuschreibende Ladungsverteilung definu'rt. Sie lautete, 
sogleich auf den PWll unseres Zweikörper-Problems spezialisiert: Man halte 
die Koordinaten X 2 1/2 -2 Kerns fest und integriere die Norm der Eigen- 
funktion W über alle mogliclmn Koordinaten des Elektrons. Mit e 

multipliziert erhält man so die Dudite O 2 der Ladungswolke des Kerns im 
Punkte X 2 {i 2 ~ 2 ' E)as liefert in uiisenan Pöille nach Gl. (I) 

( 9 ) 02 = 

Es ist aber eiiH‘ Exponentialfunktion vom Typus (1.2.5) und 

daher eine Konstante, die vor das Integral gezogen werden 

kann. Ferner könia'n wir statt , als Integrationsvariable x ~ Xj^~ X 2 
einfuhren, also statt (9) schreiben: 

^2 = llf 
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Das liier verbleibende Integral ist aber nach der Normierungs-Bedingung 
gleich 1. Somit ergibt sich 

^ Iz 01^ = ConA: 

Die Ladungswolke des Kerns ist gleichmäßig über den ganzen 
unendlichen Baum verteilt, und zwar natürlich mit der Dichte Null, 
da ja zu fordern ist 

j (?2 -Ci = <!■ 

§."> 

Auswahlregeln und Intensitätsfragen beim Kepler-Problem 

AA'ährend wir bisher die Zustände des Wasserstoff-Spektrums einzeln 
untersucht haben, wenden wir uns nun zu den tibergängen zwischtai zwvä 
Zustanden, kombinieren also zwei Eigenfiinktionen. Wir nennen diese, 
indem w'ir zum Ki'jik'r-I^roblem von drei Freiheitsgraden zuriickbebren, 

fnln, V’n' 

Di(' Koordinaten-iMatrixelementi' (elektrisch!' Älomt'nte M) hängen daher 
vuii si'cbs Quaiib'nzahlen ab. Wir benutzen die becpieiiK' Sclireibw'oise 
aus Ka]). I. § S. (il.(7b) und fassen die j- und i/-Koordmat(' komplex zu- 
^ammen zu x — / //, / — i. Wir erhaltiai so: 

((" Oh I J + I i/| w' /' ni') = f r mih? c"' y't'i'm' <1 t, 

( 1 ) ^ 

\ (// 1 m |: I a' /' m') == j r co,. VSecm' 

])('r Vollständigkeit wvgen si'i iK'iiierkt, daß die Diflerentialgleichung des 
Ke])ler-Problems selbstadjimgiert ist und daß daher du« zu adjun- 

giert!' Figeiifunktion, die wir nach I, §7, zu benutzen hatten, gleich der 
konjugierten ist, 

Di(' Integrale (1) lasst'ii sich je m ('imm r-B(‘standt('il und (vinen { ß, cp)- 
Bestandttil separieren. Jjetzterer stimmt m beiden Integralen mit den 
Matrixelementen des Botators 

Chnl'm' 

in Ka}). I, § 9, (d. (33) genau iilxTem. Infolgedessen können wir die dies- 
liezuglicht'ii Auswiihlregeln direkt aus den dortigen Gin. (84) und (35) 
übernehmen. Es sind nur folgende Übergänge erlaubt: 

< m 

■ 

m ± 1 

(2) ist die Auswahlregel für die azimutale Quantenzahl, w^elche 
die ganze Theorie der Serienspektren beherrscht, (2a) die Auswahlregel 

Sommerfeld, Atombau. II. , n 
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der äquatorialen oder magnetischen Quantenzahl, welche bei 
magnetischer Aufspaltung der Linien wirksam wird. Und zwar gehört 
der Übergang zur ^-Komponente des Matrixelementes, der Über- 

gang m -> w 1 zur x i ^-Komponente, wie S. 73 ausgefuhrt wurde. 

Was sodann den radialen Bestandteil betrifft, so ist dieser in beiden 
Gin. (1) der gleiche; wir nennen ihn 

(3) {nl\r\n'l') = dr. 

() 

Hier sind die Großen B durch (1. 16) gegeben, also von 7n bzw. iii' unab- 
hängig. was in der Schreibweise , sowie derjenigen des Matrixeleinentes (3) 
zum Ausdruck kommt. Pur V sind nach (2) nur die beiden W'erte ^ 1 

zu berücksichtigen. Es fragt sich nun, ob auch für den radialen Bestandteil 
eine Auswahlrege] gilt, welche die Übergänge der Quantenzahl ri^ oder, 
was dasselbe ist, di'r Hauptquantenzahl n beschränkt. Wir wissen, daß 
dies nicht der Fall ist; denn sonst gäbe es keine Serienspektren. Aber 
wir wollen es aus der Form dos Ausdruckes (3) zu verstehen suchen. 

Nach (8.8) hangen die Argumente q und q' von j und selbst 
noch von n bzw. ri' ab; sie sind nämlich 

2 , 2 r 

(4) — s bzw. — s, s ~ Z--‘ 

n n a 


Ausführlich geschrieben lautet (8) daher, mit Bucksicht auf die Dar- 
stellung (1 . 16) 


( 5 ) 


/ a \* /2\^ /2\'' 

{nl\r\n' /') = C S, G = ( -- ) (_)(_), 

' \Z/ \n/ \n / 

(2/-S 1) /2 \ T(2r4 1) /2 A />“ (7 + Vj. 




Wenn eine Auswahlregel bestünde, mußte sie, nach dem Ursprung der 
bisherigen Auswahlregein zu urteilen, aus der Orthogonalitäts-Bedingung 
der radialen Eigenfimktionen hervorgehen. Die.se Bedingung heißt nach 
•(2.10) bei Benutzung der gleichen Integrationsvariabein s: 


(6i 


' ins \ (,, 4 i )/2 \ 

y L„4, 


- (- + 4)» j 

\ji n / äfff = 


ds = 0. 


Es läßt sich aber (5) in keiner Weise auf (6) reduzieren, auch nicht durch 
die W^ahl V = l (die übrigens wegen der azimutalen Aiiswahlregel aus- 
geschlossen ist). Die Orthogonalitäts-Bedingung läßt uns also hier im Stich 
und hat keine radiale Auswahlregel im Gefolge. 
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Der eben gescliilderte Umstand erschwert auch eine allgemeine Be- 
rechn upg der Intensitäten. Wir beschränken uns daher auf die einfachsten 
Fälle, die Lyman- mid Balmer-Serie. 

a) Bei der Lyman- Serie ist im Endzustände n = \, also sicher 
I ~ 0. Im Anfangs-Zustande ist w' beliebig, aber nach (2) sicher 1' ~ 1, 
Also haben wir 


( 7 ) 


— s 
71 


= L[ (2s) ^ - 1 


[vgl. Fig. 8], 


+ r 


■&-) 



Aus (5) ergibt sich daraufhin, w’c'iin wir 2 .s/a' x als neue Integrations- 
variable wählen und weiterhin den {Strich bei n' fortlassen: 



Zur Ausführung dieses Tnl('grals bedienen wir uns des Kun^tgrilles, daß 
wir in der Exponentjallunklioii \ orubergiUend 1, (n -f 1) dundi (‘ine lie- 
liobige Zahl a ersetzen und schreiben 




/ n 


2/ (/a^ 


(I X 


Lu ti{x) ä X. 


Dreimalige partielle Integration, b(‘j d(‘r wir die \om Integralzeicluai freien 
tilieder tortlassi'ii koniK'ii, da sie bei den folgi'iiden Differentiationen nach a 
ohnehin fortfallen wurden, \erwand(‘lt dies in 


(10) S, = (x)</.r; 

mit Eiicksicht auf da* Darstellung (2.]) wird daraus 

(11) s = a-' f fi- f ‘J ‘ (i" + ' (■- ■'). 

u 

Weitere partielle Integrationen liefern 


— a® (a — 1)” ^ j x'* + ^ d x. 
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Fuhrt man y --- a j als neue Integrations- Variable ein, so entsteht 

(a-l)“" 


( 12 ) 


,S' 

also wird nach (0) 


(a-l)" + i f 
a"~ 


a — 1 ^ 

^ d ?/ = ~ f /I -f 1) !, 


(13) 


,S’ 


/" C , ,,''‘-1 

U) 


.4 


(ot — 1)’^ 


Wir fuhren die Differentiation \on A nach a sukzessivt' aus. Nach drei- 
lat man Ihm geeignett'r Zusammei 

(ii -f- 1) n (// — 1) A 1 




(■-j) 


Daraus entstiFt durch nuchmalige Differentiation 

1 v"-' 


A'^ 


in -f D ! 
in - 2) ! 


OL I 

a^' 


(17 4- 2 - la) : 


setzt man liier a — I (« ]) ein, .so wird 


also nacli (18) 

(14) 


.1'' - 

hl - 2) ! (ii + 1)" + ■ ’ 
(?7 — 2) ! (// 4 1)'^ ^ " 


Die (iroße (' aus Gl. (.1) wird in unserem Falle (ri 1 , / ~ 0 und 77 ' — n, 
/' = 1 gesetzt): 



Also Ist nach fl): 

(16) (l,0|ijml) = 4/7^ 


/uY[(77 4 1)!? (71-1)’^-' 
\zJ ( 71 - 2)1 (r7 4l)'‘ + ''‘ 


Zu diesiMii raiiiaJen Bestandteil des ]\Iatrixel('mentes haben wir einer- 
s(its den A\’inkel-Best andteil hinzuzufugen, and(*rerseits die Nor- 
mierungs-Faktoren des Anfangs- und Endzustandes. Wir betrachten 
z. B. die >Komponent(* des Matrixelementes [zweite Zeile von Gl. (1)], 
da wir voraussehen können, daß die x- und 7 /-Komponente dasselbe End- 
resultat ('rgeben müssen. Was die magnetischen Quantenzahlen vi und ?n' 
anlangt, so haben wir im Endzustände wiegen l = 0 auch m — 0 zu setzen. 
Im Anfangszustamh', wo ]' ~ 1 war, müssen wir ebenfalls ??ß ~ 0 wählen, 
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weil anderenfalls, d. h. für r/<' = 4 1, die s'-Koniponente verschwinden 
wurde. Der ^A'inkel-Bestandleil wird also: 


(17) j d 7 ) j cos § 74 (cos {}) 1\ (cos sin & 

n 

= 2 71 ^ cos^ § sin 'd'd § 


4 71 


Sodann benutzcai wir zur Bestnniiiuiig der Norinierungs-Baktoren 
Gl. (2. 16). Sie ergil)t 

für den Endzustand a — 1, / — 0, m ~ 0 



V» - * 

4-b 


1, 0, 0 

71 

\ II / 

lur d(‘n 

Anfangszustand //' — a, /' 

^ 1 , in' =- 0 



(u - 2) : 


71 wia/ 

»[(» + 1) H'’’ 

somit 



(18) 

V V - 

1 , 0 , 0 ri, 1,(1 — ^ \ ) 1 

71 \ a / } 

(hW'Ö)'! ] 

(»■1-1)! »U« +1) 


Indem wir (17) und (IS) mit (10) niultiplizienai und ipiadriiTi'H, en(^teht: 

250 /u 4 

' 8 ' Z/ [n 4 1)‘^« + ^'' 


' ^ ‘ 8 \Z/ (a~--2)! (// 4 l)--*" ’ '• 


Eni ^on liKTaus du' Intensität */ der Ausstrahlung zu erhalten, haben 
wir nach Anin. 1 \on S. dt!, Gj. (1) den Eaktor r~! \ tt r^ r- lunzuzufngi'n und 

mit 2 zu midtiphzieren, weil du' Ausstrahlung in jc'der Bichtung sich aus 

> 

den zwei dazu scmkn^chten Koinponenttm des Momentes 3/ bereidinet, 
du' unter siidi und mit gleudi sind. Die Bialeutung von |.l/|“ist dabei 
au< Gl. (Oa) \on S. 50 zu eiitmdiiiK'n : lur die hier vorkominende lliffiTenz 
(i),i - schreiben wir mi lolgeiidi'ii (». A\’ir erlialteii so: 


( 20 ) 


c2 0>* 

71 r- 


Nun ist für die a-te Linie der Lyman-S(‘rie 



also 

( 21 ) 


271 V = 271 c B 




1 ) (n + 1 ) 
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Man erhält d^her für die Intensität: 

(22) J-K 
' ^ ii{n + > ’ 


256 /e a\^ {2 7ic Ry 
S \Y) 


Asymptotisch fiir oo ergibt dies 

(23) J ~ 


wie man IxTcits aus dem Korrespondenz-Prinzip für beliebige Serien folgern 
kann. 

b) Bei der BalnuT-Serie ist im Kndziistande n ~ 2 und 1 = 0 
oder 1. Im ersten Palle gilt nach den Auswahlregein (1) für den Anfangs- 
zusland /' 1, im letztens Falle kann T = 2 oder J' = 0 sein. Wir 

haben also drei Möglichkdteii, widche in der allgemeinen Theorie der Serien- 
spektren als Hau})t st'rie, erste und zweite Nebenserie charakterisiert 
werden : 


n ~ 2, J - 0 

n' - 2 . 1 

v' p 2 

H. S. 


U = 2, / 1 

v' ■ - 2, /' 2 

}}' (1 -V 2 p 

1. N. S. 


M - 2, / = 1 
n' ■ 2, r =- 0 
n' s -> 2 p 

li.N.S. 


Die Inten^itaD-Bechnmigc'n lassen sich auch liier nach dem bei der 
Lynian-Serie biaiutzten \'erfahren durchfuhren, werden aber etwas um- 
ständlicher. Wir geben nur die Besultate an, wobei wir >latt n' wieder n 
schreiben: 



H.S. 

J = K 

4 ~ ]) (n ~ 2)^»' “ 

1. 



n (r/ 4- 2)''«« 

2. 

1. N. S. 

J = K 

32 1 / (n^ — 1) (n — 2)^ ~ ■'* 




3(a -f 2)‘-^“ "^-‘~" " 

8. 

11. N. S. 

J -- A' 

n (n - 2)*^«-^ 


• Als Summe aller drei TidPerien (nicht aufgeloste Feinstruktur) erhält man 

1. + 2. + 3. .1 = K % ”A V 

?i (a -h 2)^" + ' 

Die Formeln für die Lyman- und die summierte Balmer-Serie sind 
zuerst von W. Pauli berechnet und von Schrödinger^) mitgeteilt, zugleich 
mit einem allgemeinen Verfaliren zur Keihendarstellung der betreffenden 


D Am Ende der III. Mitteilung, Arm. d, IFys. 80, 437 (1923). 
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Matrix-Elemente. Sugiura^) hat die Rechnung vervollstäni^igt und u. a. 
auf die Paschen-Serie R — — aj erweitert. Die allgemeine Formel für 


den Übergang —l hat Gordon^) in der Form hypergeometriBcher 

Reihen aufgestellt. Die Teilserien der Balmerlinien und einer großen Zahl 
höherer Serien berechnete A. Küpper^) numerisch. Die Kenntnis der Teil- 
serien ist erforderlich, um den Vergleich mit den besser beobachtbaren Alkali- 
Serien durchfuhren zu können. Absorptions-]\Iessimgen in der Haupt-Serie 
der Alkalien und deren theoretische Deutung verdankt man in erster 
Linie B. Truinpy^). Beim M'asserstoff selbst ist die Übereinstimmung 
zwischen Meßung und Theorie aus experimentellen Gründen weniger be- 
friedigend 


§6 

Der Zeeman-Effekt. Dia- und Paramagnetismus 

Der normale Zeenian-Efh'kt, wie (^r zuerst von H. A. Lorentz theo- 
retisch begründet L-,t, tritt nach uiisitit heutigen Auffassimg nur l^ei wirk- 
lichen Singulet t -Li nieii auf. Das Mild t^hergänge zwischen zwei Zu- 
ständen, in deren jedem der n'suItuTemh* Elektronenspin zu Null kompen- 
siert ist, vgl. Bd. I, S. ßöO. B(‘is])i('l: Parhelium mit zwi'i Elektronen von 
entg(‘gengesetzt geri(*htetem Sjun. Du' M asM'rstoff-Linieii, bei dtmen man 
Iriiher normalen Zeeman-Effekt vermutete, geboren nicht zu ihiit'ii und 
zeigen in schwachen MagnetteldiTii den anomalen Zeemaii-lCffekt der 
Alkalien: ('r^t in >tarken Magiudfekh'rn nähern sie sich (vermöge des 
l’ascheii-Back-EffekU's, Bd. 1, Kap. VIII, § 7) dem Linientypus des nor- 
malen Zeeman-Effektes, Behandelt man aluT dt'ii Zeeman-Effekt des 
Wasserstoffs nach der Schrödinger -Theorie, die den S{)in nicht kennt, 
kann man begreif licluTweise für alle Magnethdder nichts anderes als den 
normalen Zeeman-Eifekt finden. Dies werden wir in diesem Paragraphen 
zeigen. Am Schluß d(‘s^elben werden wir sehen, wu* man vom Ein-Elek- 
troneri-Problem, uiittT dauernder Vt*rnachlässigung des Siiins, zum Mehr- 
Elektronen-I’roblem diT Singulett -Linien ubergeht, wodurch erst das 

V Y. Suginra Jourri. de ])hys. 8, 113 (1927). 

“) AV. (iordon, Ami. d. PhvB. 2, 1031, 1929; vgl. auch P.S. Epstein, 
Nat. Ac. 12, November 1926, und L. M. McLean. Phil. Mag. 18, 846 (1934). 

^) Diss. München, Ann. d. Phys. 86, öll (1928); Korrekturen dazu bei 
L.H. Maxwell. Phys. Rev. 38, 1664 (1931); vgl. auch F. (1. Slack, ebenda 
31. 627 (1928) und H. Bethe. Handb. d. PhyB. 24. 1. 442ff. 

♦) ZS. f. Phys. 42. 327 (1927); 44. 675 (1927). 

^) Literatur bei Bethe, 1. c., S. 460 ff. 
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eigentliche Aiiwendtaigsgebiet der jetzt zu entwickelnden Formeln auf- 
gezeigt wird. Für den wirklichen Zeeinan-PIffekt des '\\'asserstoffs und der 
Alkalien müssen wir auf die Dirac-Theorh', insbesondere auf Kap. 5, §9, 
verweisen. 

Die wellenniechainsclK' Behandlung des n o r in a 1 en Z e e m an - E f f e k 1 e s 
gründet sich auf Gl. (I, 6.5a). Diese Gleichung bringt den Einfluß des 
Magnetfeldes durch das Glied grad f) zum Aufdruck. Bei einem homo- 
g('nen Magnet leide H ])arall(d der :'-Achse setzen wir 

( 1 ) X. % --- 0 . 

Dann wird nämlndi nach der Formel § = rot 91: 


§0- = Öu “ S>z =~ 

Mit (1) bereclinen wir 


{' 2 ) 


(91 grad y)) 


2 ' dii 



Die rechts in der Klammer stehende Große ist aber hei Einfulirung von 
Polar-Koordmaten r, i), (p gk'ich d yjjd (p, wie man leicht nachrechnet^). 
Also gilt auch: 


(9( grad f) 


H dxp 

¥ dq ' 


und Gl. (J. 6. 5a) geht über in: 


(3) 


A f 




h 


Dabei haben wir für die Elektronenniasse, um eiiler \'erwecb>lung mit der 
magnetischen Quantenzahl m vorzulHuigen, // gesclinelH^n. Zur Integration 
machen wir den (nicht nur für das (’oulomb^che. sondern für ji*des 
sphärisch'symmetrischt^ Potential V gültigen) Ansatz: 


(4) 


xp = liPT (cosi?) c'’”'^. 


Die exponentielb' Form der Abhängigkeit von rp ist hier notwendig 
.und nicht, wie beim Kepler-Problem ohne Magnetfeld, nur durch Be- 
quemlichkeits-Rücksichten dikti(!rt. Denn wir konnten Gl. (3) wegen des 
Gliedes mit dfjdrp überhaupt nicht durch Separation lösen, wenn wir 

m(p statt schreiben wurden. AVir haben liier zum ersten Male 
sin 

einen Fall vor uns, wo die komplexe Form von tp durch die Xatur des 
Problems bedingt ist. 


D Als Spezialfall einer viel allgemeineren Rechnung in Zusatz 12, Gl. 16. 
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Tragen wir (4) in (3) ein, ho entsteht als Differentialgleichung für 

(5) J y + r]v. = o. 

Diese Gleichung nimmt die gewöhnliche Form der Schrödinger-Gleichung 
an, wenn wir darin substituieren: 

( 6 ) + 

^0 bedeutet die Energie in dem entspreclu'iideii Prohh'in ohne Magnetfeld. 
Infolgedessen übertragen sich alle Ergidmisse des § 1 über Eigt nwi'rte und 
Eigenfunktionen: Die Zustände mit und ohne Magnetftdd unter- 
scheiden sich nur durch d(‘n Wert d(‘r Energics nicht durch 
die Form der Eigenfunktionen, Dies ist das widleiimechanische 
Analogon d(‘s Larmorsclidi Satzes. Fuhren wir noch die Larnior-Prä- 
Z(‘ssion (‘in [Bd. I, S. 300. (il. (2)]: 


so besagt 1) Gl. (0) 

(8) 11^ ir„ -f fnoi w. 


Von der ruumlichen t/oFunktion in ( I) g(‘lu‘n wir über zu der raum-z(‘itlichen 
Funktion y durch i\lultiplikati(»n mit 

ir ir 

(b) r ü) " -{_ 0 )/, a/, 

n h 


wolle] das negatne \Orz(ach(‘n von / mit dem iK'gativeii Vorzeichen \on i 
in Gl. (3) korres]iondi(‘rt (vgl. hierzu S. lö). Wir (‘rhaltiui so aus (4j 

(10) = 7/ (cos i9)c' 


Der Zustand labt sich hiernach lieschreilK'ii als eine zirkulare Schwin- 
gung, welche um die Kichtung der magnetischen Kraftlinien 
umläuft. Di(‘ Schwingungspliase ist nnp —o)!, du' Phas(‘ng(‘schwindig- 
k(*it also 


(11) 


(1 (f (i) 

(1 i m 


Wir wissen aber (vgl, z. B. S. 12), dab du* Phasengeschwindigkeit nur 
eine Kechengröbe ist und Aon der zufälligen Normierung der Energie ab- 
hängt. Wir gehen daher zur Gruppengeschwindigkeit über. 


G Man beachte, daß m den vorangehenden (llii. (3) his (6) e mit nega- 
tivem Vorzeichen zu re imen ist. Die^ geht aus Kap. 1, § G B und ins- 
besondere aus Zusatz 3 hervor. Zum Unterschiede davon 1 edeutet |cl m 
tfl. (7) den numerischen Wert der Elektronen ladung. 
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Vergleicht nmiPuriHeren Ansatz (10) für die fortschreitende zirkulare 
Welle mit dem Ansatz (10) in Kap. I, § 2, für die fortschreitende lineare 
WVlle, so ('rkennt man, daß m die Stelle der friiheren Wellenzahl k vertritt. 
In der Tat bedeutet ja m die Anzahl der Wellen, die auf den Winkel 2 jz 
kommen, so wie A die Anzahl Wellen bedeutet, die auf die Länge 2 7i ent- 
fallen. AVill man also zur Phasengeschwindigkeit a die zugiLörige Gruppen- 
geschwindigkeil h berechnen, so hat man nach (I. 2. M) zu bilden 

, dco 

j ■ 

dm 

Der rechts stehende Differentialquotient ist aus Gl. (9) zu entnehmen, 
w(‘]che sozusagen das Dis])ersionsgesetz für unsere zirkulare Welle angibt, 
d. h. die Abhängigkeit d(r Frequenz von der , .Wellenzahl“ m. Diese ergibt, 
da ll'y von in unabhängig ist: 

, d (o 

( 12 ) = = Ml, 

d ni 

in Wortdi; Di(' Grup])engeschwindigkeit unserer zirkularen 
W(‘lle ist gleich der wohlbekannten Winkelgeschwindigkeit 
der Larnior-Prazession. Ks hegt nahe, wie bei der ebenen Welle in 
Kap. 1 aus der Gnqiiiengeschwindigkcit auf die Bewegung der ^laterie 
zu schheß('n, also anzunehmen, daß die Larmor-Präzession auch jetzt 
als Fdektronen-Thnlauf zu deuten sei. Wir komimm hierauf miten bei 
Gl. (20) zurück. 

Zunächst muß noch (hu» gewisse Schwierigkeit aus dem Wege ge- 
räumt werden: Wir haben in Gl. (12) nach der Quantenzahl in diffiTentiert, 
wie wenn es sich um eine kontinuierlich veränderliche Große handelte, 
während doch vi durch die Eindimtigkeits-Forderung für y.) ganzzahlig 
festgelegt ist. Zur Auflösung dieses Widerspruchs müssen wir auf die all- 
gemeinen Erörterungen in Kap. III vorausgreifen. Wir werden dort zeigen: 
Wenn die Energie als Eigenwert scharf bestimmt ist, wird die Zeit -Koordinate 
des Elektrons unbestimmt und die Bahn- Vorstellung verwaschen. Wollen 
wir jetzt umgekehrt etw'as über den Fmlauf des Elektrons erfahren, so 
^müssen wir di(' scharfe Bestimmung der Energie aufheben. Nach Gl. (8) 
kommt m in der Energie W vor: indem wir in kontinuierlich variieren, 
wird auch W kontinuierlich verändert. Dies ist notwendig, damit wir 
überhaupt von einer Gruppengeschwindigkeit als Umlaufsgeschwindigkeit 
des Elektrons sprechen können. Wir sehen also, daß die scheinbar uner- 
laubte Differentiation nach in zusammenhängt mit der in ICap. III zu 
besprechenden ,,Unschärfe-Kelat]on“. 

Übrigens tritt dieselbe Schwierigkeit schon bei der geradlinigen Be- 
wegung des Elektrons auf. Auch hier wdrd ja nach deBroglie die Ge- 
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schwindigkeit v des Elektrons durch Differentiation nach der Wellen- 
länge X (bzw. ihrem Beziproken, der Wellenzahl k) gewonnen. Dabei ist X 
zwar kontinuierlicher Werte fähig, solange wir das Elektron im unbegrenzten 
Baume betrachten; sofern wir es aber in einen Hohlraum eingeschlossen 
denken, sind auch hier die X diskret festgelegt, analog zu unserem m im 
Zeeman-Effekt. Die Zuordnung der Gruppengeschwindigkeit v zur Elek- 
tronenwelle erfordert also auch ini Falle des Hohlraums die Aufhebung 
dieser diskrc'ten Festk'gung und macht es nötig, der Wellenlänge A, ebenso 
wie unserem einen kontinuierlichen Spielraum zuzusclireiben. 

Wir können nun leicht zeigen, daß unsere wellennuichanische Be- 
handlung (b's normalen Zeeman-Effektt's all(‘ Besultate enthält, die wir in 
Bd. T. Kap. ß, § i, aus der früheren Theorie abgeleitet hatten. Nach Gl. (8) 
ist die magnetische Zusatz-EnergH' .Hb gt'gelxui durch 
(13) j ir = ir - ii\, = 

Dies ist (\()n kkani'H Anderungcai in der Bezeichnung abgesehen) mit Gl. (22) 
von S. 305 m Bd. I id('ntiscb. Iiuh'm wir du* Differenz zwischen (‘inem 
Anfangs-Zustande 1 und (MiK'in IGid-Zustande 2 ladimen, erlialt.(‘ii wor für 
du‘ magiK^t iscb(' AiuB'rung der Sch wingungszabl v nach der 
Fr(‘(jU(‘nz-Bedmgung 

. A ir ~ .1 W ffi. — HU 

^ ' n«,., 

h ln 

oder mit Biicksiclit aui (7) 

(13a) zl r ^ (///j — • 

ft An r 

Dk's i>t-die frühere (d. (21) \on S. 350 in Bd. I. 

Die tdierlegeiiluat der neuen (M(‘thod(‘ gtgeiiuher d(*r ulten z(‘igt sich 
nun al)er dann, daß wir ]('tzt amdi die Amwalil- mid Polarisationsregeln 
au^ demsellK'ii matheiiiatiscdieii Scheira erhalten wh* die Energiewerte. 
Da die Ihgiailunktioiu'n und die mit ihiuai geliildtdeii Hatrixekanente der 
Koordinaten dieselben Miid wie Ih'Iiii Ke])ler-]Tohk'm ohne ^Magnetfeld, 
koiiiH‘n wir uns bezüglich der Auswuililregel Jur m auf § G. Gl. (2) berufen. 
Diese lu'sagt. daß nur du' ÜluTgänge 



mit einer von Null verschithenen Intensität (als Dipol- Stralihmg’) auf- 
tnden kiinnen. (i leichzeitig können wir die zugehörigen Polarisationen aus 
diT an gleicher Stelle angegelxuam Zuordnimg dieser Übergänge zu der 
r-Komponente bzw. d(‘r x f //-Komponente des Matrixelementes ent- 
nehmen. Beim Übergange m->in entsteht hiernach eine Schwingung, 
die linear nach der c-Achse (= Achse des Magnetfeldes) polarisiert 
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ist. beim Übergangs m -> m 1 je eine zirkulare Schwingung in der 
Ebene senkreclit zum Magnetfelde. Im ersten Falle wird — 7^2 — 0 
und nach Gl. (13) d r = 0 : im zweiten Falle ist 7n^ — == i E also nach (13) 

(18b) Jr = ± - . - - 

fl 4 7tc 

Damit haben wir das normale Lorentzsche Triplett abgeleitet, ent- 
sprechend Fig. He von S. 31S in Tid. T. Man t'rhält nun auch durch Aus- 
wiTtiing der betreffenden Matrix-Elemente die InteiiMlaten der drei 
Tri})]elt-Koni])onenten, nämlich bei transversaler Beol)achtung eiiu' dopyielt 
so grobe Inteiisitiit für die Mittelkoniponente, als für jede der lieiden Si'iten- 
komjioiuaitt'i] 

Dies folgt uninittelliar aus den Gin. (10) und (T2) in Kayi. I. §0. wenn 
man beru(*ksichtigt, daß bei transviTsaler Beobachtung z. B. in d(*r //- 
liichtung nur die f-Koinyionente, also nur dit* Halft(‘ (h'r in (T2) Ik*- 
rechneten Intiaisitat wahrgenoininen wird. Wir iH'nuTken dazu ausdruck- 
hch Wie schon S.73: Der Zei'inan-lG'h'kt unter>che]di'l nicht zwischen 
den verscliK'denen erteil der Zustände, sondern nur zwmclu'n den 
verschu'deneii rbergangstypen ?/<->;//, vi ni —1 und ni ))i t 1. 
Alle Fbergange m m fallen in die MittelkonipoiK'nti'. alb' Fln'rgänge 
m m “ 1 in die ('ine odt'r amh'rt' Si'ilenkonipoiK nb' ziisainnu'ii. Daher 
sind bei der Intensitats-Berecbnung di(“ nach ni sunimK'rltai ForiPeln 
(10), (42). 1. c.. nicht die uiisumniK'rten Fornadn (3S) zu beiiutzi'H. 

In §3 betrachteten wir die ]jadungsdicbt(' q Inam Keph'r-Froblem und 
verglichen ihre Ausdehnung in radialer Kiciitung mit dtai Bahn-Dinieii- 
sioneii dt'r alteren TIkmtu'. Wir wollen jetzt die Ladungsdichti' beim 
Zeeinan-Effekt betracliten und zwar insbesondere ihri' Winkel-Al)- 
hängigkeit imd diese vergleichen mit der von dt'r älteren Theorit* be- 
hauyiteten raum liehen Orientierung der Bahnen. Nach Gl. (1) haben wir 


der r/'-Bestandteil ist liier herausgefallen, der r-Bestandt('il interessit'rl uns 
jetzt mellt. Wir beschiittigen uns also nur mit dt'in durcli gegebenen 
lEBestandteil. i\[an liat der Beihe nach: 


\ - 0 , 
l = 1 , 


l - 2 , 


VI — 0, = 1, keine Winkelabhängigkeit 

p/i — 0, P^ = cos^ §, Bevorzugung von d = 0 ’), 

= :i: E P^ = sin‘^ ^ : 

jm = 0, p2 := («cos^^-’)^ „ „ — 

n 4u. 3 7r/4. 

,, ^ ~ Tlß. 


711= 41, P2 =^9silF79cOs‘->t?, 

Iwi = i 2, P2 = 9 siiP 


0 Die zu # = 0 diairieirale Richtung # ~ ti ist hinzuzu denken. 
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Die f()lgend(?n Figuren zeigen für ein gegebenes r die Dichte g im Polar- 
Diagramni als Funktion des Winkels Sie sind zu vergleichen mit den 
Fign. 29 in Bd. I, S. 133 (das dortige j entspricht unserem jetzigen l, das 
Analogon zu l = 0 unsertT jetzigen Fig. 11 kam dort nicht in Betracht). 
Fig. 11a faßt die beiden Unterlalle von / = 1, nämlich m = 0 und 
in -- J- 1 zusammen und ist mit der früheren Fig. 29a zu vergleichen. 



ho, m^o 
Fig. 11. 



/ 2 , 1 
Fig 11c. 



Dk' I-’ig 1 1 bis 1 1 (1 sind maßstal)lichgcz<'ichn('l für die ..aut Eins noimier- 
ten“ Kugidfiinktioiieii, d li. unter J Imzunalimi' des Noinneningstaktors 

2 / • 1 (/ — /a ) ' , , 

A’“ - , zu ^ Nur’ Fig 11 b ist im V(‘rhallnis 2. 1 

2 (/ — aO' ' 


gege-n die nbrigi'ii Figuren verkleinert. J)ie Pfeik' sind, "vsoe im Text 
vermerkt, seiikreclit gegen die Haupti'rsi reekung der F'igur eingetragen. 
Fig. 11 hat keinen Pfeil, well sinne Hiclitung unliestimrnt wäre. 


Wir haben zwei aiisg(‘Z(‘i(‘hm‘te Biclit imgcai für die Aufentlialts-Wahr- 
scliendiclikeit des l'dektroiis, iiamheli \) 0 bzw. 7i und /> -- .'t/ 2. Die 
Normalim zu diesen Picht uiigeii, die di'ii Momeiittmiifeilen der früheren 
Figur enlsjirecheii, sind auch jetzt durcli l^feile markiert. Diese IBeile 
stimmen mit jenen uberein, aber di(‘ Baliindienen, die frulier scharf 
gedacht waren, sind jetzt verwaschen. Die frühere Fig. 29h ist jetzt 
der Deutliclikmt wegen in die drei Fig. 11b, 11c, 11 d auseinandergelegt. 
Der Pfeil in Fig. 11 d hat die Pichtung = 0, derjenige in Fig. 11b ist 
unter i} ^ .'r/2 gi'zeichnet (unter Nicht-Berucksichtigung des sekundären 
Maximums chu Aufeiithalts-Wahrscheinlichkeit hei /> = 7r/2); beide 
haben ihr Analogon in Fig. 29 b. Die Pfeile in Fig. 11c sind unter ^ = nji 
und 3 7 r/l geneigt; si(‘ liabeii ein ungefähres, aber nicht genaues 
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Analogon in den Pfeilen vom Neigungswinkel arccos in Fig. 29b. 
So geht es fort: Die Zahl der ausgezeichneten Stellungen stimmt in beiden 
Theorien genau, ihre Lage ungefähr uberein. 

Wir kommen der Vorstellung der früheren Bahnumläufe näher, wenn 
wir jetzt n(d)en der DicKte auch den damit zusammenhängenden Strom 
(spezifischen Strom j, über die ganze Ladungswolke verteilt) betrachten. 
Dieser ist gegeben durch Gl. (L 7. 7). Wir berechnen die einzelnen Kom- 
])onenten des Stromes nach den Kichtung(‘n der Polar-Koordinaten r, {), (p. 
Zunächst ergibt sich 

(17) ]r - hv - 0. 

Beim Beweise benulzen wir 

(18) grad,- = — , grad,-, ~ grad = . 

dr r 017 ' r sm it d(p 

Wir bildtm nach Gl. (4) 


(18a) 


u* grad, u ~ li ~ [P"' (cos ?!>)]- ~ u grad, u*, 

R~ (1 

n* grad , 9 u ~ — P”* (cos §) -- P"' (cos §) — u grad . 9 w*. 
r d if 


Daraus folgt, dab der erste Summand auf diT rechten Seiti' von Gl. (I. 7. 7) 
in der r- und i9-Koinponente verschwindet. Ki)enso d(T zwiate Summand. 
Denn es ist nach Gl. ( 1 ) und mit Rücksicht auf j -- r sm // cos (p, 
y r sin d sin (p: 


(19) 


1 ^,. Mii COS 97 -f .sin ^ sm (p%y ~ 0 , 

=r- cos § cos 9 ' 4 - cos sin 9 ) '21 y ~ 0 . 

Somit verschwindet auch der zweite Summand in (1. 7. 7); Gl. (17) ist also 
verifiziert. 

Anders für du' rp-Richtung. Für diese gilt 

[Pr(cosi^)p _im\ip\^ 

r sin '{} r sin '& 


(19 a) 'a*grad,„'a = - 


(19 b) 




— sm q) + cos qi | H r sin {}. 


( 20 ) 


hp 


‘ivr- 


Jetzt sind beide Glieder auf der rechten Seite von Gl. (I. 7. 7) von Null 
verschieden; diese Gleichimg liefert (mit // gleich Elektronenmasse): 
h m \ip\'^ vH 

H r hin 2 /IC 

Das zweite Glied zeigt die dem Atom aufgeprägte Wirkung des 
Magnetfeldes. Wir erkennen darin die Larmor-Präzession o)j^ aus Gl. (7) 
und können dafür schreiben 
( 20 a) V I y p, i) =: (jt)^ r sin 
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V ist die Linear- Geschwindigkeit, mit der die Dichte ^ == um die 
Achse des Magnetfeldes herurngefuhrt wird, nämlich gleich der Winkel- 
geschwindigkeit (der früheren Gruppengeschwindigkeit b = a)^), multi- 
pliziert mit dem Abstand von dieser Achse, welcher für den Punkt r, (p 
beträgt : r sin 

Das erste Glied von (20) dagegen zeigt die ordnende oder aus- 
wählende Wirkung des Magnetfeldes auf die im Atom ohnehin 
vorhandene elektrische Strömung oder, wie wir auch sagen können, 
die Strömung im Limes H = 0. Ohne Magnetfeld hätten wir keinen 
Grund, die Eigenfunktion mit exp (+ Oii </») vor derjenigen mit 

cos 

exp (— im (7^) zu be^■orzugen. Wir hätten also auch ?n r/> benutzen 

sin 

können, in welchem Falle der in (19a) berechnete Ausdruck n* grad,^ u reell 
werden wurde. Dann wurd(\ ebenso wie di(‘ r- und ?9-Konip()nent(' auch 
die r/i-Koinporienie d(‘s Stronu's ini (('iitarteten) Kepler-Problem ver- 
schwinden. Erst das Magrudield untiTscbeidi'l die b('iden Umlaufs- 
richtungen d('S IGekiroiis (d.h. du* beidtu Ansätze und verschafft 

ihnen im Zeeman-Eflekt verscliH'deiH' Jtnergieiiiveaus (Eigen werti*). Die 
vorstehende Hechnung ist also vollkomnu'n k'gitini irn Falle eines Magnet- 
feldes H und daher auch im Limes H — 0, wo die Eigenfunktionen des 
Zeenian-IO'fektes in die des K('})ler-Problems ubergehen, alx'r die Richtung 
des Magnetfeldes physikalisch ausgezeiiLiiet bleibt. Die.^ (*nts})richt durch- 
aus dem Verfahren der älteren Theorie bei der räumlichen Quantelung: 
>Wir mußten in Bd. J, Ka]). 11. §8, das Kejiler-Problem ausdrücklich als 
Lim H - 0 des magiu'tisch beeinflußten fVobleins uuffasseii. 

Fm den ^’(Tglelcll mit den dortigiai Ergebnissen quantitativ zu machen, 
gehen wir von der Strömung im Limes H — 0 über zu ihrem magnetischen 
Moment M, dessen Achse natürlich du‘ Richtung {9—0 hat. Wir be- 
reclmeii es nach der Regc'l; Magiudisches Moment — Stromstärke (elektro- 
magnetisch) mal umflossener Fläche. Dem spezifischen Strome (..Teilchen- 
strom“) entspricht im ,, Querschnitt“ do (senkrecht zu (p) die Teilclien- 

Stromstärke d er und daher die elektrische Stromstärke ~ da {e elektro- 
statisch gemess(m) ; die umflossene Fläche ist jt sin^ Der Beitrag von 
da zum magnetischen Moment wärd also nach dem ersten Gliede von 
Gl. (20) rechts: 

d M = ~ — vi j wl^ Jt r sin d a = — - mlwl^dr, 

fi c 

wo d T = 2 TT r sin {}do den Rauminhalt der kreisförmigen Röhre bedeutet, 
die aus d a durch Rotation um die Achse t? = 0 entsteht. Aufsuramierung 
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aller solchen 
I IV'P'^T = 1: 


Beiträge liefert wegen der Normierungs-Bedingung 


( 21 ) 


M 


e h 

— - - 7n. 

fj. djTC 

AVir fmdeii also genau m ,,Bnlirsche Magnetoneii“ [vgl. Bd. I, S. 189, 
Gl. (18), wo j statt Ul und tu statt // geschrieben war]. Diese einfache wellen- 
i]iechanisch(‘ Begründung eines durch dje frühere Quantentlu'orie geforderten 
Zusaujmenhanges sehen wjr mit Fermi^) als eine schöne Bestätigung des 
Schrodingerschen Ansatzes für Strom und Ladung an. 

Statt des magmdjschen Momentes können wir in analoger Weise auch 
das Impulsmonient des Teilchenstromes berechnen, nach der Regel: Impids- 
moment = Masse mal Tialclumstrom mal Radius des Stromkreises; das 
Impulsmona'nt 3Jl ist dabei ebenso wie das magnetische Moment M um die 
4 -Achse zu rechnen, der Radius also gleich r sm // zu setzen. Man erhält als 
Beitrag der kreisförmigen Röhre vom Rauminhalt d r für Lun H ~ 0 
— /q,^rsin = hm | 
und durch Auf summieren aller Kreisruhren 


3R, hni, 

aucl) dies in tBiereinstimmung mit der älteren Theorie, nach der 2 7 t 2R, 
gleich einem Vielfachen von li sein sollte. 

Neben dieser Übereinstimmung müssen wir aber auch den Gegensatz 
her\orheben, der zwischen Wellenmechanik einerseits und räumlicher 
Quantelung in der alteren Theorie anderer.-eits besteht. Nach letzterer sollte 
nicht nur 2;7-TR2, ^oi^dern auch 2 tt 511 (951 — Gesamt -Drehimpuls) ein 
Vielfaches von h sein; so daß d(T Winkel a (5R :) wohldefinitTt 
wäre', vgl. Bd. 1. S. 182. Gl. (8). Das ist wellennu-chanisch nicht 
mehr richtig: zugleich mit der Bahnvorstellung geht in der Welleii- 
inechanik die Vorstellung einer definierten Richtung d(!S Bahn-Im])uls- 
moinentes \erloren: nur die durch das Magnetfeld ausgezeichmde Kom- 
ponente bleibt quantenmäßig bestimmt. Diai tieferen Grund hierfür 
werden war mi naidisten Kapitel, §8, bespreclKUi. — 

Sovi(‘l über du» ordnende Wirkung des Magnetfeldes. Wir kommen 
nun zu der dem Atom auf geprägten Wirkung, die durch das 
zweite Glied von Gl. (20) dargestellt wird. Wir berechnen das diesem 
Gliede entsprechende magnetische ^Foment ebenso wie das zum ersten 
Gliede gehörende, indem war mit 


— • d 0 • 71 r‘ sin*'* 
c 


) E. Fermi, Nature, Dezember 192G, S. 87G. 
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(elektromagnetisch gemessene Elektronenladung mal Querschnitt mal 
umflossen(‘ Fläche) multiplizieren und über alle Kreisrohren vom Eaum- 
inhalt dr = 2 tt r sin {I do integrieren. Es entsteht: 


d M = 


(22) 

Hier ist 
(28) 


^ „ I w n r-* sin® H da = — y- - « U' T ^ 

2 fl :*2 ' ^ ' 4 fl ' 


M == 




e. 


4 [ic^ 

ß Sjj y) |2 siri^ ’&dr 


das Trägheitsmoment di^r Ti'ilcliendichte um die Tiichtung des Magnet- 
i'e]d(*s (rsin i) =-- Abstand \on dieser liichtung, d. li. von der >Achse). 

An d(‘n Formeln (22) und (28) ist aller noch eine statistische Korrektur 
vorzuneliinen. Wir haheii hei dem Ansatz (1) vorausgesetzt, daß die 
Syninietrieacliso der Eigenlunktion {{1 — 0) mit der Achse des Magnet- 
feldes iihereinstiiiiint. Das wird im allgi'nieinen (hei Zuständen, die nicht 
-jiliariscli symniei risch sind) nicht der Fall sein. IVenn wir aber über 
alle Lagen di'S Atoms niitteln, so haben wir wegiai diT Gleicliherechtigung 
der X, '//, :-Aclisen 


j QX- fit =r j / il T = 1 p T = yf 0 r‘ dr = l 9- 


Hier hediaitet 

^(• 24 ) e=:f(ir‘dT 

ein von diT Lage d(>s Atoms unabhängiges Maß sianer Dielite\ erteilung 
und es wird der Mittelwert unseres ß --- ßj^ gkacli Aus (22) folgt 

dalit'r durch Mil lelhildung 

rH 


M = 




S(‘tzen wir schließlich 


M 

H 




so ist die diainagnetisclie Suszeptibilität des Atoms (nach Multi- 
plikation mit der Losclinudt-Zahl die diamagnetische Suszeptibilität pro 
tirainni Atom). Mär ('rhalten also aus (25) die berühmte Lange vinsclie 
l^'ornud für den ])i amagnetismus 


Ihr Zusammenhang mit dem Zeeman-Effekt und der Larmor-Präzession 
tritt in unseri'r Ableitung klar hervor. Der Fortschritt, den die Wellen- 
Sommerfeld, Atombau. II. « 
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niechanik geg{‘ini])er der ursj)runglichen klassiscdien Ableitung oder gegen- 
über der älteren Quantentheorie^) bedeutet, besteht nur in der scliärferen 
Definit, ion des Trägheit,smoinentes durch die Ladungsdichti' q = \y)\^ 
in GJ. (23). 

AlltTdings beziehen sich alle vorhergehenden Hechnungeii nur auf 
Wasserstoff (und aucli dieses nur unter Vernachlässigung des Elektronen- 
Spins). Wir Jimssen in alh^r Kurze zeigen, wie sie sich auf diui wirklichen 
norinalen Zeeinan-Effekt ausdeluien lassen, der bei den Mehr-Elektronen- 
Singiilett-Systenieii (vgl. den Anfang dieses Paragra])lien) auftritt. Wir 
denken uns zu dem Ende Gl. (3) für jedes Eh'ktroii einzeln hingeschrieben, 
wobei dann T" außer dein Coulombschen Kern-Ikitential auch die Rück- 
wirkung der übrigen Elektronen enthalt, aber iinnier noch als nane Eunktmn 
von r angesehen werden darf (\gl. z. R. die Methode di's seif C(^n^lstent fudd 
111 Kap. X). Dann bleibt der Ansatz (4) und alk' Eolgerungiai gültig, 
mit dem Unterschiede, daß man statt (18) für das /-te Elektron zu 
schreiben hat: 

(27) zl ir, -- // 

4 

rrij ist die zum i-teii Elektron gehörende magnetische Quanti'nzabl. . lH ^ 
sein Beitrag zur magiKdischen ZusatzeiuTgie. Oj ist für alle Elektronen 
gleich. Die Energie-Beiträge addieren sich algebraiscli, (dxaiso wie di(' 
magnetischen Quantenzahlen (vgl, hierzu Bd. l, S. 1S3. Gl. (H) niit^ ^ 
für Bmgul('tt-Systeme). Aus (27) folgt also durch Summation wuah'r di(‘ 
charakteristische Formel (18) des normalen Zeianan-lGhUtes mit /// als 
resultierender magnetischer Quantc^nzahl. 

Auch die Strome und Dichti'H d(‘r einzelnen Elektronen addieren sich 
algebraisch (was nicht ini Widerspruch dazu stidit, daß da* A\ ellenfunk- 
tiorien sich multiplikativ zu der resultK'naidi'ii Wellenfunktion 

zusammensetzen). Aus (20) lolgt dalau durch Summation über alle Elek- 
tronen der resultierende Strom j und durch Integration über den Kon- 
figuratiijnsraum die magnetischen Momente (21) und (28). (21) ist das 
paramagnetische Momc'iit des Atoms mit m als resulth'nmder magneti- 
scher Quantenzahl: aus ihm iHui'chnet sich die jiaramagiu'tische Suszepti- 
bilität und die Curiesche Konstante ini wissentlichen nach den m Bd. I, 
S. 852 dargestellten Regeln — alles dit^s natürlich unter der Annahnu', daß 
der resultierende Spin des Atoms verschwindet. Dagegi'ii stellt (25) das 
vom Magnetfeld H dem Atom aufgeprägte diamagiiet ische Moment 


) W. Pauli, ZS. f. ]’hy.s. 2 , 201, (1920). 
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dar; die DarytelJun^ (21) des Trä^dieilsiiionieiites Ö durtdi die Vc'rteilungs- 
dicdito Q bleibt aueli iin Falle eiias jMelir-PJlektroneii-Systeins gültig. Die 
dur(d] (2G) gegebene diaiiiagiietisehe Bus zep tibi lit at ist eine um verseile 
Fjigensebaft aller Materi(\ Si(* tritt nmi auf, wenn (21) verscdiwindtd, z. B. 
im Zustande einer ahgeseblossenen Schale, vgl. §11. 


Das kontinuierliche Wasserstoff-Spektrum, seine Eigenwerte 
und Eigenfunktionen 

Fs ]st (‘in be^ondcTs schöner, vom mathematiscben Standpunkt aus 
iib(‘rrascb(‘nd(‘r Zug d(‘r Scbroding(‘rsclien Theorie, daß su* das kontinuier- 
liclie Spektrum durch (‘imm (‘inheithchen analytischen ]Toz(‘ß mit dem 
liimens])('kf rmii d(‘s asserstoi'fs \erhmdcl, 

Ausgelu‘nd von tll. (1.1), s(‘lz(‘n wir die Figeiifunkljoii imti'r Hinzu- 
fiigimg eines Normi'‘rungsl’aklors .V an in (|er Form (1.2) 

( 1 ) 

und erhalti'ii für d(‘n radialmi Bedandteil 7' derselben die frühere Dit'feren- 
1ialg]('i(diung (1 . 3) W alin-nd vn .ih(‘r in § 1 aiisscliließlicli di'ii Fall B' < 0 
hehandi'ltf'ii, s(‘tz(‘n vir jetzt voiau>: 


(2) Ih >0. 

Daun wird du- Große A in (1.8a) positiv; statt (1. 1) haben wir daher 
zu setzi'H: 




A 


2 ;// 

7 /^ 


- + 


1 


Das asymptotische \'erlialten \on 7/ ergibt sich dann nach (1.8) (\'ernach- 
lassigung aller tur r -> oo verschwindender Glieder) aus dc‘r Gleichung: 


( 4 ) 


J-^R R 
dr^ r'i 


7 / -r c »'•> 0 . 


Fine Auswahl zwisclu'n diesen heidiai Lösungiai ist nicht zu tri'ffen, 
da lu'iiie von beiden für r co imt‘ndlich wird (sie verschwinden sogar 
h(‘id(', wie eine genauere Abschätzung lehren wird). AA'ir setzen nun, analog 
(1. la) und (1. fj): 

(5) p ~ 2 ir = 2 'i ] Ar, R — e ^ v 


und finden fur v die frühere Differentialgleichung (1. 7). Der Ansatz (1.7a) 
liefert daraufhin, wde früher, als einzig möglichen charakteristischen Expo- 


8 * 
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nenten im Nullpunkt a = L v verhält sich also im Nullpunkt wie wir 
wollen schreiben: 

(6) V = Q^w (g), w (q) = tto + % Q-\~ - 

Aber die ,,rolynoiri-Meth()(le“ versagt jetzt. Versuchen wir nämlich, das 
Abbrecheii der in (6) an^^i'deiiteten Potenzreihe für w zu erzwingen, so 

würden wir für .r einen imaginären Wert erhalten, was unserer jetzigen 

]A 

Annahme iiber A bzw. Tb widersprechen wurde. Infolgedessen bleibt W 
unbestimmt. Allo positi\en Werte von Tf sind mögliche Eigemverte. 
Wir haben ein kontinuierliches Spektrum von Eigenwerten Tf ^ >0, 
welches sich an der Grenze 11" — 0 dem diskreten Speklrum stetig an- 
schließt. 

Wir beschäftigc'ii uns mit der analytischen Darstellung des radialen 
Bestandteils /? der kontinuierlichen Eigeiifiinktion. Nach (o) und (6) ist: 


(7) c ^ q' w ig). 

Dies vergleiclum wir mit der fruh(;ren Darstellung (J.IG), in der unser 
jetziges w (g) vertret en v ar dimf L\^ \ Letztere Große war ein Polynom 
des retdleii Argumentes g, wahrend uns(T jetziges w eine transzendente 
Funktion (nicht abbreclK'ude Potenzreihe) des imaginären Argumentes g 
ist. Aber btade Funktionen genügen derselben Diiferentialgleiclmng (1.13) 
und sind daher analytisch \erwandt. 

Wir müssen zunächst die jetzige Bedeutung der in (1 . 13) vorkommenden 
Zahl ?? feststellen. W ir lesen sie au^ den Gin. (1. t)a) und (1. 3a) ab: 


B m Zv'^ /I /2 m W 

~ ] ZT^ 7 //^ / r 

Hier drucken wir IP aus durch dvn Impuls f bzw. die Wellenzahl /r eines 
freien Elektrons der gleichen Energie: 


Wir erhalten dann aus (8) 
( 10 ) 7 / 


mZ(^ 

i/Bk 


Z 

7 ka' 


hier ist a der AVasserstoff-Kadius der elementaren Theorie: 


(10a) 

m r 

Die Hauptquaritenzahl n des diskreten Spektrums geht also im kon- 
tinuierlichen Spektrum m eine unganze, rein imaginäre Zahl über. Dies 
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beleuchtet formal den Übergang des früheren Polynoms L in die transzen- 
dente Funktion w. Gleichzeitig ergibt sich bei dieser Bedeutung von n nach 
(1.18) als Argument unserer kontinuierlichen Eigenfunktion 
(11) Q 2 ih r. 


Wir schreiben jetzt unser früheres Polynom in eine solche h’orm um, 
daß wir darin n durch unseren unganzen Wert (10) ersetzen können. Dabei 
ist es bequem, die Normierung von in der Weise abzuändern, daß nicht 
der Koeffizient der höchsten Potenz gleich (—1)” ist, vgl. (2.7), sondern 
der Koeffizient der niedrigsten Potenz p® gleich 1 wird. AVir haben dann 
statt (2. 1) zu setzen: 


( 12 ) 


Ln ie) =- 


(P 

v\ 




Nun gilt nach dem Cauchyschen Hatz fiir jede analytische Funktion /: 


lie) 






wenn das Inti'gral auf irgendeinem geschlossenen Wege um die Stelle 
z ~ Q im j)()siliven Sinne herum erstreckt wird. Daraus folgt 


(13) 


n! dp” 2 TTi J {z — p)”^ 1 ^ 


Machen wir hier / (p) -- p"t'“ '' utid multijdizieren mit c'', 
Seite von (13) mit der recliteii Seite von (12) identisch, 
statt (12) schreiben: 


(lü L,(q) 


1 r 

2 711 J 


-■■C-e) 


SO wird die linke 
Wir können also 


ln dieser Form bleibt die rechte Seite sinnvoll, wenn 
\Mr von dem gaiizzaliligen zu einem beliebigen w iibt'r- 
gehen, “Wir dürfen daher (M) als Losung der 
Laguerresclien Differentialgleichung (1.11) bei be- 
Uebigc'iii n ansprechen. 

Bezüglich des Integrationsweges in (1 1) ist folgen- 
de^ zu benierktm: Er muß nicht nur den Punkt z ~ q 
ulJl^cllließen, wie schon in (13) gefordert wurde, sondern 
aucli (len Punkt ^ ^ 0. Anderenfalls wäre der Weg bei 
einfac 1 uu n Fm lauf und unganzein r/ k e i n ge s c h 1 o s s e n e r ; 
dagegen ist vr auf dem in Fig. 12 gezeichneten Wege 
geschlossen, da die Verzweigung r” bei .o = 0 durch 
p) " bei z ~ g kompensiert wird. 



Fig. 12. Inte- 
grationsweg für 
die ganze trans- 
zendente Funk- 
tion L„ ( g ) 

= L{— n, 1, (?) 
bei rein imagi- 
närem g~2'ikr. 

die Verzweigung 
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Die Darstelluii^i^ (M) vereinfacht sich etwas, wenn wir substituieren: 
y -—Q, 

indian dann q nur in einem, unter dem Integralzeichen stehenden Faktor 
vorkommt: 

(1 5) {g) = ^ ^ ^ (?/ + oy> c~ y- '^dy. 

Als Tntegrat]on>W(‘g dient jidzt der die Punkte y -= 0 und // — g 
iimlauiende geschlossene Weg der Fig. 18; aut die Bi'deulung der beiden 
ms riuaidhclK' reichendiai Schleihai kommen wir sogleich zuruck. 

\Mr «Thulten (ane naPr symmetriscbe Darstellung, wenn wir ('ine neue 
Integrations-Variable .r ('infuhn'ii, indem wir setzen 
(15 a) // - n(.r •-.]), // | g ~ g (x I l). 

Dann ('iiisti'ht aus (15) 

(1 0) Ln (g) ~ ^ cj) {x + i)" “ o) ~ ~ D' ~ Ul X. 

Di'r Integrationsvcg in di'r a’-l'lbi'iK' tulirt um du* beiden V('rzw('igungs- 
punkte .r ~ ^ 1. herum 

Nach uiisi'ri'm (iedanlo'iigange ist ('s klar, daß die Intt'grale (11), (15), 
(10) der IjagiK'rresclu'ii Ditten'ntialgleicliung (1.1!) genügen. Um du's 
zu verifizu^ren, wiirde man am becjuc'mstt'n v(ni (k'r Darstidluiig (15) aus- 
gehen, iiuh'in man die m der Dilh^i'ntialgleichimg vorg(‘S(*h(meij Dillertaitia- 
tiorien nadi g unti'r (hau Int('gralzei(*hen ausfiihrl und fiarlu'lk' Inti'gratioiien 
anweiidet, wobei die vom Integralzt'icheii freien (llicder bei geschlossi'iiem Um- 
lauf selbstverständlich forti'alk'ii. Dasselbe 
gilt aber auch von (h'ii Schhufen der Fig. 13 
(wir konnten su' als ,,quasi-gt'schlossene“ 
\\('g(‘ beztuchneii). An di'H Enden dieser 
Schli'ih'ii \erschwindet näinlich der Inte- 
grand wegc'U des Faktors ex}) ( — ?/), da hier y 
('Ulen unendlich großen re'('llen Bestandteil 
hat : die vom Integralzeichen freien Gliedi'r 
\ erscliwinden also bei der partiellen Inte- 
gration ebenfalls, mid das Erfulltsi'in der 
L ag iierrescheii Differentialgkdchmig laßt 
sich, genau so uie bei geschlossenem Wege, verifizieren. AVir nennen 
die so enlstelu'iKh'n Uosimg(m d(‘r Laguerr('S(*hen Difien'ntialgleichung 

(17) l und I /lg 
imd les(m aus Fig. 18 ab: 

(18) L - l 



Fig 18 

Integral lonswcge lur (o), 
\ 2 Al (c } und ’ , K, ( Q ). 


(A j + Ag). 
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Dieser Zusaniinenhang entspricht der uns bekannten Beziehung 
zwischen der Bes sei sehen Funktion J und den Hankelschen Funktionen 
Hj und 

m J - I 

\gJ. S. 21, Gl. (2G). Ebenso wk' J ist L eine ganze transzendente Funktion, 
el»eiis() wi(' Hj, Hg baben Jfj, iin Nullpunkte eine Singularität. In der 
Tal : mit p — 0 rucken dii' Ixadeii VerzwcMgungsjuinkte der Fig. 13 zu- 
siiitiinen: die Integral ioiiswege liir JTj und iig ^md dann zwischen diese 
l»('jden Funkte ,,eingepllockF‘ und geben zu einer Singularität des Integrals 
Anlaß. Dagegen ist der Integratioiiswi'g für ]j auch bei viT.scliwindendem q 
(rci ßewi'glicb und v(‘rlaufl ausschließlich auf regulärem (hdaet: zu einer 
Singnlarilat ist liier kimi Anlaß a orl landen. 

Irgend zwei unsi'rer dna Funktionen E, JE, koiist linieren die voll- 
^taudigi' Losung der LagU('rrescb(*n DilhTiuitialgleicliung, (ebenfalls in 
Analogie zur Be^^(dscllen Dillerenl lalgleicliiing und ihren drei jiartikiilaren 
Lo^ungi'ii -/. Hl. Ho. 

W II ßeiiulzeii jelzl iiiisen' Darslelhiiig (lö) zur Ableitung von Bmlieii- 
I.nl wjcklungen, (aner überall kon\ ergiaileii Ibula* liir L nach aulsltngenden 
['olenzt'ij \ Oll 0 , und ]i> (uiht soinikoin ergeiihai Ihuhe für JTj und /\L nach 
aß'-tcigi'iideii Fotelizen a oii n. 

Nach I’ig 13 koniK'ii wir. wh‘ auch das Arguiiuail o in der komplexen 
lG)(‘n(' liegt'Ji mag, den Inlt‘gralionsw(\g so erA\(‘ilern. daß auf ihm überall 
// ' 0 | isl und daß daber die binoinisclK' Ibahe 


(y -f p)" 



+ ■■1 

/ 


koii\ (ogiorl . Iil. 11,") hef(Tl dann 


3201 



Hjci Ist (]a^ Integral nach dc-m (’auchyschen Satz [Gl. (13) mit p = 0, 
/ - r "! pEidi 

2,-7 i(— 1)^ kl 

lolgl nach (20) 


"21) /.„(■«)- 


n „ _ 1) 

= 1.2 20 


Diom. 


' Ih ilie lallt, wie es sein muß, unter die Form der confluenten hyper- 
geoiiu^t I jschcii Funktion. VäTgleicht man nämlich (21) mit (2.20), 
erki'iuit man unmittelliar die Gültigkeit der Beziehung: 

U, (e) = C(— »I, 1, e), 
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welche die Beziehung (2. 24), in der n durch die ganze Zahl k und unsere 
transzendente Laguerresche Funktion durch das Laguerresche 
Polynom Lj. ersetzt war, sinngemäß erweitert. 

Jetzt betrachten wir die obere Schleife der Fig. 13, welche die Funk- 
tion I darstellt. Setzen wur q als groß voraus, so gilt für den inneren 
Teil der Schleife [?/| < |i?|- Wir entwickeln daher jetzt 


iy + Qr 

und erhalten aus (15): 
(23) = 



Hier benutzen wir eine Darstellung der /^-Funktion, die vor der üblichen 
Eulerschen Darstellung der F'-Funktion durch ein reelles Integral er- 
hebliche Vorzüge hat (vgl. Zusatz 7): 


(24) 


1 

r(n + l) 


Qt7t7i c e-vdy 
2 7ti J ^ 


Die Integration ist hier über dieselbe Schleife zu erstrecken wk * in (23), 
also beginnend im Uiuaidlichen der positiv reellen Achse, den Nullpunkt 
im positiven Sinne umkreisend und ins Unendliche der positiv reellen 
Achse zurücklaufend. Dabei soll du^ Vieldeutigkeit von if so festgelegt 
werden, daß im Punkte ?/ = 1 auf dem Anfangsasie — -f- 1 sei. Hit 
Eucksicht auf (24) lautet (23) : 



= s«-> 


\ — ? TT (?/ k) 


wofür wir nacb Zusatz 7, Gl. (9) au(di schreiben können: 


(25) 


Lk - ( 

2 ' r(n-fl)^ 


1 ! 0 


+ 


(n — 1)^ 


Diese Eeihe ist nicht konvergent, liefert aber, geeignet abgebrochen, das 
richtige asymptotische Verhalten von für p -> oo . 

Zu K 2 ubergehend betrachten wir die untere Schleife \on Fig. 18, 
müssen dabei aber bedenken, daß wogen des in (18) geforderten Zusammen- 
hanges zwischen L, und jVg zur Darstellung (15) der Faktor 

g— 2^1(71 + 1) — e 


hinzuzufügen ist. Nachdem wir nämlich ?/” auf dem Anfangsaste der 
oberen Schleife festgelegt haben, definiert dieser Faktor die Bedeutung 
von auf dem Endaste der oberen und daher auch auf dem Anfan%^- 
aste der unteren Schleife. Indem wir noch die Substitution c — ^ + p 
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machen [also die umgekehrte wie beim Übergänge von (14) zu (15)], haben 
wir zu entwickeln 


{z - q)- 


und erhalten bei abermaliger Benutzung von (2i): 


Z .. 





~ n — 1\ 


0 Hi - 

/ g \ 

2 / g^ 

(2-1): 


— n — D 

fiin (n + k \ 1) 

j ^ 

k j 

' r{~ n — k) 


Hierfür sclireiben wir nach Zusatz 7, Gl. (10): 

= i /’(-n)h+ l!e + - 



Hiircli Addition von (25) und (20) folgt das asymptotische Verhalten von L, 
das wir m §10 benötigen werden. — - 

Erst jetzt können wir zu dem eigentlichen Gegenstand dieses Eara- 
graphen, den kontinuierliclK'ii Ihgenfuiiktionen des Kopler-Bnddems, 
zuruckkehren. In dem radialen Teil 7? derselben, Gl. (7), lH*rechnen wir 
‘ir — aus Gl. (15), indem wir hier n -f / für n sidireiben und 

unter dem Integralzeichen die (2 / -| l)-mahg(' Diflerentiation nach n 
ausluhren. Bei Thiterdruckung eint's 7^-Eaktors und Hinzufugiing^) des 
Faktors ( - f)' kommt nach Gl. (7) 

(27) li — e~ cA’ (— igf ^ (j) {y + p)”“ ^ ^ e - ^ d ly, 

mit dem m Fig. 1 3 für L eingezeichneten Integral lonswiigm Wir cTlialti'U eine 
mehr symnu'trischeBarstnllung durch die schon Ixu (1 fi) henutzte Suhstitntion 
y ^ 0 {cc — 7), 1/ + n -- fj (x + ä), 

iiamh(di 

(28) R = (i q)- ^ ^ ^ ^ [X -f .1)"“^"'^ (a: — I) ' “ dx. 

Eme .dinhche Darstellung kommt schon in der ersten Abhandlung Schrö- 
dingers ^om Jahre 1920 vor. 

Ans (27) ergibt sich die Entwicklung von R im Nullpunkte nach dem 
hei (21) angewandten Verfahren: Binomische Beihe für (// A p)" ^ 

mit er (ItT Voraussetzung j p| < | ;//|, Auswertung der verbleibenden Integrale 
nach dem C au chy sehen Satz. Man findet leicht 


( 29 ) 




e ( — iqY / /n — I — U o 

“(2i-fl)! V^i 1 /2/-f2 


+ ('" 


(21 + 2) (21 + 3) 




Diese geschieht aus Realitatsgründen. vgl. unten hinter Gl. (32). 
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Andererseits bestimmen wir das asymptotische Verhalten von B iur g oo, 
indem wir zwei Teilfuriktionen und Qo betrachten, wobei 

(BO) B = i (Qj -1- Q^). 

Dabei sind und i ^l^rch du'selhe Formel (‘27) wie B gegeben bei ab- 
geunclertem Integrationswege: Statt des geschlossenen Weges in Fig. 13 
ist die oben' bzw. untere Schleife zu benutzen. Man erhält analog zu (25), (26); 


(Bl) 


(32) 


jQ, = 


/,'2) / 

C (n + ( + 1) 


IQ. = oV'M 


ß~tn(7i t Ii‘2) 



~ — 1 \ n -f / 

1 I e 
— —11 4 -/ 

■ ) <. + 



(32) entsteht ans (31) durch V('rtausc‘hung von p, n, 1 mit — g, — n, — 
Da Q und ri'in imaginar sind, so heißt dies, daß und zueinandt'r 

konjugiert sind. DaluT ist B nach (II. (30) reell, was sich auch an dem 
Integral (28) (\'ertauschung Aon ?. g, u, i mit — ?, — n. — n, — j*) ein- 
s<‘h('n läßF 

Tn (‘rster Kaherung viudialteii sich Qj und Qo einlaulimde l)zw. 

auslaul'ende Kugelwelku Mdu hat nämlich nach (31) und (32) mit p — 2 1 1' 
Gl. (11): 

(88) Q , = Ce"> 4 ) , 

-n i/c r 

Hier ist eps(>tzt. 


i88a) 


|r(«+/ + i)i ’ 


/’(:f .I + / + 1) ^ |r(„ + ( + l)|c''«, 


y = |ii| Iog2fer + a - D. 


Tiabei rührt das logarithmische Glu'd in y her von dem Faktor 

11 (‘li k >) n( Ion 2 kr \ 1 - ) — ? ln| lo^ 2 kr H — | »1 

qU ~ ^ \ ~ ' P ~ 


Wegen diesi's logarithmischen Gliedes ist der Ausdruck ,, Kugelwelle“ 
nicht ganz t'xakt, da du' Phase y noch \on r, wenn auch schwach, abhängig 
ist. I)er Ausdruck ..emlaufemh'“ und ,, auslaufende“ Kugelwelle ist gemeint 
für die AVahl d('s Zeitfaktors und waire umzukehren für den Zeit- 

faktor Als erste Näherung für die radiale Eigenlunktion B folgt 


aus (83): 
(34) 


ß - J(Q.+Q.) 


sin [k r + y) 

k r 
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Dieser Ausdruck gilt natürlich, ebenso wie die Ausdrucke (33), nur asymj)- 
totisch, wie schon daraus horvorgelit, daß er für r = 0 unendlich wird, 
wahrend doch ff als Eigeiiiunktion überall endlich sein muß. In Wirklich- 
keit verscliwindi't B nach (23) wie r’ für r — 0. Ini Gegensatz dazu werden 
di(‘ T(‘ilfunktionen und "= ^1 unendlich; ihr Intt'gratiorisweg ist 

ja in Fig. 13 zwischen die singulären Punkte y - 0 und y -- o eingekkaiimt. 
Dj und D 2 sind daher keine Eigenfunktionen, gelingen aber derselben 
Differeiilialgleichung (1.6) wie B und haben als fortschreitende Kugel- 
ihre gute jiliysikahsclie Bedeutung. 

§B 

Orthogonalität und Normierung im kontinuierlichen Spektrum. 
Intensitätsfragen 

Die Orthogonalität der Ihgeiiiunkt lonen gründet, sich, wii* wir wissen, 
auf di(‘ Wä'lleiigleicliinig in \’erhinduiig mit dem G reell sehen Satz. Aus 
lieidiai zusammen iolgt, \gl. auch (T. 7. 11h 13a): 



(Glioi't eine der beiden lAiergieii Ihj, HA di'in diskreten, 
<li(‘ andere dein koiitinuK^rlicheii S]>ektrum an, so \ erscliwindid; 
dii‘ reebte S(‘ite für r > oc , w(‘gen exjxaieiitieller Abnahme d(T disknden 
Ihgeiifunkt lon, und man schließt aus ( 1 ) auf das W'rscbwnjden des Ortho- 
gonal 1 1 a t s- 1 11 1 egra 1 s 

( 2 ) [ 7/'j 1/n (1 T -- 0. 

l^t wie beim Kejder-Probleni 

t3) iYifPr(coM9) 

'^o wird (2) fui 

aij =t 1//2 oder /j I 2 

beicits durch du^ Wmkid-Bestaiidteik* diT Losung (3) iH'frU'digt. Ist aber 

{'Li) /Uj - /j 

1^0 iol^t am (2) die Orthogonalität der radialen Bestandteile: 

(4) j’p, B^rdr = 0, 

m \ oller l Itcrtanstimminig mit den Ausführungen von §2, wo es sich um 
<lie Orthogonalität zweier diskriäer Eigenfunkt ioneii handelte. Wir be- 
merken hierzu, daß wir 111 unserem Falle wegen der Bealität der B 
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statt Rt auch hätten schreiben können. Dasselbe gilt von den folgenden 
Gleichungen. 

Gehören aber beide Energien dem kontinuierlichen 

Spektrum an, 


(5) 




2 m 
7/2 


W, = kl 


vgl. (7.9), so verschwindet die rechte Seite von Gl. (1) nicht, da und 
nach (7.81) asymptotisch nur wie ] jr abnehinen, wahrend da wie zu- 
nimmt für r-> CO. Die rechte Seite von (]) wird vielmehr unbestimmt. 

Wie man alsdann verfahren muß, hat H. Weyl für die allgemeine 
Theorie der Irit(>gralgleichungen und anschließend E. Eues^) für die Pro- 
bleme d('r Wellenmechanik ausgearbeiti't; Man vergleiche einen Punkt 2) k^ 
der Wellenzahlen-Skala nicht mit einem Punkt k^, sondern mit einer 
Strecke A k^ ~ A dieser Skala, die den Punkt kg. nicht aber den 
Punkt kj in sich enthalt, und bilde aus (1) nach Division mit 

2 fit 

h.G1.(5), 


und Integration tiber A zunächst für einen endlichen Radius der be- 
grenzenden Kugel: 

(0) J d T J d K V, = J ( d k,(y,* - V, 77 / 

J r,; J 

Wir werden zeigen, daß die n'cbte Seite im Limes ly -> co verschwindet 
durch ,, Interferenz innerhalb des Wellenpaketes ,1“ — Ihm iieliebiger Große 
von A \ als Orthogonalitats-Bedingung'’) erhalten wir so. wenn außer- 
halb des Intervalles A hegt, statt (2): 

p. hm j ‘I’ j yh K ~ 


L Ann. d Phys. 81, 281, 1920, vgl insbesondere § .8. 

I Statt in der Skala der Wellenzahleii k konnten wir auch in der 
Energieskala der IP recdineii. Wir hatten dann von dem Energie-Intervall A W 
und den Energie-Punkten IPj, PL zu sjirecben. Pur unseri* Zwecke ist die 
Skala der Welknzablen bequdiier, weil wir in dieser das Auftreten von 
Quadratwurzeln, z, B. im Argument von H (kr) vermeiden. Dcunentsprechenl 
werden wir auch die Normierungsbcdingung (s. u.) in der Skala der Wellen- 
zahlen anschreiben. 

I Wir konnten Gl. (7) symmetrischer schreiben in der Form 



Ji J2 
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Für die radialen Bestandteile und B^ von und sich daraus 

als Analogon zu (4) unter der Bedingung (8 a) 

'fj 

(7 a) liiii j (Ir [ B, B* d = 0. 

“ 0 j 

Znni Beweise denken wir uns die Winkel-Bestandteile in (8) für sich 
auf 1 norniiert und die Winkeiintegrationen in (6) ausgefuhrt. 01. (6) geht 
dann über in 


(H) 


ff 

0 J 


dB, 

dr 


dB? 

dr 


dk. 


Dk' ri'chte Seite i^t für r -- zu l)ild<‘n. Wir können daher die asyniy)to- 
tisclie l'\»riiad (7. 84) btaiutzeii und erhalten unter llinzufugung der radi- 
alen Noriniernngsfaklori'ii A\, N^: 


(8n) 


dB, 

d~ 


li, 


d r 


N N C (’ 

= '-VI “{sm(/c,r + ...)fe.cos(A',r + ...) 

A-j n 2 T/i 

— Sin ik,r cos (L r -f •••)}. 

TIkt lialien wir durch ... angedeutet, daß ini Argument der trigono- 
metrischen Funktionen noch die Oroßeii yj, aus (7. 81) hinzuzufugen 
waren. Da diese aln-r tur rg~->oo nur logaritlunisch unendlicli werden, 
können ne für das Folgende unterdrückt werdiai. 

Duridi einfache trigononietnsche I'inforniuiig folgt aus (8a) weiter 


(Hl.) B? 


dB, 

d r 


dB? 

' dr 


N N C C 
•F (^I + K) (^2 ~ ~ 


k,)r 


iiidnii vMi' incht nur k, in das Intervall A., sondern auch h, in das Inter- 
vall . 1 , cinsctiließen, das außerhalb Ao la'gen möge, (fegenuher (7) bietet 
dies .iliei J,(>iiie Vorteile, da schon (7) konvergiert. (7) entsteht aus (7'), 
wenn vii m iV) dip Integration nach k, ausfiihren, den Faktor l'A^/Ao heraus- 
helx'ii 1111(1 1| ►() gehen lassen. Die in (7') vorkommenden Größen 

J, ^2 

heißen ,,Fig('iidifferentiale“ im Gegensatz zu den Eigenfunktionen v'i W 
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Indem wir zur rechten Seite von (8) übergehen, multiplizieren wir mit 
— k'i) und mfegneren nach 

''■2 - Y K+ 2' 

Dabei lulmm wir im ersten bzw. zweiten Gliede der recliten Seite \on (8b) 
als Integrations- Variablen ein: 

(8o) j- = /.-g "f y ~ 

Wegen 

dx dk.j^ dy d k^ 

^ ’ y ^2 - 

geht die rechte Seite von (8) über in 


X. y, 



mit den Abkürzungen 


(9 a) 


T ^7 , ^ 7 

X, ~ ^ + k^ , ?/ , — ± •" ’ 


Wobei F im ersten Inti'gral von (9) als Funktion \on j. im zwiaten ah 
Funktion von ?/ aul'zufas^en nt. 

Wir überzeugen um nun leicht, daß du* beuhai Integrak' (9) ver- 
schwinden lur r„->oc. ])j(‘ Grermai j, und .l\ ^ind namhch beide 

positiv: auch y^ und ?/ habi'U IxFb' dasselbe (])o,'.]ti\e odiT negative) 
Vorzeichen, da ja k^ außerhalli des um /.'g bes(*hri('b{‘nen Intervalles A 
liegen sollte. In beiden Integralen geluai aGo die Gren/aai gboclisinnig 
ins Fnendliche, wenn man sulKtit inert 


Tg X = t( bzw. Tg y — r 

und 00 gehen laßt. Somit verschwinden in der Tat die beiden Inte- 
grale (9) und daher auch du* rechte Seite von (8). Die in (7) IxTiauptete 
Orthogonalität ist also erwiesen. 

Diesellie ITierlegung fuhrt aber auch zur Bestimmung des Nor- 
mierungs-Faktors. Als Normierungs-Bedingung \ erlangen wir analog 
zu (7): 

(10) Lim [dr \ y^itptdk^ = 1. 

Sie soll gelten „für /c^ = k'^, nämlich dann, wenn kj im Inte^rvall A liegt. 
Indem wir uns wieder die Winkel-Bestandteile für sich auf 1 normiert 
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denken, verlangen wir für den radialen Bestandteil E und den in ihm ent- 
haltenen Norniierungsfaktor N^.: 

(10a) Lim jr^dr ^ E^E* dk^ = 1. 

rg—y J 

Wieder benutzen wir die Identität (8) und die Umiormungcai (8 a, h) und (0). 
Von den Ixaden Integralen (9) verhchwdndet aber jetzt nur das erste, weil nur 
in dieseni die Grenzen a*, und glfdehes Vorzeielien hahcai. Dagegen sind 
dii' Yorzeiehc'n von und ;//„ jetzt nach (9a) entgegengesetzt und 
wir haben für hinrei(‘hend grolle r„: 

(lüb) f F{y) sm ~ /<’ ( 0 ) [ hin i ~ = ^E{ 0 ), 

J II 'i' 


V() F (0) den "Wert von F (//) Jur // ^ 0. aDo, vgl. (Se). für 
iH'deiiJet. Naeli (9a) ist (wir sdinulH'ii ji'lzt (\ - 


^ -V,): 
(lOc) 


F(0) 


N‘f F'2 

2/F 


h 


=. /. 


GL flOa) Mrlangt liiernaeli 
Gl) 




^2 


und daluu' mit dem W erte \on C aus (7.98a) 


‘2 /d 

Glaj Nr -- _[_ / -g 1)|‘F 

71 


Xchiiieii Wir den Xorinierung.-'faktor N;,g, des W’inkel-Behtandteils der 
Iligi'iij'unktioii (8) hinzu, \gl. z. B. (I. th 81), so haben wir im ganzen 

2 ^2 / -4- D (/ — u/G 

(12) A-“ = K;Nl, - ^ ^ ^ 

Dk' Diiiaaihieii von K i.st hiernaeh du'selbe wie die von /r, also eine rezi- 
prok!' Ijänge: dagegen hatte im diskreten Sp(‘klrum N die Dimension 
der Totenz einer reziproki'ii Länge, vgl. (2.10). Dies ist eine 
uiuintteJliare Folge der ji'tzigeii Normierungs-Bedingung (10) bzw\ der 
iruht'icu Bedingung (I. 7.18). 

Al)^(']l]lei,lend sei hervorgehoben, daß sieb unsere Bi'handlung der 
Noriiiieruiigh-Bedingung, ebenso wde die der Orthogonalitäts-Bedingung 
allein auf das asymptotische Verhalten der Eigenfunktion stutzte. 
Wir verdanken die hierin hegende beträchtliche Vereinfachung gegenüber 
den Rechnungi'ii im diskreten Spektrum dem Greenschen Satz oder, w^as 
auf dasselbe hinauskommt, der Kontinuitäts-Bi'dingung für die wellen- 
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mechanische Ladung, vgl. Kap. I, § 7. Wegen TJhertragung dieser Methode 
auf das diskrete Spektrum vgl. Zusatz 8 . — 

Wir kommen jetzt zu den Intensitätsfragen im kontinuierlichen 
Spektrum des AVasserstoffs. Mau kennt die Kontinua, die sich an die 
Grenze der Lyman-Serie, der Balmer- und Paschen-Serie usw. an- 
schließen. Wir wollen uns hier auf das erstgenannte Kontinuum be- 
schrankim. Es entsteht durch den Übergang aus einem Zustande W > 0 , 
Eigenfunktion rp, in den Grundzustand W — TE^ — Eh, Eigen- 
furiktion Die Intensitäts-Ak'rteilung in diesem Spektrum bestimmt 
sich aus dem ]\ratrixelement 

Da dieses Integral ohnehin konvergiert, ist es nicht nötig, die ,,Eigen- 
diffenmtiale“ (vgl. Anni. B von S. 124) einzuführen, wie dies auch in der 
Orthogonalitäts-Bedingung (2) zwischen diskretem und kontinuierlichem 
Spektrum nicht notig war. 

In der ausführlichen Schn'ihweise von Kap. I, § 8 , Gl. (7 b) ist 

(13) (1, (), 0 | 5 |k, ?, vi). 

Hier bedeuten die Zahlen links, 

7/ = E / = 0. 'ffi' = 0, 

also die Quantenzahlen des Grundzustandes, von den Zahlen rechts ist k 
der Ersatz für die (ini kontinuierlichen Spektrum imaginäre) Hauptquanten- 
zahl, vgl. (7. 10); /.und m sind die Winkel- Quantenzahlen des Anfangs- 
zustandes. Man sieht aber sofort, daß für die Dipol- Auj^strahlung (nicht 
verschwindendes Matrix-Element) nur die niedrigsten Werte von l und m 
in Frage kommen [vgl. die Auswahlregeln in § 5, Gl. ( 2 ), die sich auf den 
jetzigen Fall ungeändert übertragen], nämlich die folgenden: 

, ( q ~ — r cos / = 1 , w = 0 , 

(IBa) •' 

\ q = X ± iy = r sin Z — 1, m = i 1. 

Die Winkel-Bestandteile werden daher 

in : cos § > l • P^- dcD — 

( 14 ) ' •' 

in Mj. -f : I sin^ 6 ''f -l = sin ' 99 = ^ • 

Der radiale Bestandteil ist in beiden derselbe, nämlich: 




cos‘^ sin {} d § d (p — 


Ati 
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mit 


(15 a) 


jRj — e ^ ° (vgl. den Anfang von § 8, sowie Tab. 1, S. 89), 

1 r / 1 V 1 \-^~2 

[vgl. (7-28) mit t = 1, ^ = 2ifcr]. 


Hierzu treten noch die Norniierungsfaktoren und N, zu B^ bzw. B ge- 
hörig, hinzu nämlich: 


(1.5 b) 


N‘{ = 1 (-l’ (vgl. Tab. 1 von S. 89), 

71 \ a / 

(n . . . q ^ z, 1 = 1, vi=0, 

8 

-{-2)p q ~ X %y, l = 1, m = 1, 
[vgl. oben Gl. (12)]. 



In (Io) fuhren wir zunächst die Integration nach r aus, näinhch 


I e ^ ^ rdr - -\-^ihx] 


woiur wir nach der Bedeutung von n auch schreiben können: 

Daraufhin erhalt man: 


( 16 , (^+ 2 )" ’K 2 ) " 2 ) '''*• 

Der Integrationswi'g umschheBt anfangs die Punkto a: — i i. Wir ziehen 
lim einerseits auf die Stelle x = — ??^2 zusammen, die ein Pol zweiter 
Ordnung ist, andererseits auf das Unendliche, welches nicht mehr, wie in 
dem Integral (loa) für B, wesentlich singulär ist und keinen Beitrag zum 
Inlcgral liefert, weil der Integrand hier hinreichend stark verschwindet. 
Eesiduenbildung im Pole x = — n/2 liefert 


= 16fe<ät[(*+ 2 )" '(^- 2 ) " 1 = - 


mit der Abkürzung 

( 16 b) fl [ji] ~ (it _ l)n- _j_ l)-n-n _ ^ (_ 

SominerMd, Atombau. II. g 
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Fassen wir die Ausdrucke (14), (15b) und (16a) zusammen, so er- 
halten wir: 

1 28 / fl \ 

(17) Ml = g^(^) |«r<-l«l|r(w + 2)|V“W. 


Derselbe Wert ergibt sich für: 

(17a) 4 |M, + A/; == M'^. 

Statt (17) können wir auch schreiben, indem wir Gl. (11) aus Zusatz 7 
berücksichtigen und den AVert \ün // aus (16b) eintragen: 

m/a\^ Inl** 

2 71 1 71 1 _j_ JjS n ) 5 


(18) 




tj. 


Diesen Ausdruck vergleicbi'H wir mit dem Matrix-Element im diskreten 
Lyman-Spektrum aus §5. Dazu eine VorlH'inerkung: A\'ir batten unsere 
kontmuKTlicbe Eigimt'unktion ]>ro AVellenzalil-Int (‘rvall /1]< normiert 

(vgl. S. 127), Wegen k — ^ hat man: 

an 


( 10 ) 


Al = - 


Z A |nl 
a jr/f-* 


Die Normierung im diskreten Sp(‘ktrum entsprach aber dem Quant eii zahl - 
Intervall A/i ~ 1, auf welches Intervall in der Tat je eine diskrete 
Linie entfällt. Um d^ai Vergleich mit dem diskreten Spektrum durcli- 
zufuliren, haben wir daher in (19) Zl|?/| = 1 zu setzen und flS) mit (19) 
zu multiplizieren. Es entsteht: 


( 20 ) 


256 /rt\^ |?/|' (?i, -1)^^'5 

8 \z) 1 - 


Dies ist genau unsere frulK'ri' Formel für das diskrete Lyman- 
Spektrum, Gl. (5.19), abgesehen \on dian in (20) hinzugetretenen Nenner 
1 — welcher aber an der Gnnze zwischen diskretem und 
kontinuierlichem Spi'ktrum (71 ~ co, k ~ 0) gleich 1^) wird. Daraus ist 
aber zu schließen, daß beide Spektren mit gleicher photometrischer 
Dichte aneinander anschließend). Dieser stetige Anschluß ist ein all- 
gemeines, für alle Kontinua gültiges Gesetz^), welches insbesondere für die 


^) Dasselbe gilt von einem Faktor, der in Zusatz 8 bes])rochen werden 
wird. vgl. Gl. (19 b) daselbst. 

^) Zuerst bewiesen von Y. Sugiura. Jourri. de Pbys. et le Radium 8, 
113 (1927). 

®) Vgl. indessen R. W. Ditchburn, Proc. Roy. Soc. 143, 472 (1934); 150, 
478 (1935): 157, 66 (1936); 157, 74 (1936), sowie ZS. f. Phys. 107, 719 (1937) 
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Bahner-ßerie experimentell gut besiiitigt ist. Der analytische Grund hierfür 
liegt darin, daß diskretes und kontinuierliches Spektrum durch wesentlich 
die gleichen Formeln dargestellt werden, so zwar, daß n an der Haufungs- 
htelle des diskreten Spektrums ganzzahlig ins positiv Unendliche geht und 
von der anschließenden Grenze des Kontinuums ab mit dem Werte — t oo 
veiterlkuft. 

In methodischer Hinsicht möge btdont werden, daß die Berechnung 
der Matrixelemente im kontinuiiTlichen Spektrum mittels unserer kom- 
[ilexen Integrale niclit kom[)lizierter ist al.^ die elementare Bechnung im 
diskreten Spektrum, § o. 




Das Kepler-Problem in parabolischen Koordinaten 


Das Kepler-Pndik'm der altiai QuanleiitbeorH’ labt sich nicht nur m 
Polar-, sondern auch m }»arabolischt‘n Koordinaten separieren, wie wir in 
Bd. T, S. 1‘2S betont und S. 329 ausgefiihrt haben. Dieses Besultat iiber- 
Iragti sich aul die \WIleiiniechaiiik. 

Ihn di(‘ W’ellengleichung d<‘s Ki'idci-Probbans in jiaralHilischeii Koordi- 
naten anzuschreih(‘n, brauchen wir nur den Dittereiitialparameter z1 in 
(lu'se Koordinaten zu tiainsforniKTim. J)azu dient der \usdruck des Linien- 
elenumtes. (ll. (10) 111 Dd. 1. S 330. 

d pj d -f d ff^ -f d (/ l 

f/. = ,, . 


\<icli f](‘r cdlgianeiiaai Transl(»rmations-Beg(I lur orthogonale Koordinaten 
(Wegen nicht-orthogonaler Koordinaten vg). Zusatz 10): 


,0 , _ 1 Id \ !h!l. V d 1 öy d_ i '(/, g, d v-’l 

di ' dii\ g., dg df) g, df\’ 

eilialt man 

. . ^ 4 i d .df d ^ d- // y) 

^ ^ -f 1 / (hj du 4^71 


l^ie p.iiMbohschen Koordinati'ii ^ tj (p hangen dabei mit deil rechtwinkligen 
//, ■ lelgeiidermaßen zusammen {x ~ H ^ ' ~ 0 gemeinsamer ßrenn- 
f)unkt. .r-Achse = gemeinsame Achse der Baraboloide ^ ~ const, 
// -- cDiist, AVinkel q um die j:-Achse gezalilt): 


(B) 


I ^ i: (f — y 2 ^111 ff’, 

1 '■ -- ve + )/* + = J (£ ^ 


9 * 
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oder umgekehrt 

z 

(8 a) ^ = r 4- X, rj = r — x, tg (p — ~ 

und es gilt 

(3b) 0<f<oo, 0<7y<oo, 0<99< 2jc. 

Wegen (2 a) und (3) geht die Wellengleichung (1.1) über in 


d ^ dy) d dy) 


(4) äff + 


4 U 


ä f ^ d d Tj d7j~^ 4: \ ^ Tj J d qr 


1 \d'^ y) /juW ^ tj Z 


s + 


+ -), = 0 


mit a = Ä^/// und ß = Elektroneninasse, Sie wird befriedigt durch den 
Ansatz 

(5) = 

wenn und den Gin. genügen; 



Hier ist ß der später zu bostiminende bzw. wieder zu eliminierende , .Separa- 
tions-Parameter“. Wenn man setzt: 


(7) 6- = 


B 


if 

~\ln' 2P’ 

SO lassen sich die Gin. (6) auf die gemeinsame Form bringen 






7}r 

T 


(B) 




Sie ist der bei Polar- Koordinaten geltenden Gl. (1. 3) analog und läßt sich 
daher analog behandeln. 

Wir setzen, entsprechend (l.^^i): 

- A |2 V — im diskreten Spektrum vgl. (1.4a) 

(9) f — e ‘ly ^ |2?'/cs im kontinuierlichen Spektrum vgl. (7.11) 


und erhalten aus (8) analog zu (1.7): 

, /I \ , 1/ 1 B C\ 


Die Behandlung dieser Gleichung (Verhalten im Nullpunkte, zweigliedrige 
Kekursionsformel, Bedingung des Abbrechens) kami Schritt für Schritt 
nach dem Vorbilde von § 1 geschehen. Wir kommen indessen kürzer zum 
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Ziel, wenn wir uns auf die allgemeinen Formeln von 2 stützen. 

In der Tat hat unsere Gl. (10) die Form von GL (9) daselbsfimt 


(11) 



A, = 1, B, = 0, 

i ^ 


- 1, A, = C, 


Infolgedessen lautet die charakteristische Gleichung im Nullpunkt nach 
Gl. (10) daselbst 

a2 + C = 0, 

also wegen des Wertes von C in (7), unter Ausschluß der negativen Wurzel 


( 12 ) 


w 



Andererseits geht die Bedingung für das Ahhn'chori der Rekursionsformel, 
Gl. (12) in Zusatz 2, nach (11) und (12) über in 


(18) 


_ -f ~ ” W 


B 



72 ; und sind die Grade der Polynome in mid . Durch Addition der 
!)eid(‘n in (18) zusairnnengefaßten Gleichungen eliminiert man den in B 
('iithultenen Separat iono-Paranieter ß und erhalt: 

(II) VL + 77^4- 72, -fl- • 

2aV - .4 

Wir nenneji, ähnlich wie in (1.9a), 


(14 a) 71 — n. -)- 77,, -j- 77/ -f 1 

(he Hauptquantenzahl. Sie setzt sich jetzt zusammen aus den beiden 
„parabolischen Quantenzahlen“ 77. und und der ,, Winkel- Quanten- 
zahl“ 711. GL (14) fuhrt wegen der Bedeutung von A in (7) auf die Energie 
(It^ B ahn er- Terms: 


W 


2//2 71 ^^ 


Jii lihereinstiinmung mit § 1, GL (10). 

Statt den Separationsparanieter ß zu eliminieren, können wir ihn 
natürlich auch aus (13) berechnen. Wir erhalten so mit Rücksicht auf die 
Bedeutung von B und W (Subtraktion der beiden in (18) zusammen- 
gelaßiün Gleichungen): 


( 16 ) 


ß _ Ä ~ "i 
2V-^’ ” 


z 

a 


- 77,; 


n 
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von 0 iin diskreten Spektrum ist nach (9), (7) und (19) 



Z .s 

71 a 


also, für und /,^ einzeln: 

(10 e, = - - , (?,; 


1 . 

7L (t 


Auher den Eigenwerten wollen wir nun auch die P'nrni der Eigen- 
funktionen bestimmen. Wir setzen ini Anschluß an (12) 

(18) V = //' 

und berechnen die Differentialgleichung für 7r aus derjenigen für i\ Gl. (10), 
indem wir Bj\ — A aus (13) und (' aus (7) eintragen. Wir finden leicht: 


( 19 ) 


q \v" -f (m -f 1 — p) -f ir ~ - 0, 






Der Vergleich mit (1.14) und (1.14a) zeigt unmittidhar. daß wir es hier 
mit der Differentialgleichung für die w-te Aldeitung des Laguerreschen 
Polynoms L„j ^ „ zu tun halien : also wird 

( 20 ) ’ = 

Aus (9), (18) und (20) folgt jetzt 


und aus (5) 

( 21 ) 


/ c 


(» m 



y) = e 




oder auch wegen (17): 


( 22 ) 



Diese Formeln werdim uns für die Theorie des St ark-Effekt es von 
Nutzen sem. — 

Nicht minder wertvoll sind gewisse Darstellungen in parabolischen 
Koordinaten aus dem kontinuierlichen Spektrum für die Theorie 
der Stoßprobleiiie. Wir interessieren uns hier l)esondeJ■•^ für eine Losunj^ 
der Wellengleichung, welche in großem Abstand vom Ktun einer ein- 
fallenden ebenen Welle entspricht, die wegen Streuung am Kern über- 
lagert ist von einer vom Kern ausstrahlenden Kugelwelle. Dies«* 
Fragestellung entspricht durchaus dem Komplex der Wasserstoff-Problemt' 
(ein Kern in Wechselwirkung mit einem Elektron, welches hier aber nicht 
an den Kern gebunden, sondern bei großer Kerndistanz frei ist). 
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Als Fortschreitungsrichturif^ der ursprünglich ebenej^Welle iiehirien 
wir den positiven Sinn der j"-Achse. Die WellenfunktioiFist dann sym- 
metrisch um die a’-Achse, also xon <p miabhängig. Das besagt liir den 
Ansatz (22), daß wir -- 0 zu setzen haben. Dieser vereinfacht sich 
also zu: 


(23) 


^ \ n a / \ n (I / 


Die Hauptquanteiizahl n wird im kontinuierlichen Spektrum imaginar, 
wie in den vorigen Paragrajilaai gezeigt wurde. Dii' Zusammenhänge (7. 9) 
und (7. 10) zwischen der imaginären Hauptquantenzahl a. der Widlen- 
zahl ]\ und der kinetischen Energii' IT des Kk'ktrons in großem Abstand 
\om Ki'rii gelten auch jetzt. "Wir können daher in (23) setzen ?? --- Zjika 
und erhalten: 

- - 1) 

(2 1 ) = c “ , (/ k (/ 1 I]). 

)p und iq, hangen mit n nach (ll. (14a) zusammen: 

(21a) u. f- 'iq^ -l 1 — 1/, 

und sind daher selbst jedenfalls teilweise nicht reell. Darau^ folgt, daß da* 
Laguerreschen Fuiiktioiuai L m (21) keine Polynome, sondern transzen- 
dente Losungen der Laguerreschen Different ialgkdchung sind, von der 
Art, wie wir sie in §7 studiert haben. Ihr asymjitotisches Verhalten ist 
diireh (7. 25) und (7. 26) bestimmt. 5ht Encksiclit auf (7. 13) schreiben wir 
(n steht \ orubergelieiid für ik^ bzw. %k}j, v tiir tu bzw. ??,,) in erster 
Näherung: 


io) 


(oi (p) — i 


(- p)'* (+ e)~" 

r(- a) p ^ 


r(?/ + 1 ) 

oder aucli, wegen 7'(] —?/) — — n 1' { — n): 

Lintragen von (25) in (21) liefert als asym])totischen Wert f 


o 7^(1 - n) ’ 


(2(;) 


irK-t-i) + ^ n-n,} 
(( (+U: 


k rj 


Bemi Ausiiiultiplizieren entstehen vier Glieder, die wir je durch ihre 
Exponent laltunktionen an deuten : 


1) c 


7 (;W ij) 


2) c 




3) c 


4) c 


g a n) 
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Dabei entspria|t 1) ersichtlich aus dem 'Produkt der beiden ersten, 4) aus 
dem der beidS letzten Summanden der Klammern usf. Um die physi- 
kalische Bedeutung dieser vier Glieder zu erkennen, schreiben wir sie 
nach (8) in die Koordinaten x und r um und fugen den Zeitfaktor in der 
Form c" liinzu: 

Wir sehen: Glied 2) entspricht einer in der positiven a:-Kichtung fort- 
schreitenden ebenen Welle, Glied 4) einer vom Kern ausstrahlenden 
Kugelwelle. Diese beiden Glieder sind unserer Problemstellung von S. 134 
konform. Dagegen entspricht Glied 1) einer auf den Kern hin konver- 
gierenden Kugelwelle, Glied 8) einer in der negativen j-Richtung 
fortschreitenden ebenen Welle. Diese beiden Glieder sind mit unserer 
Problemstellung unverträglich. Wir müssen unsere Lösung so spezialisieren, 
daß diese beiden Glieder in Fortfall kommen. Zu dem Ende schreiben wir 
die Faktoren hin, mi< denen sie bei der Aufrechnung von (26) multipliziert 
erscheinen : 

(- ikrj)’'’' 

’ 7’T«f + i)rK + i) ’ 

> ^ ' rK + i)7’(-«,) 

Sie verBchwinden dann und nur dann, wenn wir n: + 1 glcieli Null oder 
einer negativen ganzen Zahl machen: 

(27) »if + 1 = - !/. <J ^ 0. 

Alsdann reduziert sich die erste geschweifte Klammer in (20) aut 

^ (f/ “b ^ ) 

Aber auch dieser Term ist noch für ^ r>0 mit den Bedingungen un.seres 
Problems unverträglich, da für ^ cc unendlich groß wird. WTr müssen 
also weiter setzen 

(28) g = 0, ??. ~ — 1 und nach (14 a) n,^ = ??. 

Diese Spezialisierung von n. und n,. ist ersichtlich gleichbedeutend mit 
einer speziellen Wahl des Separations-Parameters ß in Gl. (16) 



Mit ~ —1 wird nach Gl. (7. 21) 

L_,(o) = 1 + ^ + 1* + ••• 
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Die beiden ersten Faktoren in GL (24) geben also zusammen ^ 




+4(s^- 


ßikx 


und GL (24) geht mit Rücksicht auf (28) über in ^) 
f29) y) = L„ {ih rj). 


Gleichzeitig liefert (25 a) die folgende asymptotische Darstellung 
von (29): 


(30) 


r [l v) r {I — n) i k rj 


Wir sind damit zu einem äußerst einfachen und einleuchtenden Resultat 
gelangt: Der erste Faktor in (29) stellt die ungestörte (UTjfallende Welle dar, 
der zweite beschreibt, wie sie durch Strc'uung (Bt'ugung) am Kern beeinflußt 
Wird. Wir werden in Kap. Y solau), daß dii'se Formel die klassische Theorie 
der Rutherfordschen a-Strahl-Sireuung am Kern in sich schließt. 

Für andere Anwendungen (kontinuierliches Röntgenspektrum usw.) ist 
es zweckmäßig, GL (29) eine vom Koordinatensystem unabhängige Form 
zu geben: Statt der 2 :-Richtung lassen wir die ebeiK* Welle in einer be- 


liebigen Richtung einfallen, die durch den Y'ellenzahl- Vektor k gekenn- 
ziuchnet wird. Wir haben dann zu (»rsidzen 


c'*’’ durch 

lind gleichzeitig nach der Darstellung von rj in (8a) 
krj durch kr — (/er). 

Indem wir noch einen Normierungsfaktor hinzufugen, verallgemeinern 
wir (29) zu 

(31 ) y) = N c* L ('/ [kr — {k r)]) . 

Venn wir k alle mögliclKUi Größen und Richtungen gidien, erhalten wir 
in (31) ein normiertes und in sicli orthogonales System von Eigenfunk- 
tionen, deren jede eine asymyitot isch ebene Welle darstellt. Dieses 
System ist zugleich vollständig, wmm wir ihm di(‘ im Anfänge dieses Para- 
^naplien besprochenen diskreten Eigenfunktionen hinzufugen. 

Wir vergleichen es mit dem System der reinen ebenen Wellen 

'31 ii) 


L Zuerst abgeleitet von G. Tem})le, Proc. Roy. Soc. 121, 673, 1928 und 
iii^^ dcutet bei W. Gor don, Zeitschr. f. Phys. 48, 180 (1928), Schlußbemerkung; 
II ilipi diskutiert vom Verf,, Ann. d. Phys. 11, 267 (1931). 
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für welches der NormiiTiinj^s-Faktor Nq nach Zusatz 8, 01. (7), bekannt ist: 


m = 


1 

{'2 7if' 


und wollen daraiiN den Faktor N in (31) hestiinnieii. Das asymptotische 
Verhalten, auf das es nach S. 1‘27 bei der Bestimniung von N allein an- 
kommt, ist aber hei unserem System (31) his auf einen Faktor dasselbe wie 
heim System (31a). Nach (30) ist nämlich, wiain wir das asymptotiscli 
\erschwindende zweite (Jlied fortlassen (a ist rem ima^^mar'), v"l. auch 
Zusatz (7), (t1. (7): 


(31h) f{k)f*{k) 




71 n 


2 I Tin 


Wir haben also zu veri^leicheii : 


mit 


A’“ ,r (M V* W = V“ 

ly - ^,1 iki) mA ri „ 


1 _ 


2l 7t N 

1 


Daraus schließen wii 


(32) 




1 in \n\ 

{2 7T)' 1 — r~ - ‘ ^ " (2 Tif \ — e - 


Natürlich muh sich uiisen* in paiahelisehen Koordinaten ‘^eschruNiaie 
Lösung (29) nachträglich auch in Polar-Koordmatiai imischrtahen, also 
aus den in §7 studierten Eigenfunktionen aufhauen lassiai. Aber di(* Dai- 
stellung wird dann viel komplizierter. sU‘ lautet, wie wir hur ohiu' Diwvei'' 
niitteilen: 






r [n -rl 
r{n + 1) 


(2;/w) (co^i9). 


Hier ist 7/^ die in § 7, Ol. (27) definierte radiak* Kigenfunktion, /7 be- 
deutet den Winkel, den die WrUndungslime Kern — - Aulpunk't mit dta 
Kichtung der einfallenden Welle eiiischließt . 


§10 

Allgemeines über Serienspektren mit einem Leucht-Elektron 
und über die Symmetrie der Atom- Schalen 

Vom W asserstoif unterscheiden sich z. B. die Alkalien dadurch, dal.5 
statt des Coulorn bscheii ein allgemeineres Kraftgesetz gilt. Whr setzen 
wie in Bd. I, S. HH, näiierungsw'eise als zentral-symmetrisch voraus 
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und fassen darin die Anziehung des Kerns und die Abstoßung der übrigen 
am Atombau beteiligten Elektronen auf das „Aufelektron“ zusammen. 
AVie dieses zentral-symmetrische Feld zu berechnen ist, werden wir erst in 
Kap. X erlu utern . Wir nennen hier nur als einfachste Methode die statistische 
von Thomas und Fermi, als erfolgreichste die von Harlree. Zunächst 
lassen war das Feld unbestimmt und setzen sein Potential gleich r(r). Der 
Unlerschied zwischen TWr) und dem Coulom bschen Potential Z c^jr 
kann, wie ublicli, aP Abschirmung des Kitiis gedeutet- werden. An 
dem B<'ispi(4 diT A'-Scliale schwerer Atome w'erdc'ii wir, vgl. S. 147, er- 
liiiUvrii, wie dies(^ Abschirmung widlenmeclianisch zustande kommt. 

Während die A\'ell(‘ngleichung miu's Atoms von Z Elektronen streng- 
gcnoinuK'n sich im 3 /-dimensionak'n Konfiginati(Ui>raunH' abspielt, 
scliri'ibi'ii w’ir sie iiälKU'ungswi'ise, mit Einführung \on P (r). als Ein-Elek- 
troiien-Probleiii, namlicli. vgl. (1.1). m diT Form: 

2 ut 

(1) Zl 1^ -f- ^^2 0^' W) f 


1 iiter (l('m ('inen Elektron, aut welclio^ sich El. fl) bezu'iit. (haikim wir uns 
bei (len im Sichtbaren gf'k'gi'iK'ii Spi'ktn'ii. z. P>. dt'iii der Mkalitai das 
\ iileiizidektron. allgemein das Ihu (h'r LinieiK'inissioii ang(>regt(' Elektron. 
El. (1) laßt sich wie in (1. 2) sejianereii und hat da IjiHung 

(2) i/( = PT (cos 

l)(‘i’ radiale Pestaiidteil P gi'iiugt drr zu (1.3) analogi'ii Eleudiung 


(3) 


d- P 2 (1 P 
d d f" 




l(l + l)\ 
rS I 


li = 0, 


lim Eosiing laßt si(*li nicht \\\c b(‘im Wasserstoff aul ('k'iiK'ntaiV'ni \\Vge, 
■'Oiidern im allgenu'inen nur durch nunierisclK* Integration l)e\v('rkst(‘llig(‘n. 

Der \nsatz (2) fuhrt, ga'iiau wie Ix'iiii A\ a'^ser^toff. auf dii' .Vuswahl- 
r(‘g(‘ln 


^ Hl 

(4) / ^ f ± 1, m( 

^ nt 1- 1 


Wahrend die Auswuihlregel für ni nur im Magnetlelde zur Geltung kommt, 
bestimmt diejenige für / du' Kombmations-Moglichkeiten der Terme. Wir 
iibernehnu'n die Bezeichnungen der alleren Theorii' und ihre Zuordnung 
zu (h'ii /-Werten: 

s f d / . . . Tenn 

/--O 1 2 8... 
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Die Auswalilregel (4) begründet hiernach das bevorzugte Auftreten der 
folgenden Term-Kombinationen, vgl. Bd. L S. 882: 

H.S. L N.S. II. N.S. 

.s- — p j)~d p—s 

Außer den Winkel- Quantenzahlen ? und m haben wir die radiale Quanten- 
zali] rir zu betrachten, die beim Wasserstoff durch den Grad eines Polynoms 
in r geg('ben war. Diese Definition wird aber jetzt illusorisch, da die Gl. (8) 
im allgemeinen keine polynoniiale Lösung gestattet. Wohl aber bleibt eine 
andere Definition von bestehen, nämlich diejenige durch die Anzahl der 
Nullstellen des radialen Bestandteils R, die zwischen den Grenz- 
punkten r = 0 und r -- c» liegen, vgl. §3, 8.01. Der Wertebereich 
\ on ist 

n, = 0 , 1 , 2 , . . . 

Aus und l bilden wir wie beim Wasserstoff die Hauptquantenzahl 

( 5 ) 

Während aber dort die Terme gleicher Hauptquantenzahl zusammen- 
fallen (bei Vernachlässigung der Belativitäts-Korrektion), rucken sie jetzt 
auseinander, um so mehr, je größer die Wasserstoff-Unähnlichkeit ist. 
Daher kommt die makroskopische Unterscheidbarkeit der s-, p-, d-Terme 
und die gesonderte Existenz von H. B., I. und 11. N. S. Wir wollen dies 
im allereinfachsten Falle quantitativ zeigen. 

AVir setzen 

M 

(6) »’C) = 

r r 

fugen also dem Coulomb-Potential (auf Kernladung 1 abgeschirmt) ein 
Korrektionsglied hinzu, welches rein schematisch einem im Kern ent- 
haltenen elektrischen Moment^) entspricht (ilf hat die Dimension :\ Länge), 
wobei die Momentenach.se mit dem Kadiusvektor r ubereinstimmt : wir 
können Gl. (G) auch auffassen als eine nach negativen Potenzen von r fort- 
schreitende, beim zweiten Gli(Me abgebrochene Reihe. Die zugehörige 
Gl. (3) schreiben wir wie in (1.8): 


(7j 


d:^R 2 dB 


dr^ 


"h 


r dr 




A = w, 


B = 




C = - l{l + l)-M. 


In der Sprache der alteren Theorie heißt das- Das Außen-Elektron 
induziert im Atomrumpf eine Polarisation, deren Achse nach dem Außen 
Elektron hinweist. Der Beitrag dieses ., Polarisations-Effektes ‘‘ zur R 3 rdberg- 
Korrektion dj im Verhältnis zum Beitrag des ,,AbHchirmung8 -Effektes wird bei 
Zwei-Elektronen- Systemen diskutiert bei H. Bethe, Handb. d. Phys. 24, 1, S. 34f) 
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Iiiäern wir das asymptotische Verhalten abspalten, vgl. (1.4a) und (1.5), 
d. h. indem wir setzen: 

Ti — c- c/* V, Q ~ 2 \ — A r, 


erhalten wir für v als Differentialgleichung statt (1.7): 


( 8 ) 


p(2-p)r'4- 



B 



V = 0. 


Su' läßt sich nach dem Schema von Zusatz 2 elemeniar integrieren. Nach 
d('n dortigen Gin. (0), (10) und (11) ergibt sich: 


.4,= ^, ßj = 0, A^=% ß, = -], A„=C, ß„= 

A 

(0) (X ((X -f" 1) H“ G — 0, OL ~ - — — !• 

1 


hl d('r k'tzten Gleichung halH*n wir stafi n geschrieben, weil diese Zahl 
in (h‘r Tat den Grad des fraglichen rolynonis. also die radiale Quantenzahl 
l)('fitimmt. (Die allgemeinere D(*finition von durch die Nullstellen von Ti, 
\ oll der oben die Rede war, ist hier (‘ntbehrlich.) Auflösung d('r quadrati- 
schen Gleichung (0) für a ergibt mit dem Verte ^on G au^ (7) 

(lu) 0, = / + = 1 (r+jf+~M - (/+ .1) 

()d('r. wenn wir il/ aK kleine Korrektion behandeln, durch Entwicklung: 


Die zweite Gl. (0) g(‘ht jetzl wi'geii (10) über in 

„ — = / -f- d/ -f- 'a,- + 1 == n öl • 
]-A 


ÖcliheJ.llich ('rhiilt man W('gen d<‘r Bediaitmig von 7^ und .4 in (7), vgl. auch 


(1,10); 

ni) 


Rh 2 m e* 


iOsd die Rydbergsche Termform statt der Balnierschen, vgl. Bd. I, 
b. .‘1!)d Der Umstand, daß dj von l abhängt, bewirkt das Auseinandorfallen 
der Termserien 5 , f, d, . , ., die besondere Form (10 a) von dj zeigt überdies 
aiiiiuttelbar, daß die Terrae um so wasserstoffähnlicher werden, je größer l 
ist - der /-Term hat eine kleinere „Rydberg-Korrektion“ di als der 
usf. Bekanntlich hat dieses hier aus unserem speziellen Ansatz (6) 
<d)gf‘lcitete Resultat allgemeine Gültigkeit. 
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"Wir inaclien aindi an dieser Stelle anfiuerksani auf den engen Parallefis- 
nius zwischen Wellimineclianik und älterer Quantentheorie. In Bd. I, 
Zusatz 11, stellten wir das Atonifeld T" wi(‘ in (G) durcli ('ine PhitMricklung 
nach aufsteig('nd('n Potiuizi'H von 1/r dar und berechneten das radiale 
Phasenintegral in \erschi(>denen Graden der Näherung. Diezweite Näherung, 
welche dem Abbr('ch('n der Entwicklung mit 1 /r“ entsprach, führte auch 
dort auf den Ey dberg-Terni. \\\r mußtt'ii in (G) höhere Glieder \nn- 
hehalten, w('nn wir auch in der AVellenmechanik zu der Eitzschen Term- 
form g(4aiigen wollten. 

Wir iH'tonten bereits in §B, daß sich b(uni W’assi'rstoff die ,s--T('rme 
/ 0 kug('l-symmt'trl^ch verhalten, du' /i-, d-Terme / ; > Ü dagi'gen axial- 

symmetriscE. 

Dies uberträgt sich auf die komplizierteren Atome, (h-nn der Synmu'- 
tru'-Charakter der Eigen funkt loneii ist in Gl. (2) durch den AViiikelfaktor 
pm g(3.gpb(‘n und du'ser ist dersi'lbe wie beim "Wasserstoff. Ebi'iiso 
wie die Eigenfunktioiien im .s-Zustande liaEeii auch die zugi'liorigeii Ladungs- 
dichteri p und die ilineii ('iitsjireclu'iKh'ii Kraftfehh'r sphärische Symmetrie. 
W'ir können also sclilii'ßi'ii, daß die ZusamiiK'nsloße. die ja durch die Ei'ak- 
tioiien der Kraftfdder gi-regelt werdiai, wie in di'r klassiscluai kinetischen 
Gastheorie nach Art isotropi'r Kugeln erfolgen, wenn, wk^ z. B. bei dcui 
Alkalien, der Grundzustand ein .s-T('rm ist. 

Dagegen war die Symmetrie der jrulwn'n Atom-Modelle nicht die 
einer Kugel, sondern die ('iiu'r Scheilx'. z. B. im (irundzustandi' di'r Alkalien, 
wo die Atom-Dimeiisioneii in der Ebene d('s umlaiifendi'ii Elektrons ji'deii- 
falls großer Nt'iii mußten, als in di'r Eicht ung scaikrecht dazu. 

Nun haben wir im St('rn-Gi‘rlach- Vi'rsiich ein i^flttel, um diese 
vermeintlichen Atom-Scheihen (‘inandtT ]iarall(d zu richti'ii. AVurde iiämhci] 
das paramagnetische Monuuit (gleich einem Magiieton Inam H-Atom und 
bei d('ii Alkalu'ii im Grundzustande) \on dem Emlauf des Elektrons her- 
ruhreii (m W irklichkeit rührt ('s \'on dem Spin deb Ek'ktrons her), so wurde 
die magnetische Achse senkrecht zur Bahnebene st(*h(‘n müssen und sicli 
parallel oder antijiarallel zu den Kraftlinien des außt'n'ii Magnet feldi-s 
stellen. 

Hii^aii kmipft dn Yer.buch von E. Fraser^) mit AVas.serstoff-Kanal- 
strahJen an, ])ie H+-Teilchen, die als ITotonen auclj nach d('r ältert'ii 
Theorie ein kugel-syniiiK'trisches Feld haben und daher die Entscheidung 
zwischen alter Theorie und Mddleiiniechanik stören wurdiui, -wuirden un- 
mittelbar vor dem Eintritt in den Versuchsrauni durch ein elektrische- 
Feld herausgeholt. Die neutralen H-Teilchen fi(*len auf (‘iiu' Thermosinde 


G Proc. Roy. Soc. 114, 212 (1927). 
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und wurden durrli diese gaJvanonietnseli gezahlt, und zwar afiweehselnd 
mit und ohne Magnetfeld, wnhei die niagnetisehen Kraftlinien parallel zur 
Ihchlung des Kanalsirahls vc^rliefen. Xaeh d('r alten Theorie muhten mit 
Tt'ld die Zusammenstohe häufiger und daher di(' (hilvanomeier-Ausschläge 
g(‘ringer sein ah ohne Feld, weil dann alle H-Atome dc'in Ih'stgas (Hg oder 
Argon) ihre volle Selieihe zukidiren wurden, wahrend ohm^ Feld je nach 
(ItT zufnlligi'ii Orientierung d(‘s Atoms nur ein Bruchteil der Scheibe als 
Stoß(luerschiiitt zur Geltung käme. Tatsächlich zeigte sich aber kein 
Fiiferschied in den Ausschlagen mit und ohne Feld. Dies entspricht der 
neuen Theorie, nach d(‘r das H-Atom kugel-symmetrisch ist und daher 
s(‘iii Stoijqu<‘rschnitl durch die magnetische Orientierung nicht beeinflußt 
u ird. 

Schon Ul seiner ersten grundlegiuideii Note über die Tlu'orie der 
..lbclitungs(]uantelung im ^lagiadtelde“ schloß Sti^riO) aus den damals 
iKa'rscliendeii Mod(‘ll-A'orstellung(*n. daß die magnetische Orientierung der 
\tome zu eiiKU' Doppelbrechung fuhren mußte, die, A\t‘nn real, sudi in zahl- 
reichen Irulu'ren Fntersucliungc*!] z. B. mit Xa-])ampf hatte zeigiui imissiui. 

1 liese ])opp(‘lbrechung urde M»n dt‘i Starke des Magnet fehh's unabhängig 
lind auch m weitem sja'ktrak'in Abstande \on den St<dlen aiioinak'r Dis- 
peisioti zu (‘rwarti'ii sein In der Tat • Wmin ulk* .Vtonie z. B. iin Xa-Dampf 
niagneliscdi geruditid sind und man schickt eiium l.udit strahl senkrecht zu 
d(‘n niagjiet isidieii Kralt linimi liindurch. so liegiai nach der \'orstellung von 
dej Sidieibeii-SyiiiimUrie die beiden (dektrischeii Koniponeiitim. in die man 
di(‘ iiaturludK- bi(dits(diwingung zerlegen kann. \ ersidiualeii zum Atom: 
die eiiK“ zu (h'ii iiiagiiet iscliei) Kraftlinien ])arall(‘le slidit senkr(‘(dit zur 
JAlinebeiie. die andere liegt in der Bahiitdieiie Sie winden wrschiedeiie 
beaktioiieii des \kLlenztdeklrons hervorruien und daher versidiiedeiie Fort- 
ilhmzungs-OeM'bwmdigkmt, haben müssen. Mit amk-ren orten: Fs mußte 
M.igiieiisidie Do]»]K‘lbre(diung auftreleii. unaldiangig mui (kr ^tagnetstarke. 
Itil! die.^ imdit dei l'kill ist. wurde \on \ erschiedeiien Seiten nachgepruft. 
iMe lelzlei) giaiauesti'H \ ersiudie sind \ on M. Schutz") aiisgid'ubrt, mit 
\ "llkoiimien negativem lA'lolg. Wir wissen lienats, wie ^\lr dies zu deuten 
kil'rir Das lU'gative Frgebnis s]>richt nicht gegen du* niagiu'tische Fin- 
hiellmig der Flektronen-Acbseii, du* ja durch den Stern-Oerlach-Versuch 
(dijckih bewiesen wird, sondern gegen die Scheibi'n-Synimetrie der Atome: 
bei kugidsyniinetrischer Struktur des Xa-Atonis im 5-Zustande fällt der 
id(‘jspnu'b fort. 


b ZS. f. Pbys. 7 , 249 (1921). 
A ZS. f. Pbys. 38 , 863 (1926). 



144 


Das Kepler-Problem, Serien- und Bandenspektren II. 10. 12 


Die Kugel- Symmetrie ist aber auch hei allen abgeschlosseifen 
Schalen realisiert^). Indem wir von der in Bd. I, S. 165, eingeführten 
vierten oder ,, Spin- Quantenzahl“ m, absehen, die systematisch erst in der 
Dira eschen Theorie (Kap. IV) behandelt werden kann, und uns hier auf 
•die drei „Bahn- Quantenzahlen“ n, l, m beschränken, definieren wir: Eine 
abgeschlossene Schale wird gebildet von den Elektronen aller 
derjenigen Zustände m, die bei gegebenen Werten n, l nach 
dem Paulischen Prinzip möglich sind. Zufolge der Bedingung 

- ^ w ^ 1 


ist die Zahl dieser Elektronen 2 Z + 1 [sie wurde sich wegen der vierten 
Quantenzahl w, = i | auf 2 (2 Z -}- 1) erhöhen]. Wir schreiben nun die 
Eigenfunktion y) und die Ladungsdichte q für irgendeines dieser Elektronen 
in unserer Nähermig(2)hin, hei der, wie oben bemerkt, die Wechselwirkung 
mit den übrigen Elektronen in summarischer Weise durch das Poten- 
tial V (r) berücksichtigt sein sollte: 

(12) y^ = Pi PT (cos c ' Q = [PT (cos {^)J. 


Hier ist R von n mid 1 abhängig, aber von m unahliängig. Bezüglich der 
Kugelfunktionen P verabreden wir, daß sie auf 1 normiert sein mögen, 
d. h. wir denken uns, abweichend von der ubliclien Normierung, P^ multi- 
pliziert mit dem Faktor, vgl. (I. 9. 31): 

2Z-I-1 (Z-m)! 

4 JT (Z -f w) ! 


(13) 


= 


Die außerdem bei dem radialen Bestandteil B erforderliche Normierung, 
die von m unabhängig ist, denken wir uns m B aufgenommen. Summiert 
man nun (12) über alle 2 Z 4- 1 Eekitronen der vollen Schale, so erhalt man. 
unter Herausziehen des von m unabhängigen Faktors B^: 

4 l 

(14) = 2”’ (<">8 W- 

— l 

Die summierte Dichte ist in derselben Näherung zugleich dieLadungsdichtc, 
die unserer Schale entspricht. Unsere Behauptung geht dahin, daß 
sie von § unabhängig, also sphärisch-symmetrisch ist. 

Der Beweis gründet sich auf einen seit altersher bekannten Satz über 
Kugelfunktionen, das Additionstheorem derselben, dem wir hier folgend» 
einfache Form geben: Sind tp und zwei Punkte auf der Einhed>- 

kugel und G ihr sphärischer Abstand, derart, daß 

cos G — cos cos d' 4- «m § sin {}' cos ((p (p^), 


4 A. Unsöld, Münchener Diss. 1927; Ann. d. Phys. 82, 365 (1927). 
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SO gilt 

/ 

(15) p,(i)p,(co>.0) = pr‘(c(i^i>)pr(c<.ridV'""“'’"'''''. 

- 1 

Setzt man hierin ?9 = d' und rp = rp', so wird cos f) = 1 und es ergil)t sich 

(15 aj pf{i) - Scpreosii)]^ 

~i 

Die rechte Seite dieser (lleicliung stimmt mit der rechten Seite von (14) 
iilierein. Also wird in der Tat unsere Ladungsverteiluiig (14) von unab- 
hängig, d. li. kugel-symmetrisch. 

Läßt man die ,, Normierung auf 1“ fallen und geht zur üblichen Nor- 
mierung über, in der P, (1) 1 wnrd, so hat man die rechte Seite von (15) 

glh'dweise mit d^mi Faktor au^ (13) zu multiplizieren; auf der linken 
Seite tritt entsprechend derselbe Faktor für ni ~ 0 hinzu, d. b. (2 / -|- l)/4 Jt. 
t.il. (15) geht auf diese Weise iil)^T in 

(1(1) p,(cos0) = sü 7 er 

- IV -r f»l‘ 

Verzichtet man überdies auf die embeitliche Definition der fiir negative 
und })ositive w, die wir in Kap. I, § 3, Dl. (]6b) eingefubrt haben, und setzt 
— Pj"‘l (was bei miserer Definition der P"' nicht zutrifft), so erhält 
man aus (10) die übliche reelle Schrei bwemedi's Addit lonstheorenis, 
iiämhcli; 

(17) P, (cO. 0) = ]\ (C.s d) P, (C(>s d') 

+ 2 S !! , e"' (cos )?) iT ('•<» &’) »' if - <)')■ 

‘TC + ">)■ 

1)^ r \ (»rtml unserer Bmiutzung negntniT in sowie unserer Normierung auf 1 
kuchti't beim Vergleich \on (17) und (15) ein. 

Fnser Satz besteht auch dann zu liecht, wenn man die vierte Quanten- 
zalil //g berücksichtigt und nicht nur über alle Werte von m, sondern auch 
alter dic' beiden Werte summiert, liei festgelialtenem I und ?/n 

Im Ausiiruck (1 1) ist dann nur — mit der gleichen Näherung wie vorher -- 
<It'r l'aktor 2 hinzuzufugen. 

Alan viTstelit oIuk' weiteres, wie vereinfachend die hier bewiesene 
Kug'FSyiimietrie alle Betrachtungen uher den Chemismus der ahge- 
■chjosseneii Schalen beeinflussen wird. Vergleichsweise denke man an das 


SoiniiKjrfold, Atombau II. 


10 
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von G. N. Lewis ausgebildete Modell der Achterschale, nämlich an das 
statische Oktett. Auch dieses besitzt vermöge seiner regulären Würfel- 
Anordnung einen hohen Grad von Symmetrie, derart, daß das Dipol- und 
QuadriipoJ-Moment seiner Ladungsverteilmig verschwindet. Aber es bleiben 
höhere Multipol-Momente iibrig, deren Fernwirkung man vorübergehend 
zur Erklärung der Kristallgitter-Kräfte heranziehen wollte. Demgegenüber 
besag! unser Satz, daß für die Achterschale und für alle Arten abgeschlossener 
Schalen die Multipol-Momente beliebiger Ordnung verschwinden. 

Dieser Satz ist aber nicht mir in der hier dundigefuhrteii Näherung 
des Ein-Elektronen-Problenih richtig, m der die Wechselwirkung der 
Elektronen schematisch durch F(r) dargestellt wurde, sondern gilt exakt 
])ei vollständiger Berücksichtigung der Wechselwirkungs-Energien ! 

Wir werden den Beweis dafür iiiciit erbringen, sondern ^’erweisen auf 
eine ähnliche Verschärfung am Ende von Kap. TU, § 8, wo es sich um 
die Einführung der genauen Quantenzahlen 3i, L für das gesamte Elek- 
tronen-System handiän wird, an Stelle der ungenauen Quantenzahlen ///, / 
für jedes einzelne Elektron in diesem Paragrajihen. 

Aus der Kugelsymmetrie der abgesclilosseiu'n Schalen folgt weiter, 
daß diese kein paramagnetisches Moment halien können. Denn es 
wird nicht nur D sondiTii im Lim H ~ 0 und in 

der Summe über alle m auch = 0, Gl. (C.20). Daraus folgt, daß 
Atome mit lauter abgeschlossenen Schalen diamagnetiscb sind. Ihre 
diamagnetische Suszeptibilität wird durch dieselbe Langevinsclu* Formel 
(6. 26) berechnet wie im Wasserstoff-Falle, bi'i (‘iitspreclu'nd erweiterter 
Bedeutung des elektrischen Trägheits-Mona'iites 61; sie beriilit, wie beim 
Wasserstoff, auf der L arm or- Präzession. Da auch die Moleküle in der 
Kegel abgeschlossem* Elektronen-Anordnungen besitzen, so sind auch diese 
mit wenigen Ausnahmen -- Og, NO — diamagind isch. 

Anders bei nicht-abgeschlossenen Schalen. Hier hebi'U Mcb d](‘ 
azimutalen elektrischen Strome, die von den einzelnen Elektronen her- 
ruhren, nicht auf. Sie werden durch das Magnetfeld geordnet und 
setzen sich zu einem resulti(‘renden paramagnetischen Moment zu- 
sammen, welches in der Plinheit des Bohrschen Magnetons ganzzahlij.; 
ist. Ihm überlagert sich das diamagnetische Moment, welches der 
Larmor-Präzession entspricht. Der Beweis ist ganz ähnlich zu fuhren wie 
in §6, vgl. insbesondere Gl. (6.21). — 

Wir betrachten etwas näher den lieson deren Fall der abgeschlossenen, 
d. h. mit zwei Elektronen besetzten K- Schale. In den Anfängen der 
Köntgen-Spektroskopie rechnete man mit einem abrupten tMiergang der 
Abschirmungszahl von s 0 (innerhalb) auf s — 2 (außerhalb der 
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E-Schale). Man netzte also das Potential V aaf eine hinzugedachte Ladung^) 
in der Form an; 


(18) 


V == 


eZ 

r 


innerhalb, 


eiZ 2) 
r 


außerhalb. 


Wir wollen Zusehen, wie die Wellenmechanik diesen abrupten Übergang 
ausgleicht. Wellenmechanisch setzt sich das Potential zusammen aus 
dem des Kernes 


und dem der Pilektronenwolke 


( 20 ) 


gdr 

y;.2'':i;72r27'7co^' 


Hier ist o die Ledungsdjchte im Integrationspunkte (r, {)', rp') und dx' 
d / sin 'if d {)' d (jf>' : di(‘ Winkel {)', ( 7 / sind auf die Achse Kern Auf- 
f)U]ikt liezogen. 0 sei gegeben durch die Wasserstofi'-Eigenfunktion im 
(irundzustund (vgl. die Tabelle von S. 89): 


f =- 


/Z Zi‘> 

/ 


]7t 


also 0 


2 c 


7t 




a 


])er Faktor 2 liei p (‘lif, spricht der doppelten Hesetzung der /t-Schale; von 
den Schalen L, M, . . . dürfen wir ahseheii. Aus ( 20 ) berechnet man: 


I, 




Mii /F d iV 

] -f / ^ — 2 r r' cos 


l)n> Integral nach wird gleich 


r + r' - |r - r'| 
r /•' 


r' < r, 
r' > r. 


F Z J3. (Mn hineiiigeisclioHsenes Elektron oder Proton. Dem widerspriclil 
' " 1 licht, daß für die Emission der Ka-Liiiie die effektive Abschirmungszahl, 
vic schon Moseley erkannte, gleich 1 wird, vgl. Bd. I, S. 230. Denn hier 
''‘indeh es sich, ebenso wie hei der Bestimmung des A'-TiTms, Bd. 1. S. 258, 
"11 die unvollständige, d h. ionisierte oder zu ionisierende K- Schale. 

10 * 
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Daraus folgt 



Zusaniinen mit (10) gibt das 

(21) F=-(Z-2 + 2. “ (l + -r)). 


also 


eZ 



r ->0. 


2 ) 


r 


00 . 


Das smd in der Tat die (xreiizwerte fl 8). Zwischen diesen stellt (21) den 
gesuchten küiitimiierlicheii tliergang her. - 

Wir schließen mit einem Hinweis auf die von Hartree^) eingefuhrten 
atomaren Einheiten. 

In den vorstehenden Hechiiungen trat., was aus dimensionellen Gründen 
begreiflich ist, r wesentlich in der Verbindung rhi auf. Wir können den 
Nenner a vermeiden, wenn wir festsetzen, daß alh* Längen (r, a, ?/, c usw.) 
in der Einheit des Wasserstoffradius 

a = — . 
m (r 

gemessen werden sollen. Wir gehen aber weiter und messen mit Hartree 
auch alle Massen und Ladungen in den Einheiten von Elektronen- 
masse und Elektronenladung. Mit a = 1, ni — 1, c — 1 hefert die 
vorstehende Formel ^ 1 . Das heißt aber: die Einheit der Wirkung 
soll ^ sein. Gleichzeitig wird dann (wegen c = 1, o ^ 1) die Einheit 
der Energie e^ja, d. h. gleich der doppelt en loiiisierungs- Spannung 

^) D.K. Hart ree. Proc. Cambr. Phil. Soc. 24, 89 (1928). 
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des Wasserstoffs. Da hiernach die Energie |TI\| = Bh des Wasserstoff- 
Grundzustandes gleich I ist, wird Bh I also wegen h = 1 


Aus der Bedeutung der Feinstruktur-Konstanten a zusammen mit c = 1, 
ft -= 1 folgt c = 1/a. Die Einheit der Geschwindigkeit ist etc, 
also gleich der Geschwindigkeit des Elektrons im Wasserstoff- Grund- 
zustand. vgl. Bd. I. S. 01. Gl. (8). Hieraus folgt als hiinheit der Zeit 

(I h'^ 

, ^2.3- 10-1" sec. 

a ( fii c 

Die Schrödinger-Gleichung d('s Wasserstoffs (Z = 1) wird statt (1.1) 

(24) + = « 

und die zeittibhangige Glejchung nach Kap. I. Gl. (6.9) 

. . ä n 2 

(25) ./j 7/ -G 2 / -- H // 0. 

dir 

Witurhch ist in diesen Gleichungen hei der Bildung des Diftereiitial-Aus- 
druck'' A nicht nach den Tniiigen .r y sondern nach den rco’nen Zahlen 

(26) 

zu different iieren 



§11 

Theorie der Bandenspektren. 

Die Rotations- und Rotations-Schwingungs-Spektren 
beim zweiatomigen Molekül 

Wdr bescliränken uns in diesem Paragraphiui auf zweiatomige Moleküle, 
/ B. HCl, Hg..., und stellen sie durch ein ,, Hantel-Modell“ dar; zwei 
M.tssen an den Enden eiiuT niasselosen Verlandungs-Strecke. Die Ver- 
Gudungs-Strecke wird zunächst als starr angesehen, später als nachgiebig. 
Iin ersten Falle haben wir die reinen Rotationsbanden, im zweiten Falle 
ticten 0 sc i Hat ionen (Vibrationen) in der Verbindungslinie hinzu. 

Die Rotationsbanden liegen ini fernen Ultrarot (bei 100 vgl. 
I'd. J, S. 608) und bestehen aus einer einfachen Folge nahezu äquidistanter 
kuiien. Sie stellen die fundamentale Lebensäußerung der Molekel dar. 
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Ihr Grundelemeiit ist der Deslandressche Term. Nach der älteren 
Quantentheorie wäre sein Ausdruck (vgl. Bd. I, S.608): 

( 1 ) ^ m = 0 , 1 , 2 , .. 

h 

nach der \\ ellenniechanik dagegen ist [Kap. I, Gl. (o. J0)j: 

W 

(2) - ^yö + 1). ? = 0, 1, 2. .... 


B hat in beiden Fällen den AVer! 
(3) B 


h 

8 J ’ 


J = Trkgheitsinonient um eine zur Molekul-Achse senkrechte Richtung 
durch den Schwerpunkt: \gl. auch unten bei Gl. (15). Der Faktor j (j -f 1) 
in (2) entstand aus der Ditlerenlialgleichung der Kugelfunktion; die zu- 
gehörige Pugenfunktioii N\ar. Gl. (1. 5.20): 

(4) V’ PT 

Aus dem Term (2) entstellt für den tibergang / -> j die Schwiiiguiigs- 
zahl : 

(5) r = Rif (^fl)- Hy + 1)1. 

Die Wellenmechanik beweist aber [vgl. (I. 9. 35)] eindeutig die Auswahl- 
regel 

( 6 ) /=?±h 

wo das positive Vorzeichen der Fmishion, das n(*gat]ve im Falle der Rotations- 
banden der Absorption ent^pricht. Wir beschranken uns auf erstere und 
erhalten aus (5) 

(7) r = 2R(y + l). 

Dagegen wäre nach (1) mit m' = ?fi -j 1 : 

(7a) 1 - - R (2 m + 1) = 2 R [m + |). 

Das genaue Studium der HCl-Banden durch Czerny (vgl. Bd. I, S. 607 
und 609) hat definitiv für (7) entschieden. — 

Wir überlagern jetzt der Rotation eine Oscillation, wobei wir zu- 
nächst annehmen, daß dies ohne gegenseitige Störung möglich ist. Der 
wellenmechanische Term des harmonischen Oscillators ist [v ^ „Vibrations- 
Quantenzahl“, in Gl. (I. 5. 10) mit n bezeichnet, = Eigenfrequenz des 
Oscillators ebendort mit v bezeichnet]: 

^ ={<’ + i)v 


( 8 ) 
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Daher die Terui-Differenz im den ttbergang v' 

(9) V - {v' — v) Vq. 

Die halbzahlige Quantelung dos Oscillators hat sich hier herausgehoben, 
kommt aber in höherer Näherung, Gl. (29a), zur Geltung, sowie besonders 
in der gegenseitigen Verschiebung der Oscillationsterme zweier Lso- 
topeiD). Beim harmonischen Oscillator gilt die Atiswalilregel 

(9 a) v' = ]. 

Da das untere \ö)rzeichen zu einem negativen v (Absorption) führt, be- 
schränken wir uns auf das obere und schließen aus (9) auf 

(10) V ~ Cy. 

Durch t'berlagerung mit dem Kotations-Beitrag (5) entsteht 

(11) r -- 2D(;+ 1). 

W ir haben aber zu beachten, daß erfahrungsgemäß 2) Vq groß gegenüber 
dt'iii Ilotations-Beitrag ist, daß also der k'tztere negativ sein darf, olme 
dadurch v negativ zu inach(*n. Wir können also hier aucli das untere Vor- 
zeichen in fß) benutzen, mit dem sich als Botations-Beitrag statt (7) 
ergibt: v -- — 2 7t 

Hieraus folgt durch tHierlagerung mit (10): 

(12) V ^ r,, — 2 B 'j. 

(II) imd (12) decken sich mit der Darstellung d(‘s positi\en luid nega- 
ti\en Zweiges des Botatioiis-Schwiiigungs-Si>ektrums in Bd. I, 
b (»07, Gl. (5). 'Wegen der theoretischen und empirischen Diskussion der- 
^e^)en kann auf Bd. I. insbesondere auf Big. 187 und 138, S. 008 und 609, 
verwiesen werden. Die dort zutage tretianh' Lucke bei v -- in der 
..D()]){)elbande“ erklärt Mch w(‘llennu‘chanisch dadurch, daß 'j in (12) nur 
Oll' Werte 1 , 2, 8, . . . anneiimeii darf (der Wert / -- 0 ist sinnlos, da er 
dem tUiergange 0 -> — 1 entsprechen wurde). Dagegen war die ältere 
(Quantentheorie auf Grund der Formel (7a) urifäliig. diese Lucke zu er- 
Muren. — 

Wir untersuchen jetzt die gegioisei t ige Beeiiif lussung des Oszilla- 
tion s- und Rotations- Terms. Als Vorliereitung müssen wir kurz das 
Kantel-Modell und seine beiden Massen Wg etwas näher betrachten. 
Ka^ Problem ist zunächst ein sechs-dimensionales, läßt sich aber genau 

') R. S. Mulliken, Phys. Rev. 25 . 269 (1925). Die ersten Beispiele waren 
bO und MgH. 

^) Der Abstand der Bandkanten ist groß gegenüber dem Abstand der 
l'iiTidenlinien. 
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wie das sechs-dnnensionale Kepler-Problem, § 4, separieren in die Trans- 
lations-Bewegung des Schwerpunkts (Masse M — + m^) und die 

Belativ-Bewegung um den Schwerpunkt [Masse m = resultierende Masse 
+ w^)\. Gl. (G) und (7) von S.9r>. Die letztere Gleichung 
lieiht jc'tzt, wenn wir die konstante Translations-Energie in Tf liinein- 
nehnien und die spezielle Coulonibsche Wechselwirkung durch eine all- 
g('m(>ine Eunkiion T’ dt*^ Abstandes der beiden Massen erstdzen: 

2 Tfl 

(18; A (W- V) f = 0. 

/I ist in den Belatn -K(>ordinaten der Iteiden Massen zu bilden. W'ir 
^etz(m 

(14) 1’ = /((<)- e = ^ • 


Hier ist a der Abstand der beiden Massen ?//j, ///2 voneinander in der Kuhe- 
lage. Es ist also a ~ i Uo. wenn rij, die Sebwerpunktsabstande von 
a/j, Wg hedeuteii. Aus den (‘leinentanai Schwerpunkts-Beziehungen folgt 
dann für das Trägheit smoinent 
(15) J — a/j aj -f a/jjuJ = a/ ab 


Nach Multiplikation mit kann (13) geschrieben werdiui: 

1 d'^ Q f 

dp^ Ism d d{^ " (hf ' 

2 J 

+ M (" 


( 16 ) 




^ sin‘'^ d' d (p^ I 


Wir machen den Ansatz 


(16 a) Q'^p — F(p) Pj" (cos {)) (' 

und erhalten als Gleichung für den radialen Bestandteil F (g) l)e] Berück- 
sichtigung der Differentialgleichung der Kugelfunktionen 

Wir setzen / (p) im Anschluß an Bd. I, Zusatz 13, Gl. (5) Min S. 712 
an in der Form: 


( 18 ) 


/ {q) = ä — b - -f 5 (p - - 1)^+ c (p — ]y ^ ...y 


Dieser Ansatz genügt, von selbst der Bedingung, daß p 1 (also r ^ a) 
eine Gleichgewichtslage der Massenpmikte ini Krafifelde F — / (p) wird, und 
ißt vermöge der darin eingehenden verfiigharen Konstanten A, B,h, c, . . . 
von vollkommener Allgemeinheit; er entspricht einem beliebigen elektro- 
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statischen Kraftfeld, wie es zwischen zwei geladenen Ionen aiiftreten kann. 
Bilden wir nämlich die in der ?--Eichtung wirkende Kraft 

-K- = + i + 

M) Sind alle Potenzen de^ Al)stand(‘s p — t Aon der (JleichgeA\jehtslage ver- 
1r('ten. Setzen wir lijerin ^ r - . . . 0. m) haben Avir einen nahezu (nicht 

vollkommen) harmonischen Oscillator, bei d('m du* ruelvt reibende 
Kraft —5^ jirojxirtiona] mit r — a wird (sofern man den Xenner nähe- 

nmgsweise gleich 1 setzt). Per Koeffizient Aon r a i^t dabei mit 

der ri^sultiereiiden i\lasse tu dividiert, gibt er das Quadrat der Kreisfrequenz 
tiir dH‘ kleini'H Schwingungen des Oscillators. Nennen Avir diese so 
hah(m wir 

(Ih) m,; = ? oder B J Wo 

J 


Der Ansatz (fs) rührt von A. Kratzer her: er A\ar entscheidend für die 
altere JhitAAicklung der Theorie der Bandens}H*ktr<‘n und bietet die gleichtai 
Wirt eile für di(‘ gegenwärtig«' Avelleiitheondische Behandlung des Problems^). 
Kr gestatti't uns namhch. avk^ Avir sogleich zeigen werden, den ., rotierenden 
Oscillator“ nach der einfachen Polynom-Methode zu behandeln. AOn den 
Korroktioiisgliedern mit dtui Koeffizu'nteii Kr,... sehen Avir dabei ab; 
wollten Avir sie berücksichtigen, so muhten Avir unsere' Jkilynom -Methode 
durch eiiK' Storungsrechnung ergänzen, Kiru'n a on Ph. Morse herruhrenden 
Ansntz, der sich den ('mpmsclK'n Daten der Bandens] »ektreii noch besser 
anpassen laiit. Averden Avir in Zusatz h iHpandeln. 

Thisere Difterentialgleichung (17) lautet AA'cgen (IS) und (19): 

+ + - b)-'^W^W’ = o, 

do' [ ^ P 0 / Q I 


( 20 ) 


mit den Abkürzungen 

iiii) / = 


r 


J 

h 


Wir haben zAvei Fälle zu unterscheiden: l -0 und Z <r 0. kontinuierliches 
und diskretes Spektrum, l 0 ist die Haufungsstelle des diskreten Spek- 


B Biese ist zuerst durchgefuhrt von E. Fues, Ann. d. PIij^h. *80, 307 
M92C>); 81 , 281 (1926). 
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trums (sowohl der Oscillalioiis- wie der Kotationshanden). An diese Grenze 
schließt sich das kontinuierliche Spektrum A : - 0 stetig an. Wir betrachten 
hier nur das diskrete Spektrum und setzen 

2 J _ 




{A-W). 


Hier ist ß ebenso wie y und A eine reine Zahl. 

Das asymptotische VtThalten von F für o oo folgt dann aus der 
•Gleich inig 

F' = ß^F zu F = e^lh>, 

Da wir fordern müssen, daß F für q co nicht unendlich wird, wählen wir 
das initere Vorzeichen im Exponenten und setzen 

(28) F = 

Damit ergibt sich uun (20) als Diflereiitialghuchung für die neue Unbe- 
kannte w: 

(24) w" - 2ß(j- o ir' -f [- _ y 1) -4- 2/ n] ir = 0. 

Diese Gleichung hat wieder die Form von Gl. (9) in Zusatz 2. Si(‘ kann 
also elementar durch Polynome integriiTt w(Td(*n. Durch \ ergleich von (24) 
mit jener Gl. (9) schließt man: 

0 , A, - 0 , B, -- -- 2 /?, A, -^-y^-j(j -[- 1 ), B, - 2 f. 

Setzt man also 

(25) w ^ p“ (n), Q,, Polynom r/-ten Grades, 

m schließt man aus Gl. (10) und (12) in Zusatz 2: 

I «(a-l) =_y^ +y(/_^1), 

I a — 4 + 1/“' 4- (/ + 

(bei sachgemäßer Unterdrückung des negatnen Zeichens der Quadrat- 
wurzel) und 

y2 

{27) ß = - \ ' 

^ a -f- 

ß enthält nach (22) den Eigenwert TP; unsere Bestimmungs- 
gleichung (27) für ß ist also zugleich die Lösung des Eigenwert-Problems. 
Indem wir a aus (26) in (27) einsetzen, erkennen wir, daß der PAgenwert 
von zwei Quantenzahlen ] und n abhängt. Der Polynomial-Bestandteil 
der Eigenfunktionen, den wir jetzt ausführlicher Q-^ sclireiben, ist in Eig. 18 
für j = 0 und die ersten Werte von n veranschaulicht. 

Die Gl. (27) heißt ausfulirlich geschrieben, wenn wir a aus (26) ein- 
setzen und n gleich der „Vibrations- Quantenzahl“ v aus Gl. (8) machen: 

^ - U - — rr 

n + (7 + i) + 0 + j • 
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Beide Quantenzalileii j und r treten also lialbzalilig auf, als y 4 i uiid 
-4 Zur Diskussion von (28) ])einerken wir, daßy^ 1 ist. y/2 bedeutet 
nämlicli nach (21) das Verhältnis des Vibrations-Eigenwertes für 7^ 0 

(das ist h i’f,/2 = o)J2) zum Kotations-Eigenwert für j ~ 1 (das ist 
2 BIl = Es ist. aber bekannt, daß dieses Verhältnis eine große Zahl ist 



hi'se Darstellungen gewinnt man um leiclitesten aus der unten abzuleil enden 
ii\ jiergeornetriBchen l-'orn el (51) Kur die /eichnung ist / 10 gezahlt und 
<laiaus a. ß nach (2<)). (27) I erecbnet In Wirklichkeit ist y meist nocli 
gtoßei. Kur )> 0 untersclieiden sich die von den hier dargestellten t,!]* 
I CI nicht zu großem y nur wenig. 


(vgl. Anm.2 von S. 151, Groik'iiordnung 20). Solange wir also y mid v 
mellt zu groß nehmen, können w'ir (28) der Beihe nach wie folgt entwickeln, 
Wobei wir zunächst nur die jewTÜs niedrigste Potenz m y beibehalten: 




15G 


Das Kei)lpr-Probleiii, Serien- und Bandenspektren II. 11. 29 


Daraus folgt wegen (21) und (22): 

(29) W = C.m.t + ^ 2 j ' + (» + ä) Ä w„ + • • •- 


Colist = A 


Ja)l ^ 


Wir finden aBo, abge^elJ(‘n \on eniein konsfaiitiai eivten (fliede, unstT 
jetzigem ir in erster Xaberung gleieli der Tlierlager iing des Eigenwertes 
der reinen Eotalmn, Cd. (2), und der reinen Oseillation , (d. (8). 
Das konstante erste (died bangt mit der Disso'natimis-Arbeit der zwei- 
atomigen Molekel zusaniuKai. 

Unsere 01. (28) entbält aber inebr als die tTste Xaberung, sie gibt 
Melniebr in exakter Form das allgemeine Oesetz, naeb dem sieb Oseillation 
und Eotatiori bta beliebigen Quantiaizableii stören. Z. E. lindet man obne 
Mube auf dem angi'gi'beiien AVege aK Olieder zwi'iter Ordnung: 

+ 3/r(/ + + ^) + 

2 .; 

Die beiden ersten Glieder stinina'ii giaiau uluaein mit den beiden 
Kratzerseben Korrekt lonsgliederiO) in Bd. I. Gl. (13) Min B. 714, sofern 
man dann h ^ e — 0 setzt, wie wir es ja oben getan baben — mit- dem 
einzigen Unterscbiede, dnb die dortigen gaiizim Quanteiizablen /// und u jetzt 
ersidzt sind dureb die balbeii Zableii j f J und r -f U Das letzte Korrek- 
tionsglied ist als weniger wichtig an der aiigegebcaieii Stelle fortgc'lassen, 
aber in der Kratzerseben Original-Arbeit^) elxaifalls enthalten. Der enge 
Parallelismus dtT wiEeiimeebanisebtai Eeelmung zu der früheren Quanten- 
theorie wird durch dieses Beispiel alx'rmals lielegt. 

Natürlich wird es bei böbereii W erten von / und r richtiger sein, Gl. (28) 
überhaupt nicht zu entwickeln, sondern in dir ursprunglicb(‘n Form zu 
benutzen. Sowohl für r -> oo als auch liir i oc ergibt sieb dann aus (28) 
ß-^0, sofern wir überhaupt unsere Vorstellung nab(‘zu barmoinscbei 
Bindung soweit extra jioliereii durlen. Der Grenzwert ß 0, d. b. nach 


G Der Vergleich beider (Ibeder ergibt uberemst iminend für die 1. c , Bd, I 
benutzte Hilfsgroße a: 

n 

U ---- , 

J C«0 

wie es nach der l’efinition dieser Oroße sein muß, 

2) Zeitsebr. f. Phys, 3, 289 (1920), 
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(22) = 0 und ir = A, wurde liiernaeL eine Hkufungsslelle sowohl für 

die Bandkanten (e -> co), als für die Bandenlinien jeder Kante (j -> oo) 
bilden, wie Mir 1)en>its oben bei GL (21) andeuteten. 

Um scbIiei.iJieb die Natur der hier eingefulirteii Polynome Q zu er- 
läutern, setzen wir (25) in die Different ialgleiebunj^r (21) ein und finden, mit 
Eucksicbt auf (2G) und (27): 

0 Q" -f 2 (oc — ^ {>) + 2 /? 1/ Q — 0. 

Fuhrt man statt q als unabbän<^i^U' \'ariHble i =- 2ß () ein und bezeichnet 
die Ableitungen nach .r durch Punkte, so folgt 

(30) xQ A- (2a x) Q 'ff Q — 0. 

Diese Differentialgleichung ist, von den Bezeichnungen abgesehen, dü'selbe 
\ne die der confluenten hytiergeonu'trisidu'n Funktion in §2. Gl. (22). Wir 
bähen also, wenn wir von einer htFinglosen multiplikati\en Konstante 
ahselaai : 

(31) D = F{- II, 2a, x) =, F{~ a, 2a, 2^p). 

Die tiolvnomiale Natur von Q ist auch aus dieser Darstellung ersichtlich : 
du nämlich das erste Argument von 7^^ eiiu' negative gaiizt* Zahl - n -- — r 
l^t, bricht die Peihe für F mit dem a-ten Gliede ab. — 

Zur Wrvollstandigung der Theorie der Bandeiispektren sei auf Bd. I, 
S.OJou. ff. ^erwie.seii. Man hat dem hier lH*handelten Botatioiis- und 
Oscillatioiis-Terni als driften den Elekt roneiiterm zu ub(Tlagern, der in 
A (‘llenzahlen gemessen gegenulH>r dem Oscillationsterm um etwa ebeiisoMel 
itroßer ist, als dieser gegenüber diuii Botatioiist.erm. Der Elekt ronenterm 
hat eine allgemiane Ähnlichkeit mit dem BaiiiK'r-Term der Serienspektren, 
laßt aber keine so typische Beliandlung zu, wi(‘ die beiden vorher be- 
sprochenen Terme, 

Auch bezüglich der Intensität sfragen müssen wir uns hier kurz 
lassen. Im Prinzip wurdiui die tPiergangs-Wahrschemhchkiuten in den 
hotations- und Oscillations-Sjirungen schon in Kap. I, §0, liehandelt. 
Die besonders interessanten l'Tagi'n, di(‘ lau Molekülen gleichartiger Atome, 
^\l(' No, O 2 , . . aiiftreteii. werdiai in Kap, IX zur Sprache kommen. 

§12 

Das Molekül als symmetrischer Kreisel 

In Bd. 1, Kap. 0, haben wir untiTscliiedeii zwisclien zweiatomigen 
Velekulen, dert'ii Trägheitsnionitait um die Verbindungslinie der Kerne 
^t'i’schwindet und die daher kein Impuls-Monu'nt um diese Achse aufnehmen 
D'iiiien, und Kreisel-Molekülen, deren Trägheitsmomente durch ein 
L'ifations-Ellipsoid dargestellt sind und die daher einen Drall um die 
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Syinmetrit'-Aclise haben können. Letztere entsprechen dem „symmetri- 
sollen Kreisel“ der gewöhnlichen Mechanik, sofern man die Konfiguration 
der Atome als starr ansehen darf. Das viel kompliziertere Problem des 
unsymmetrischen Kreisels (allgemeines Trägheitsellipsoid) werden wir hier 
nicht behandeln. 

Die Frage nach der Quantelung des symmetrischen Kreisel-Molekuls hat 
ein praktisches Interesse gewonnen, seitdem Henri^) ini Formaldehyd, C Hg 0 , 
ein Beispiel gefunden hat, dessen Bandenspektron die deutlichen Kennzeichen 
von zwei ver«chiedenon, nicht verschwindenden Trägheitsmomenten tragen. 
Die Quantenfermei für solche Moleküle wurde schon in Bd. I, S. 6SI, mit- 
geteilt, und zwar in derjenigen endgültigen Form, welche die wellen- 
mechaiiische Behandlung^) geliefert hat. Es handelt sich im folgeiidt^n um 
den Beweis dieser Formel. 

Das Punktsystem des um einen festen Pmikt 0 rotierenden starnai 
Körpers hat drei Freiheitsgrade; geeignete Koordiiiatim sind die Eu Kt sehen 
Winkel, die gewöhnlich (p genannt werden, für die wir hier aber, 

da y) für die Wellenfunktion verbraucht ist, die Bezeichnungen /l, rp. y 
bi'iiutzen werden. Diese Winkel definieren bekanntlich du^ Lage d('s im 
Kreisel iesten Bezugs-Systems der ,, Figurenachse“ (Z-Achst‘ — Botatioiis- 
Achse des Tragheits-Ellipsoids) und Aquatorebeiie (A^r-Ehene) gegen ein 
im Baume festes, ubrigiais aber beliebig gelegenes x y .:-Systein, wobei die 
Schnittlinie d(T XY- mit der j //-E bene ,,K.notenlini(‘“ heiht. Und zw'ar 
bedeutet {) den Wirikil zwischen und Z-Achse, (p dtai Wmkd zwischen 
Knoteiilinie und .T-Achse, y den Winkel zwischen Knotenlime und A-Achse; 
hegt zwischen 0 und tt, y und cp zwischen 0 und 2 .t. 

Di(‘ kiiulische Eiiergii* des symmetrischen Krei.sels wird als Funktion 
diesiT AVmkel und der zugehörigen Winkelgeschwindigkeit geschrieben: 

( 1 ) T (q, ij) = ~ (iV -f siiF {) 4. (j, _|_ eos d (jp)\ 

J — Trägheitsmoment um eiiii' äquatoriale Achse, K = Trägheitsmom(‘ii1 
um die Figurenachse. 

Q Victor Henri u. Swend Aage Schon. Zeitschr. f. lliyg. 49, 
(1928). 

2) F. Reiche, Zeitsclir. f Phys. 39, 444 (1920). R. de 1.. Kronig 11 
Rabi, Phys. Rev. 29, 262 (1927); C. Manneback, Phys. /eitachr. 28, i- 
(1927); D.M. Denni8i>n, Phys. Rev. 28. 318(1920} (nach der Matrizen-Methode ) 
Wegen Intensitatsfragen vgl. Rademacher u. Reiche. Zeit sehr. f. Phy^ 
42, 453 (1927). 
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Wir beweisen diese wohlbekannte Formel wie folgt: Wir gehen aus von 
der allgemeinen Definitionsgleichung der Haupt-Trägheitsmomente 

T = I {Aü)x 4 " C(jt)z)t 

(Ox,(i)], a)z beziehen sich auf die soeben genannten, im Kreisel festen Haupt- 
achsen X, Y,Z (die gewöhnliche Bezeichnung p,q,r vermeiden wir, weil 



Fig. llu. 

ld)t'ne durch die Figiireiiuchse (Z- \chse) 
und die c- Achse Projektion des 
Drehlingvektors niif die Figurenachse 
und Hilf die S]mr der Aijuator-Fhene. 


Fig 14 b. 

Projektion des 1 treliungsvekt ors 
m die Aijiiator-Fhene. 


wir ‘p und q ni der ‘djgi'UK'iJH'n Bedeutung di^r Lagen- und Jinjiuls-Koordi- 
iiateii zu benutzen liaben werden). Für den syinnietriscluui Kreisel A ~ B 
- ./, C — K hat inan also 

*-) ^ “ W W 

\ (fUj 4' ( 0 ) )'^^ bedeuti't die senkrechte Projektion des Drehungs- 
W'ktors oj in die Äquat or-P^biuK', n>/ diejenige' aui die Figurenachse. Daneben 
kDruchten wir die schiel winkligen Kouqioiienteri des Drehungsvektors, 
'wiuhch 1 ?, (f),^ nach der Knoteiihme, der ,:-Achse und der Figurenachse. 

ir haben also den Drehungsvektor m in doppelter AA'eise aufgelöst, einmal 
"I da* rechtwinkligen KoinporK'iiten (oy und m j, sodann in den schief- 
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winkligen Limenzug i'ig-Ma, 1-1 b. Projizieren wir diesen 

Linienzug auf die Figurenaclise, so entsteht also (Fig. 14 a) 

(3aj co;f = ;i: -f eos 

{} liefert hier keinen Beitrag, weil die Knotenlinie senkrec'ht zur Figuren- 
aehse steht. Sodann projizieren wir diesen Linienzug in die Aquatorebene 
(Fig. Mh). Hierbei gibt x keinen Beitrag, wtiI die Figurenaehse senkreeht 
auf der Aquatorebene steht, d liegt von selbst in der Äquatorebene, nämlich 
in der Knoteulinie: die Projektion von (p fällt m die zur Knotenlinie 
senkrechte Bichtung fnamhch in die Spur der Zi'icheiielieiie von Fig. 14a). 
Somit ergibt sich 

{3bj -f sin^??^^ 

Setzt man nun (3 a, b) in (2) ein, so hat man (1) bewi(‘s('n. Beaiditet 
man noch, daß die A’-Achse mit der Knotenlinie den Winkel x^ die 
Y-Achse den Wiiikd x — bildet, so liat man aucli die über (3b) hinaus- 
gehenden Gleichungen: 


|a) ) = sin X, X 9’ • 

Aus (1) folgt nun nach dem allgemeinen Zusammenhang zwischen 
Impuls 2 ^ und kinetischer Energii' T{q,q} 

j),^ = J {}, 2V = {J snP {} -f- Ai cos^ ?9) q -p K co-. {} y, 

Vx A:(^ + cosi?9?j. 


Durch Auflösen und Einsetzon in T {q, q) t*rhalt man: 


( 4 ) 


T iq^V) 


, (Pr- 11} 

2Jaiti-t9 ■'■2K' 


Wir nennen den Koeffizienten von pl, 2 /k/)* • • • dii'sem Ausdruck bzw 

9d(i^ • • V haben also nach (4): 

1 1 cos” /> 1 

= 2 J’ 2 Jsiir>’ ■''« " 2K ' 

COS 

2Jsiü^^' 


( 5 ) 
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Hieraus folgt als Diskriminante A der quadratischen Form T [q, f) 

IjL 

j2J 

1 — 0081 ? 


((>) 


0 


0 


^ - Ir/ul - ! 0 


2 J siii^ 


2 J sin**^ § 


— Cos ^ COS' d 1 
2 J sin^ d 2 J sin^ # 2 /iC 


1 


8 7i Rin'“' /> 

Jetzt stutzten wir uns auf Zusatz 10: wir ))erechnpn iiacb (11. (20) 
daselbst die Funktional-Deterininante ]>, nanilich: 


(7) 


D == 


1 

]A 


2 J sin '{^]2K ■ 


Mit den Ausdrucken ( 1) und (7) geben wir in die Schrodiiiger-Dleicbung (16) 
in Zusatz 10 ein : dal.) die Voraus, Setzungen für die (Jultigki^il dieser Dleicbung 
irn Falle lUisen'r starren Moleki*! erfüllt hind. wird am Ende jeiu's Zusatzes 
erörtert. Wir erbalten: 


(H) 


ö 


sin ü 




1 d- 




V Bin iV 


d 'ß) Mii 1^7 i 

d d’ w 2 J 

. ^ sin d II = 0 . 

siin/ dq dy fr 


/CO^^^> J . 

+ - Mll 


d‘ f 
dyj' 


2 c 


Da ^^^r un^ nur für du- kraft ('freu' Bewegung uii'^erer Molekel interessieren, 
haben wir F --- 0 gesetzt. 

Aus (8) folgt zunacb.^t, y und (p zyklmcbe Koordinaten sind, wie 
in der gewobnlicben i\Iecbamk de." ."yminetriscbeii Kreisid". In letzterer 
hat dies liekanntlicb zur Folge, dail die zugtEorigeii ImpuKe 'p^ und p,^, 
konstant sind; in der \\ elh'nmi'cbiinik gestattet derselbe Emstaiid, die 
Abbangigkeit dt*r Welhaifunktion \on;K und r/' in der .sj)eziellen E.\])onential- 
lorni anzusetzen: 

(D) 6 ^( 7 /)c'^z + <'f'</'. 

Hier müssen t und t ganzt* (positixe oder negatni') Zableii sein, da yi eine 
jiji Bereicb der Koordinaten eindeut ige und daher in rp und;z jieriodisclie 
Funktion mit der Periode 2 .t mmii rnui.». (il. (8) gellt dann in (dne gewöhnliche 
Differeiitialgleicliung für die PnlH'kannte H über: 


— 2 cos ßxr' — sitP i^l 6^ = 0. 


Sommerfeld, Atombau. II. 


11 
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Wir fuhren, wie bei den Kugelfunktionen, als neue unabhängige Variable 
X — cos § ein und setzen abkiirzend 


(lOa) 


- 2JW 





Dann entsteht aus (10) nach leichter Umrechnung 

-f [A (1 — x^) — + 2 T t' x] 0 = 0. 


(H) 


Die einzigen singulären Punkte dieser Differentialgleichung im B(;reich 
1 ^ ^ ^ Urenzpunkte x — 1 . Um den Charakter 

dieser Singularitäten zu prüfen, schreiben wir 


(11a) 1 "}■ X - //, 

also 

(11 b) ^ = ± (it — ?/)• 1 ± ^ = 2 — 7/ 

und liaben statt (11), wenn die Striche Differentiationen nach y be- 
deuten : 

, 12 > I (2 — ?/)“ e" + 2 1 / (1 — y) (2 — y) (■)' 

I — \Xy (2 — — (t T r'f -f 2 tt' y] B = 0. 

Wir machen wie in allen früheren Fallen den Ansatz 


(13) Ö = 

und finden für y die charakteristische Gleichung [durch Xul hetzen des 
Faktors von jp' in der Potenzent\\dcklung der linken Seite von (12)]: 

4 7 (r — 1) + d y — (t ry = 0, 

d.h. 

(14) Ay^^irTry, y = • 


Indem wir das Zeichen des absoluten Betrages eingefuhrt haben, haben 
wir bereits diejenige Auswahl zwischen den Wurzeln getroffen, die für die 
Stetigkeit der Eigenfunktion erforderlich ist. 

Wir spalten weiterhin von 0 die beiden charakteristischen Potenzen 
in den singulären Punkten ab; y zählen wir dabei iHÜspielsweise von 
der Stelle j = — 1 aus, so daß nach (1 1 a, b) wird \ -p x — y, 1 — ;r 
= 2 — y. Dann ändert sich der Ansatz (13) ab in: 

It + t'I 

& = f-v, / = ( 2 - 2 ,) 2 2/ “ • 


(15) 
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Wir suchen die Differentialgleichung, der v genügt. Zu dem Ende setzen 
wir (15) in Gl. (12), die jetzt mit dem unteren Vorzeichen zu nehmen ist, 
ein und hoben den Faktor y (2 — ?/) / heraus; es entsteht: 

(m ~ T'|y + 2(1 ~ y)]v' 

^ ^ 1 +(?.+A)v = 0, 

Als Vert dcT hier eingefuhrten Abkürzung /] erhält man nach einigen 
Eeduktionen 


(16a) A^-~i (r2 + t'^) - J |e - t'^I - 1 |t - t'| - i jr + r'\, 

Fuhrt nian noch die weitert' Alikurzung t‘in 

(16 h) r*==l(|T+Tl + |T-r'|), 

so kann man statt (16a) auch schreiben: 

{16c) A = — t*2 — T* — T* (t* + 1), 

und Gl. (16) geht über in 

4- 2 [1 -I- |r -f T I - y{r* -f ])]r' 

1 ^ — T* (r* 4- 1)] r =- 0. 

AVir vergleichen (17) mit der allgeimmien Gleieliimgsform (9) in Zusatz 2 
und konstatieren zunächst nach der dortigen Gl. (10), dalj a = 0 eine Lösung 
der charakteristischen Gleichung ist, wie es sein muh. da wir den Potenz- 
Jiiktor für die Stellt* y --- () bereits abgespalten haben, vgl. (15). Afit Rück- 
sicht darauf ergibt Gl. (12) in Zusatz 2: 

GK) /. = 7/ (n - 1) 4- 2 ?? (t* -f 1) 4 t* (t* -f 1). 

II lA der Grad des Polynoms, das wir durch unstTO Bt'dingung des Abbrechens 
erzwungen haben. Gl. (18) ist gleichb(>deutt‘nd mit 

^ 1-0 ^- 1(1 + 1 ), 

wenn wir st'tzeii 

^20) y 7/ -f T*. 

])ieses' j ist eine jiosit i\ e ganze Zahl. Denn n ist als Grad eines Polynoms 
liiie solclie Zahl und t* ist nach (16 b) tdiii'ach gleich der gröberen der beiden 
jMt.sitiven Zahlen |t| und |t'|. 

Aus (19) folgt nun wegen (10a): 


< 21 ) 


TI' = ^ _L (h __ 1\ 

2J 2 \K j)' 


Lies ist die zu beweisende Gleichung (7) aus Bd. 1. B. 634, mit unwesent- 
k lit'r Ändenmg in der Bezeichnung: t statt In der Tat entspricht unser 
,1' tziges T, welches ja zum Drehwinkel (p um die Figurenachse gehört, dem 
bulleren j^^ und mißt wie den „Eigenirnpuls“ des Kreisels. Auch das in 


11 * 
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Bd. I, S. 68o unten betonte Ausfallen von Bandenlinien beiderseits 
der Nullin le steckt in unserer Formel. Während nainlicb n als Grad unseres 
Polynoms alle Werte 0, 1, 2, . . . annehmen kann, ist j nach (20) auf die 
Werte ] ^ r* eingesclirankl. Schli(‘ßlich ist auch das Auftreten eines 
Nullzweiges (Bd. T, S. OHÖ oben) wellenmechanisch zu begründen. Denn 
die Auswahlregeln für y werden bei Zugrumhdegung unsert's Ansatzes (8), 
d(‘r einer aus Prazessjon und llotation zusammengesetzten Bewegung 
entspricht, verschiedcai von den Auswahlregeln. die wir im Falle der reinen 
Botatioii erhalten haben: Der Übergang y y i^t nicht, wie bei der 
reinen Botation, verboten. 

Was den analytischt'ii Charakter der hier auftretenden Polyiioiiu' 1 h‘- 
trjfft, so erwähnen wir nur, daß auch sie Sonderfalle der hy}H*rgeometrischen 
Heihe, nämlich sogenannte Jacolnsche Ikdyiiome sind. HuiuD) wcäst 
auf einen interessanten Zusammenhang hm zwischen den Eigenfunktionen 
unseres Problems und den auf \ ler Dimensionen «‘rwiaterten Kugelfunktionen, 
durch den auch die Natur der Jacobischtai Polynome beleuchtet wird. 

D F. Hund. Zeitschr. f. Idiys. 51 . M (1928) und Gotlingei Nadir. 1927, 
S. 465. 



8. Kapital 


Allgemeine Methoden und Gesichtspunkte 

§1 

Wellenpakete 

In Kii)). I. 7. IuiIh'I) wir uK ^iijii;^foiiiui.K‘ Dculun^ der Welleiii'mikiion 
(]i(' Walir^cljeiiiliclikoitsiiiillassuiig: kcniieng^ehTiil. Wir iHdratditen den 
rmlaclisleij Fall der krall elnaeii J>(‘W(‘giiii(:^^ (‘iiies Mas.sejipuJiktes /;/ m 
einer Dinuaision .r und didiiiierc'n dii' .Jja.<ft‘“ de> Punkles statistisch 
(lurcli seine AnleiitliaJls-W'alirselioinlieliki'il \n(j.t)\^. Die Walirscliem- 
liciikait der \nianu'^lag:e denken wir uns diireli Me^siui^aai ennilltdt 
etwa in der Forni einer Felilerkur\ e- 

d) 1// (.r,0)|‘ = CD' 

Dii' (reelle) Koiislaiile G kann durch die XnriiiiermiejNforderung festgelegt 
werden • 

■2) I I fj,0) t/.r = 1, alx) • 

- k /' ] .T 

Ihe reziproki* Langi* 1 'h ist ein Mail für die (-ieiiauigktal des angewandten 
MelF (‘rlahreiis. Durch (1) ist aller die W’elleni'uiiklion /( (x, 0) nur bis auf 
eine \\illkurlich(' l’hasi' heslininil. Für die Pha^e niucheii wir den mit (1) 
\ f'rlraglicheii Alisa Iz 

F //(.r,0) = 

A eiche Rolle hier di(‘ AV(‘llenzalil k spielt, werden wir uns nocli klannachen 

iiiiissiai. 

Das Verhalten der Welleiifunktinii und damit des Massenpunktes in 
du leigenden Zeitpunkhm wird geregelt durcli die Gleichung 1. 6. 9 (poten- 
^"‘lle Energie ~ 0 gesetzt): 

d’ n 2 m d u 
d ih dt 


( 4 ) 
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Dies ist die Form der Diffusionsgleichung mit rein imaginärem Diffusions- 
koeffizienten (vgl. S. 44): 

ih 

(4a) « = ‘ 

Diejenige Losung der Differentialgleichung (4), die für t = 0 den vor- 
geschriebenen Wert w. (.t, 0) annimmt, läßt sich bekanntlich in der Form 
schreiben ; 

1 

U(X,t) — \ C U(^,0)d^, 

2]a7ti J 




oder voll ausgeschrieben nach (8): 

C V 

(6) u{x,t) = — l c 

2 y« 71 1 J 

\¥ir setzen 




und haben durch Koeffiziontenvergleich 

1 /ih X ~ 


(7) 


= M- 

4(x’‘\ 


a t 




}- 


Damit wird 


u {x, 


2\a7it J 




Ce-'^ 


Wir gehen zum Quadrat des Absolutwertes über: 


(9) 




4ia|'' Ult 


Nach einigen elementaren Umrechnungen findet man mit Rücksicht auf (7), 
(4 a) und (2): 

1 / (x — kh tjvi)^ \ 


(10) |tt(a:,f)P = 




exp 


(- 


6^ (1 -f- (h t m h^fy 
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Das Maximum dieser Funktion liegt bei gegebenem t an der Stelle 
X = khijm. Die (konstante) Geschwindigkeit r, mit der sich dieses Maximum 
fortbewegt, ist daher 

11 ) ® = , 

m 

der zugehörige Impuls ist kh ; folglich hat k die Bedeutung der de Broglie- 
schen Wellenzahl 2 die zum Maximum des Weilenpakets gehört. 
Damit ist auch der Sinn der Phase in n (x, 0), Gl. (3), erklärt. 

\\’ährend nun das Maximum mit unverminderter Geschwindigkeit 
i'ortschreitet, breiti't sich das W'ellenpaket immer mehr aus. In der Tat 
nimmt die Amplitude [erster Faktor in (10)] mit wachsendem t ab; anderer- 
seits wächst die Halbwertshreite des Maximums an, svie man am zweiten 
Faktor ('rkennt. Dii' Anfangsbreite d('s ^^’('ll(‘npakets 2b hat sich ver- 
doppelt, wenn der Xenner des pjxpoiientiali’aktors \ geworden ist, wenn 
also gilt 

' - m 

(12) 1 -f V- i od(‘r / = ^8 -- • 

Kin Wellenpaki't, das einem Masseiijiunkt mit der Masse 1 g und 
(Miier (genu'ssenen) Anfangslmltt' von 2 mm entspricht (d. h. b — 0,1 cm). 
\erdof)pelt seine Breite in diu Zi'it von etwa 6 -10^^ Jahren. Setzen wir 
riher m -- 0,0 • 10~^^ (Flektron) und wie vorher b ~ 0,1 cm (also Atom- 
Durchmesser), so wird di(‘ entsprecheiuh' Zeit etwa 2 *10“^ sec. Aber 
iiuch hier ist die \'erhreiterung bei den gewohnlicla'ii W-rsuchsbedingungen 
lacht merklich, denn selbst langsame Phektroiuai von etwa Licht- 
^M'schwindigkeit brauchen zum Durchlaufen eimu 1 m langen Rohre nur 
J 10“^ sec. Für makroskopische Anfangsbreiten spielt also 
d 1 c s e r q u a n t c 11 m e c h a n 1 s c h e K f f e k t k e i n e R o 1 1 e. Er hängt eiigstens 
nut der Unschärfendation zusammen, wie war m §0 sehen werden. Setzen 
wir dagegen b-=- 10~^cni (Atomdimensionen) und wie vorher = 0.0- 10“^’ g 
(Klektron), so haben wir nach (12) / ^ KH® sec. Das Wellen})aket zer- 
lließt völlig in ungeheuer kurzer Zeit. 

Daraus folgt, daß man das Absolutquadrat der Wellenfunktion nicht 
mit der Ladungsdichte der Teilchen im eigentlichen, elementaren Sinne 
Hk'ntifizieren darf (vgl. Kap. I, S. 51). Demi sonst wmrde man aus der 
Vorigen Betrachtung das Resultat erhalten, daß das Elektron sich fast 
iiugiuiblioklich nach der Ortsmessung über ein beliebig großes Gebiet verteilt 
killte, was den elementarsten Erfahrungstatsachen widerspricht. Man 
bildet ja stets praktisch punktförmige Elektronen. Es bleibt wohl kaum 
i nic andere Möglichkeit als die statistische Auffassung der Wellenfunktioii, 
'li(‘ wir bereits in Kap. I, §7 kennenlernten: Wenn die Genauigkeit, mit 
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der wir den Ort des Elektrons zur Zeit f 0 l’eststellten, sehr groh ist, so 
t)osteht nach ungeheuer kurzer Zeit praktisch die gleiche Wahrscheinlich- 
keit dafür, das Elektron bei einer zweiten Ortsmessung an einem anderen 
Orte anzutreffen. Bei den normalen Kathodenstrahlen dagegen bleibt, im 
Einklang mit dem Experiment, die Wahrscheinlichkeit. Elektronen anzu- 
treffen, auf den eigentlichen geometrisch definierten ,, Strahl“ beschränkt. 

§2 

Wellenmechanische Umdeutung klassischer Größen 

Wir bikh'ii mit der >tati^tischen ^^'ahr^chelnlichkeit \v\^ ^ den 
wellenmechaniM-ben Mittelwert der Koordinate q oder, wie wir auch sagen 
können, die Schwerpunkts-Koordinati* des durch u gegt'benen \\ eilen - 
bildes (WVlleiijiakets) : 

(1) (/ = j 11* (J U (1 T. 

Der Kurze halber rechnen wir mit dem einzeliK'ii Massenpunkt, verstehen 
also unter dr das dreidimensionale A olumenelenient : wir bemerken aber, 
daß sieb alles Folgende k'icht auf beliebige Systmiie von .Alassenpunkteii 
oder Elektronen erwiitiTii laßt. Wir nehmen an. flaß u im riuaidlichen 
so stark verschwindet, daß nicht nur Integrale wie (1) konvergieren, 
sondern daß auch alb' durch Integration oder ])artielle Integration ent- 
stehenden Oberflächen-Integrale [vgl. z. B. Gl. (3b)| verschwinden. 

Machen wir in (1) u und u* sp(‘Ziell gkucli d(‘r i/-ten Eigiaifunktion 
eines bestimmten wellenmechamschen rrobleins, so bedeutet q zugleich 
das n-te Diagonal-Element q^,„ der Koordinati'U-Matrix (vgl. § t). Indem 
wir durch u* und n durch ersetzen, (-rhalten wir das allgemeine 
Matrix-IMement 

(la) I 

A. Impuls und Energie 

Wir haben bereits in Kaj». I. §0. zur Ableitung der W ellengleichung 
den mechanischen Impuls f ersetzt durch den Operator 



Wir erhalten \on hier aus den wellenmechamschen Mittelwert des 
Impulses nach dem Vorbild von (1) durch Integration über das ganze 
Wellenbild in der Form: 

I p M d r — j* grad u d t. 


(B) 
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Pies ist unsere wellenniecliaiiisclie Tinideutuiig des klassischen Impuls- 
Begriffes. Für ein Problem mit Eigenfunktionen bilden wir: 



Offenbar ist in Ausdrucken wie (8), (Ba) die B^eihenfolge, in der der Operator p 
und die Faktoren ?/, w* auftreten. we>(‘ntliclj. Ojieraton'ii verhalten sich 
im allgemeinen nicht kommutativ“. Dagegen kunru'n wir in Gl. (1), in 
der nur gewohnliclK* Faktori'H auftridiai. du' Tb>ilienfolg(> beliebig ver- 
iausch(‘n. so daß wir die^» Gleichung («benso gut in der Form schreiben 
können : 

(j = ^(j\'u\^(ir =- [^pdr. 

Es ist für (la^ Folgi'iide b(‘r{U(‘m. di(‘ Dai^tellung (8) zu ..symmetn- 
si(*r(‘n“. indem man da\on da^ eMdenli' Gleichung alizielit: 

(31)) 0 “ j grad (w* in d r = f (a* grad ii -f u grad v*) d t. 

2 ? J 2 1 J 

Dadurch entsteht 

(3c) /' = V 1 (a* grad 1 / - a gr.ul 'a*W/ r. 

2 / J 


Zwischen p und q besteht m der klassnclieii iMechamk du* Beziehung 

l4) j> ~ /// (j. 

l)ies('lbe Beziehung bestellt welleiiuiecham.scli zwischen den betreifenden 
\litt(‘lwerten : 

4a) j) = ))i < 1 . 

^;Uni Bitweise berechnen wir aus (1) 

[ö) 7 = j ry (a ’U* F // M*} d r, 

Hier müssen wir die Different lalquot leiiteii nach der Zeit aus (1. G. 9) ein- 
'ctzen: 


// 

(^A n - 

2 /// _ \ 

^ 1 


2 1 )n 

fr ) 

, 

[^A V* ' 

- ... «■* 

2 1 fii ' 



Hann hebt sich in (5) das Glied mit herau^. und es bleibt 

// r 

H) )u <1 = — _ 1 g {n* A u - uA u*} d t. 
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Nun ist (Green scher Satz in differentieller Form): 

u* Au — uA n* — div (w* grad u — u grad u*). 

Durch partielle Integration von (7) schafft man die „Divergenz“ fort. Ist 
z.B. q ~ X, so liefert von den drei Differentialquoiienten, aus denen sich 
dn' in rechtwinkligen Koordinaten zusammeiisetzt, nur derjenige nach x 
einen von Null verschiedenen Wert. In diesem Falle ergibt sich aus (7) — 
bis auf ein Oberflaclienintegral, das sich auf das Unendlich-Ferne bezieht 
und das daher (siehe oben) als verschwindend angenommen wird — : 


VI J == — 


du 


du' 


ir u 

dx d 




ä T. 


Ebenso gilt allgemein: 

Jt r 

(8) m 7 = ^. j (»■' 


* grad u — n grad a*) d r. 


Die rechte Seite ist aber unsere Definition (8c) von p: Gl. (4a) ist also 
bewiesen. 

Wir bilden weiter den w’ellenmechanischeii ^fittelw'ert der kinetischen 
Energie K, deren klassischer Ausdruck ist 


( 9 ) 


K = • 

2 ni 


Mit (2) erhalten wir 

(10) 


K = 


//2 
2 m 


n* A u d T. 


Wir vergleichen dies mit dem wellenmecbanisch(‘n Mittel der potentiellen 
Energie U, falls eine solche als reine Funktion dvr Koordinaten existiert: 

(11) T’ — l'/i* J'u d r, 
und mit dem des Hamilton-Operator.s H = K ^ J 

( 12 ) H^K-rV. 

Setzen wir aus (10) und (11) ein, so erhalten wir 

(13; H= - 

Ist u im besonderen eine der zum Hamilton-Operator H gehörenden statio- 
nären Wellenfunktionen 

n = u„ = Vn 

so wird die Klammer in ( 18 ) nach der Schrödmger-filoicimng 

2w 



171 


III. 2. 14 Wellenmechanische Umdeutung klassischer Größen 

und es folgt wegen der Normierung der Wellenfunktion: 

(13a) H = == 

Ersetzen wir andererseits in (13) u*. u durch so erhalten wir aus (13) 

wegen der Orthogonalitätsbedingung: 

(18b) -- 0, also auch -f = 0. 

Der Hamilton-Operator wird durch die Kigenfunktionen auf Diagonalform 
gebracht. Man kann dies g(‘radezu als DO’inition der zu H gehörenden 
EigenfunkliorK'ii ans('hen. 

B. Allgemeine Bemerkung u))er Oporatorcm und ihr 
well ('11 mechanisch es Mittel 

Die Definition des Impuls-OJK‘rat(^r^ in (2) kiiniK'ii wir dazu benutzen, 
um eine allgi-nudne A'orsclirift zur Bildung di^s wellenmechani>clien Analogons 
einer beliebigen klassischt'ii Große zu geluai. Wir denken un.s eine solche 
Große L als Funktion aoii Koordinaten und Impuls gegeben: 

h L Ol, p) 

und ordnen ihr den Opc'rator zu: 

L L (^j, y grad j • 

Wir können dann >ofort den welli'iimechanischt'n Mittehwrt der Große L 
definieren durch: 

fl 4) L -■- j — gradj a d r. 

Bit' vorhergehende Bi'rechnung der kinetl^ch('n und potentiellen Energie 
fallt unter die^e allgi'ineine Kegi'l. Dasselbe gilt \on den im folgenden zu 
Oldt'nden Mittcdwerten. 

C. Schwerpunkts- und FläclK'iisat z, Virialsatz 

Die Grundgleichung der klassisclum l\I(^chanik für ein einzeln(\s Massen- 
teilchen lautet bei einem konservati\en Kraftsystem: 

fl) P ^ • 

Jhiraus folgt unter Zugrundelegimg eiiits beliebigen Bezugspunktes 0 durch 
\cktorielle Multiplikation mit dem von 0 ausgehenden Radiusvektor r 
dt'r Flächensatz in seiner allgemeinen Form: 

^grp] = - [r.grid l’l- 


( 11 ) 
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Ebenso folgt durch skalare Multiplikation mit r der Virialsatz: 
(III) Yf ^ ~~ 


Hht K A\ie ^or]ler die kinetische EiKTgie, — (r, grad E) das ..Virial“ 
des Kraftsystiuiis. l)(‘r Virialsatz ist bekanntlich besonders nützlich bei 
periodischen odiu ({nasi-})eriodischen Bewegungen und besagt dann: im 
Zeitmittel ist die doppelte kiia'tisclie Energie dem Virial entgegengesetzt 
gleich. Das T]HM)rem in Bd. 1. Zusatz 8. lallt unter diesen Satz. 

Es v(.] noch beiiKTkt. daß für die Zweclo' (h‘r ^lechanik du* Beschränkung 
auf ein koiisiTx at ives KraftsVstein unnötig ist. daß sie aber für die V\'llen- 
ineclianik solange unerläßlich ist, als wir mit dtui eiiifacluai \\'ellengle]chnn- 
geii ({]) auskommen wollen. 

Das wellenmeclianiscli(‘ Analogon der Satze I. II. III erhalten wir, 
wenn wir die links stehenden Großen aD ( Ijieratoriai behandeln und 
ihre wellenmechanisclien Mittelwerte im Sinne von GL (IJ) bilden. Wir 
})eweisen, daß sie diun welleiinu'cbanisclKUi Mittel der rechten Seiten gleich 
sind. 

Für die hnk(‘ Seite von (I) erhalten wir nach (8) 


(la) 


^ n =z — (//* grad u + K* grad n) d t ; 

(li I ^ 


ebenso für die linken Seiten von (fl) und (III): 

(iia) p] ^ ~ ^ I '0 

/ // r 

(]IIa) ~ (r p) = -- (r, //* grad n -f a* grad v/) d r. 


Bei der Ausführung \ oll djdl war Iiht offenbar die Zeit-Difienuitiation nur 
an den Wellenfunktioiien u, u* vorzunehmen, wahrend der Badiusvektor r 
als Integrations\ariable von / unabhängig ist. 

Mhr symmetrisieren die (Bn. (la), (Ila), (lila), indem wir je im ersten 
Integral rechts eine partielle Integration ausfuhren, unter Fortlassurig 
der verschwindenden Oberflachen-Integrale, nämlich 


j u* grad w d T = — 
j* [r, u* grad d] dr — j [ 
I (r, u* grad a) d t ~ j ( 


j i( grad u* dr, 
r u*, grad /<] d T — 
r u*, grad n) dr = 


— j fr, /I grad u’^] d t, 

— j* (r, n grad u*) d r 

— 3 j w* M d T. 
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Einset/oii in (la,) (Ila), (HJa) ergibt; 

(Ib) - p ^ __ !!_ 1 _ ,i»grft,l„,),/T, 

Jf [r i'i = - j" [r, V grad V* -u* gnut u] <1 t, 

(Illb) - (r p) == - !L J (r, » gra.l n* - «* grad -») ,1 r ^ u* i, d t. 

Indem wir u und «* aus fO) entnebnien. erliallen wir: 

(15, agrad „*-.|,*gra,la = - a grad a* + ,d u* grad , 1 ) 

1 

+ (' " b ' i ''''! »<• + r - H » grad 11). 

Die zweite Zelle der recliteii Seite lallt sieb aiicli sclireibeti 
(grad d a» •«) - „ g|.,„| ] 7 

Sie liefert zu (Ib). ( 111 ,), fUIb, bzw. die üeitrage 

(Ic) - Ju* i/grad r.dr, (|]c) -- j «» ,1 [r, grad 1] dr. 

~ jN*ii (r, grad r,dT -- 8 J»*» r ,/ T . 

Hlltspreldielid bebuiideb , wn das letzte (Ibed der recbtell Seite M„i ( IJJb )- 
iiideni wir ii aii ^ ('( 1 ) (• lIl ^ etzeIl . i^rlialtiMi wir dafür 

/rn ' 8//’'* 1 * r 

~ 2/// I ^ I 

Wir baben uns suduiiii mit dem ersten Gbede \,,n (lä) reebfs z„ be- 
fassen. Sem lii'itrugzu (Ib), dlb), dlfb) Ist bz«. 

f 

^ 2 /// I 7t * - f - u* ^Tad y) d t , 

' ' * ~ 2 1/1 J f'’ ■ ^ "* + ^ "* Sr«'! «] d T. 

//2 /• 

‘ - 0 1 “ «rad u* + A u* grad «) d t. 


bese Integrale lassen sndi um kurzes! eii und .sacbgemüilesten diireb 
nnfubrung eines Tensors bereebnen, weleber in Zusatz 11 erklärt wird, 
dit Hilfe desselben erluill man aus den dortigen T.ln. (8), (d) und (ö) 

(I.d) = 0, (Ild) = 0 (Illd) = f «♦ j udT. 

2/// J 
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Als vollständigen Ansdruck der rechten Seiten von (Ib), (Ilb), (Illb) 
haben wir hiernach; 

(le) -f (Id) — — j'ii*grad Vudr ~ — grad V, 

(llc) 4- (II d) == — |?^*[rgrad V]u(It ~ — [t grad F], 

(IIIc) 4- (III e)' + (Illd) = — f w* (rgrad V)udT — - — in* Au dr 

— — (r grad F) + 2Ä4 vgl. (10). 

Dies sind nun aber genau die w(dl(‘ninechanischen Mittel der rechten Seiten 
J der drei klassischen Gin. (J), (11), (HI). Unsere Behauptung ist damit 
I bewiesen: Sch werpunkt h- , Flachen- und Virial-Satz behalten 
jihre Gültigkeit auch in der M’ellenmechanik als Aussagen 
' über die gemittelten Zustande. 

Der Schwerpunktssatz wurde m etwas spi'ziellerer Form (für eine 
Dimension) zuerst von Ehrenfest^) bewii'seii. Er besagt, daß d(‘r Schwer- 
punkt eines beliebigen Wellenpakets sich wie in der klassischen Mechanik, 
nach Gl. (I), bewegt, sofern man die an jedem Element des Wellenpakets 
angreifende Kratt — grad F mit dem Gewichtsfaktor l'Upr/r multipliziert 
und vektoriell in den Schwerpunkt uberträgt. 

Ist der Zustand im besonderen stationär, also die Zeitabhängigkeit 
von u und w* von der Form 

• y Hn 
c 

so kompensieren sich die Zeitfaktort'ii im Ausdrucke von }> und es entstehen 
die Erhaltungssätze: 

(Erhaltung der Schwerpunkts- Geschwindigkeit usw.) Sie sind nach dem 
Vorhergehenden gleichbedeutend mit den Gin.: 

(17a) grad F = 0, (17b) [r grad ]'] = 0, (17c) (r grad F) = 2/v. 

Der Sinn der beiden (Tsten Bedingungen ist aus der klassischen 
Mechanik wohlbekannt (liesultierende der Kräfte bzw. diT Kraftmomente 
gleich Null): wir interessieren ims hier besond(‘rs für Gküchung {17c), 
nachdem wir die vorstehende Betrachtung von dem Ein- aut das Mehr- 
körper-Problem übertragen haben. Diese Übertragung ist M’ort für Wort 
möglich, wenn wir bei n Teilchen (teils Elektronen, teils Kernen) von den 
dreidimensionalen Vektoren r, p, grad F, ... zu den 8 n-dimensionalen 
Vektoren des Konfigurationsraumes ubergehen und unter u, u* Lösungen 


^) P. Ehrenfest, Zeitschr. f. Phys. 45, 455 (1927). 
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der Wellengleichung in diesem Baume verstehen. Nehmen wir überdies an, 
daB die in V zusammengefaJBen Kräfte rein elektrischer Natur sind und 
lediglich zwischen den Teilchen unseres Systems wirken, daß wir es also mit 
einem abgeschlossenen elektrischen System zu tun haben, so wird V eine 
homogene Funktion — 1 ten Grades der Koordinaten des Konfigurations- 
raumes und es gilt der Eulersche Satz 

(r grad 10 = -- F. 

Unsere auch jetzt gültige Gleichung (17 c), in der aber die Uberstreichung 
nun die ]\Iittelung über den Konfiguratiorisraum Itedeutet, geht dann über in 

(18) 2Ä’ - - F. 

Diese (ileichung besagt: ,.l)as wellennieclianisclie ^Iittel der kinetischen 

Energie eines abgeschlossenen elektrihcbeii Systems ist gleicli der Hälfte 

des wellenmecbaiiisclien Mittels der potentiellen Energie des Systems, mit 

unigek(‘hrten A’orzeicheii genommen.“ Der Nutzen des entsprechenden Satzes 

m der älteren Quanten! heoriei>t wohlixFannt. vgl. Ed. I. Zusatz 8. Wahrend 

er dort aber nur im Ziatmittel galt. schluTit die wellenmecham>che Methode 

dicM' Mittelung benierkenswerterweise in sich ein. 

Schließlich laßt sich alle^ Vorhergehende in charakteri^tiM'her V’eise 

\erallgemeineri). Statt mit eini^m Zi^tande u, i/* zu rechnen, kann man 

zwei beliebige Ijoviingen a, r der beiden Gin. (G) verwenden. Man hat 

dann nur in allen vorhergehenden J-’orineln v* diirclir zu ersetzen, ohne sonst 

t‘twas zu ändern, l)a^ wellenmechanische Mittel \on IiiipuE undPhiergie wird 

hei dieser WrallgemeiiK'rung .statt durch (8) und (10) olfenbar gegeben durch 

r ~ ^ c 

n = f grad u d t, 7\' = — — r zl u d r. 

J zm J 

(lehen wii iiiNbi'sondere von zwei Eigenfunktionen eines wellen- 

iiiechani.schen Eigenwert -Froblemes au^, setzen aUo etwa n - v ~ u*, 
NO lassen sich unsere Sätze (J). rfJ)i (HT) in den allgemeinen Matrixidementen 
(grad schreiiieii. Wir kommen hierauf in § 4 zuruck. 

k 

Operatoren-Rechnung. Die Operatoren des Impulses und Drehimpulses 


Während vir uns im vorigen lüiragraphen nur mit den Mittelwerten 
^ on Opera! oreii be.schäftigt haben, handeln wir jetzt von den Operatoren 
Nelbst. W'ir setzen sie wie dort in der besonderen Form 



^oraus, nehmen also an, daß sie die Zeit nicht explizite enthalten: 


(1 a) 


ÖL 

dt 


= 0 . 
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Unsere jetzige Behandlung geht tiefer al^ die frühere, wie man aus der 
folgenden Gegenüberstellung erkennt: Bisher berechneten wir 

J u* L udr = L, 

wofür wir auch, unter Hinzufugung des Normierungs-Integrals, schreiben 

können : _ 

fOj j u* L u dr ■-= L \ n* udr. 

Wir ^ ersuchen jidzt, diese eine Gleichung aufzuspalten in mündlich viele 
Gleichungen, indini wir (2) ersetzen durch die an jedem Ort gültige Gleichung 

(3) __ - Au: 

(wir haben dabei A statt L geschrieben, weil der Hinweis auf die fruh(‘re 
Mittelwertshildung jetzt überflüssig ist). Wir werden sehen, daß wir solcher- 
weise unsere früheren „integralen“ Schwerpunkts- und Flachensatzi' uber- 
fuhrenkonnen in „differentielle“ Satze von größerer ])hysikahscher Tragweite. 

In Worten heißt Gl. (8): Die Messung von L, im Zustande n vor- 
genommen, liefert mit Sicherheit den W(Tt A. In diesem Falk' ist also 
die Einzelmessung, nicht nur der Mittelwert über viele Messungen bestimmt. 
Zunächst eimgi' allgemiune Detimtioiien und Satze: 

Zwei OperaUmai L und M heißen vertauschbar, wenn bei der 
Anwendung auf eine beliebige' Funktion r = r (g. /) gilt 
(j) {LM - ML)r - 0, 

was wir auch symbolisch abkurzen zu 

(4a) Ld/-VL = () oder L^l = ML, 

\\ c'ini ein Operator L mit dem H a m 1 1 1 on - O ))er a t o r H \ t'r- 
tauschbar ist, dann sagen wir „L ist bei der Bewegung konstant . 
(Statt dessen benutzt man auch häufig den Au-druck- ,.L i'^t e'in Jnte'gral 
der Bewegungsgli'ichung“.) Der Grund für die-e Ihale'weise liegt in dei 
folgenden Tatsache: Die Wahrscheinlichkeit, daß di^^le^^ung der (iröße L 


t'inen vorge 
Messung un 


(1. ß. 9) definiert gedacht : 


iriebenen Wert J liefert, ist zi'ithch konstant. Das der 
mrfene System ist dabei durch die ..Bew(‘gung>gl('ichung 




n 

Hu rx. 


V 


— „ ^ i • 

2 nt 


i dt’ 2m 

Wir werden den \ ollen Beweis für diese Behaujitung nicht erbringen, 
sondern nur dim speziellen Fall betrachten, in d(*m (il. (8) gilt. 

Die obige Behaufitung sagt dann aus, daß 0 sinn muß. Zum Beweis 


differenzieren wir Gl. (8) nach der Zeit: 

du dA 


L- 


dt dt 


u A 


d u 
d i 
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Bei Bereclmung der linken Seite ist (la) benutzt. Mit Eücksicht auf (5) 
folgt hieraus: 

Nach Voraussetzung ist aber H mit L, also auch mit L — /I vertauschbar. 
Man kann daher die rechte Seite der letzten Gleichung auch schreiben 

-1h(L-A)u, 

und dies verschwindet wegen (8). Gl. (oa) bedeutet daher in der Tat 


Unter derselben Voraussidzung, nämlich ]j mit H vertauschbar, 
existieren, wde wir liier ohne Bt'Weih mitteilen. Wellenfunktionen d. h. 
Losungen von (o), W'elclu' auch Ligenlösungen von L sind. Es gilt also 
gleichzeitig 

(0 jH«. = 

\ Lu„ = A„u„. 


Diese u„ bilden ein vollstkndigt's System \on Wellenfunktionen. 

Als erstes, reichlich triviales Bei>pU‘l betrachten wär den Jmpuls des 
kraftefreien Teilchens, Hier ist (wegen V — 0): 


Machen wdr 


H = 


A 

2m 


t 


L = Px = 


i 


d 

d x' 


so sind üffenliar H yid p, vertauschbar; 

•’ PjH = 

Somit gibt es nach (6) Lösungen, für welche (wir schreiben Tig. statt A ) : 

i 

('S) — TT^v, allgemein pn z= n u. 

Fiir diese (stationären) Lösungen ist der Impuls des freien 
Teilchens vektoriell konstant: 


^Ha) 


*■ 

P = 7t. 


W ir kimnen auch umgekehrt sagen : Wenn der Impuls vektoriell konstant 
o'in soll, maß das Teilchen kräftefrei sein, denn wenn in (7) rechter Hand 
<1110 Funktion der Koordinaten V (xyz) hinzuträte, wären H und p nicht 
Sommerfeld, Atombau. II. » ]2 
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mehr ira Sinne der Gl. (4) vertauschbar. Oder etwas spezieller: Wenn 
f z. Ih für die j-Richtung konstant sein soll, muß das Teilchen in dieser 
Richtung kraftefrei, d. h. V von x unabhängig sein. ^ 

t AVir haben in (8 a) ein Analogon zum Trägheitsgesetz der klassischen 
Mechanik gefunden , aber nur em s y rn b o 1 i s c h e s Analogon : Rer Operator^ 
ist konstant; für das AA'ellenhild u bodeutef dies natiirhch nicht irgend- 
eine Art Erhaltung, sondern nur, vgl. (8), die Proportionalität von grad u 
mit u. Rann unterscheid(4 sich die jetzige differentielle“ Impuls-Er- 
haltung grundsätzlich von der ,, integralen“ im vorigen Paragraphen, 
Gl. (17), welche ja eine bestimmte Aussage über das AbThalteii des AV eilen- 
bildes im ganzen enthält. 

Zunächst eine lnethodl^che Einschaltung: Wir können bei der Int(^- 
gration statt%ftiit der ersten auch mit der zweiten Gl. (6) beginnen. 
Sie lautet beider Wahl L = }> , A — 

(9) ^ grad ii = % u 
% 

und wird integriert durch 

(9a) 1 / = A (TT^yTly. 71^, 

Wir gewinnen auf die^e AW'ise aus der Differentialgleichung erster Ord- 
nung (9) diö räumliche Abhängigkeit der ebenen AVelle. Durch Einsetzen 
von (9a) in die AVellengleichmig (4), in der für das freie Teilchen H aus (7) 
zu entnehmen ist, entsteht eine Differentialgleichung erster Ordnung 
in t für die Funktion A; durch Integration derselben erhalt man die zeit- 
liche Abhängigkeit der ebenen Welle: 

71 ^ 

(10) A — (o — 

2 m n 


AA ir sehen an diesem Beispiel, daß die Kenntnis eines mit H vertausch- 
baren Operators L zur Vereinfachung und schrittweisen Integration der 
Wellengleichung verwertet werden kann. Dies ist analog zu den sogenannten 
„Ästen Integralen“ bei den Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik. 

Indem wir zum Impulssatz für mehrere Teilchen ubergehen, 
definieren wir, wie in der klassischen Mechanik: 


Gesamtimpuls ^ = Summe der Emzelimpulse = 2 P*: • 

k^l 

Ras ist, in Operatoren geschrieben 

= “7 . , usw. 


( 11 ) 
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\\)n äußeren Kräften sehen wir ah; zwischen den Teilchen sollen Zentral- 

krafte wirken, du* sicli durch ein Pote*ntial heschreiben lassen: 

* 

^ = I S ^ 1 ^ ^ A', 1 ^ f ^ A" 

n, l 

ider Fi kl,or daher, daß j(‘des Teilchen})aar nur einiual in Rechnung 

/u setzen ist). Dann ist der Haiiiilton-Operator 

re) a= +iSr(r„,). 

k )i I 

Mit dem ersten (iliede ist ohne weiteres \ erlauschhar. mit dem zweiten 
/imäclist scheinbar niidit : wir liahen nämhcli, wiam wir die in (8) ein- 
irefulirte Funktion r. auf W’elche die OyK-ratoreii und H‘'lß anzuwenden 
sind, sogleich untiTdrucken; 

(13) %\H = + Sl’C,,,). 

I)*'r hier hinzugetretene letzte Tenn ist aller Null, wie wir jetzt beweisen 
wollen. Zunächst: Die in diesem Term auftndi'iide dreifache Summe 
nach k, n, l rediiziiTt sich auf zwei zweifacla* Summen, da nur solche r„i 
hei der Differi-ntiation .nach einen Beitrag liehTn. für die entweder 
li — 7 ? oder h “ I i^t. Daher 


(«) s / S T’ K ,) = S / 2 1 ■ ('■„ ,) + 2 / 2 t' ('■„ ,). 

k 11 1 ^ n '’^n l l n 

Mir fassen die Glieder mit dem gleichen Faktor c^F zusammen; 

dir Beitrag zu (llj ist 


(In) 


fO' (r„i) /dr„, dr„,y 

d r„ , \ ^ ^ 


Hier verscliwindet die Klammer wegen der Bedeutung \on r„j. Also 
\erschwindet auch die Summe (11) und man erhalt aus (13) in der Tat 


(1(1) 




Hieraus folgt nach (ob): Bei einem System von N Massenpunktei, 
die keiner äußeren Kraft unterworfen sind, bleibt der Ge- 
^ am tim puls konstant, wie in der kla.ssischen Mechanik. 

Wir gehen zum Satz von der Erhaltung des Drehimpulses über 
differentieller Flächensatz“ im Gegensatz zum ..integralen“ im vorigen 
1’iiragraphen). 

Wir definiercm: 

Gesamtdrehimpuls = S 

Jt= 1 k 


12 * 
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oder als Operator geschrieben und für die ^-Komponente spezialisiert: 

(18) 

I k \ oyu oxj 

% 

Mir behaupten, daß die Operatoren und H vertauschbar sind. 
Dabei nehmen wir wieder Zeiitralkräfte zwischen den Teilchen an, aber 
keine äußeren Kräfte. Dann gilt die Hamilton-Funktion (12). 

Wir beweisen zunächst, daß 


im 

Für l k ist dies trivial, für l = k berechnen wir, unter Hinzufugung 
einer beliebigen Funktion v: 


( 20 ) = ( 


/ 

, ' 

\h ( d 

d \ 

\d4 + dyl 


) i \'‘dyk 


h ( d 

9 \ 

. .f> 1 


-T % . - 

^ V OlJk 


^« + 2- 

'dx^dy^ 


dykd 




Da das letzte Glied verschwindet, ist dies in der Tat gleich der linken Seite 
von (19) für l = k, nämlich gleich 


Aus (19) folgt nun durch Summation über /, daß auch der Gesamt-Dreh- 
impuls SOI* = A'y durch nachfolgende Summation über k, 

i 

daß er mit A — Aj^ vertauschbar ist. Da ferner der Operator A mit dem 
Operator K der kinetischen Energie proportional ist, gilt auch die Gleichung 

(21) = Ksm*. 

Das Entsprechende ist für die potentielle Energie zu beweisen: 


(22) = VW,, 

nl 


Wir gehen aus von der dreifachen Summe 


n 4= 1. 


2ÜJI.F® = 

k nj 

unter v eine beliebige Funktion verstanden, und bemerken, daß für alle 
Glieder mit k + (n, l) die Vertauschbarkeit von mit V (r„ i) wieder 
trivial ist. Wir haben also nur die beiden zweifachen Summen mit k — n 
und k = t zu betrachten, nämlich 


2aR,„c(r„,)» + S3n.,F(^,)*’ 

nl nl 





d 

dy. 


- Vi 



( 23 ) 
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Die Zusammenfassung der Glieder mit {r^i)jdrni gibt als Beitrag zu (28) 


fl dV {r„i) / 3r„, _ 

i \ " dtj„ 


,4|; 




dyi 


d l’(r„,} 
i dr„i 


— iVn - Vi) - y« {x„ - Xi) - Xi (t/„ - yi) 

^nl 


+ Ihi^n - 3^/)l » = 0. 

I{s bleiben hIsd vnn den beiden tluiniDeii (23) nur .solche Glieder ubng, in 
(lenen nicht ]\ sondern r diflert^Jitiiert wjrd. Diese liab(‘n die Form 


(D, z) 

(iiid liefern zusammen mit den tllaaliTn, m dt'iien k 4 war, die in 

(len Ojierat oreiJ ^ ertauhclil e Summe 2 1^99?,/, Gl. (^-) ij^f also bewiesen. 
Aus (2]) und (22) iolgt nun unimttelluir 

f‘2i) m,H -- Hm,. 

Analoge Gleichungen gt^llen für ÜRa-, Durch wiederholt!* Anwendung 
\()n (21) imd der anulogtm Ghuchungen hchlu'ljt imin weiter, daß auch 

(•2:)) 3JF i01; 

mit' H vertausch bar i>t': 

'20) m‘^H - Hm‘^. 

]) h. in einem frcoen Syst (‘in, da> au^ A’ T(‘ilchen besteht, die 
Zeiitralkrkfte auf(‘inander auNiibeii, bleiben die Komponenten 
tiölv und der IGArag de.^ GeNanitdr(‘himpulses im 
Laufe der Bewegung konstant. Dieser Operatorsatz entspricht 
i^eiiau dem Satz dt^r kla,^sischen M(‘chanik von d(‘r Erhaltung der Größe 
(le> DrehimpuI^e^. 

Es seien jetzt zwei beliebige miteinander vertauschbare 
t)peratoren L und M g( ‘geben 

(27) ML --- LM 

und es seien du* Eigenlunktioium u„ und Eigenwerte ./!„ von L bekannt: 
'23) Lh„ =0„Jt„. 

Au^ (28) folgt dann 

MLu^ - =H„Mu„ 

und damit aus (27) 

( 2 ( 1 ) Ulv,=A„Mu„. 

1 Uls bedeutet aber nach (28), daßikfii^ eine Eigenfunktion von L zum Eigen- 
^Vert An ist. 
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Wenn jetzl zu dem Eigenwert ^1„ nur eine Eigenfmiktion u„ 
gehurt (,,der Eigenwert A„ ist nicht entartet“), dann muß Mu^ 
mit bis auf eine multiplikative Konstante ubereinstimmen. Es muß 
also sein: 

(80) Mu„ const • ?/„ == 

d. h. der Operator M ist gleichzeitig mit L scharf meßbar, sein Meß- 
wert 1111 Zustand ist M„. Man druckt das häufig auch so aus: Die 
Operatoren L und M können gleichzeitig auf Diagonalform 
gebracht werden. Den Grund dieser Redeweise können wir erst in §4 
angeben. 

Wenn dagegen zuJ,, mehrere Eigenfunktionen ()fi 1.2 a) 

gehören („der EigenM'crt l^t entartet“), so schreiben wir statl (28) 

(31) ~ ^ TI iti 

und können immer rioidi schließen, daß -V eine kngeiitunktion \on L 
zum Eigenwert/!,, sein muß. Aber wir wtTdeii im allgemeiiuai für 
eine Linearkonilunation der bekommen: 

(82) .!/»„„= 

«= 1 

Es läßt sich aber zeigen (wir unterdrücken den 13ewei>). daß man durch 
Einführung geeigneter neuer Eigenfmiklionon da* linear au^ diai 
gebildet sind, die Gin. (31) mid (32) auf die einfaidie Form 

(31a) 

(32a) d/r„,„ r.. M„,„ 

bringen kann : auch im Falle der Entartung koniu'ii L und M 
gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden. 

Es gilt auch der umgekehrte Satz: \\ enn L und il/ nich t x ertauscli- 
bar sind, so kann man nicht beide gleichzeitig auf Diagoiial- 
form bringen. 

Mit Hilfe dicNer Sätze koimeii wir misere Aussagen (24) mid (26) übi'r 
den Drehimpuls 501 vervollständigen. Zunächst bemerken wir, daß dir 
Komponenten von 501 nicht miteinander vertausch liar siiui 
Vielmelir rechnet man leicht nach: 

(38) äR;, SIR, - SIR, SDi, = - ^ SIR, 

und zyklisch vertauschte Gleichungim. 
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Schreibt man nämlich die linke Seite von (88) ausführlich an, unter 
Weglassung des Faktors und unter Hinzufugung einer beliebigen 

Funktion 



so bleibt in der Differenz d(T ('rsten und zweiten Zeilc' nur je das Glied übrig, 
welches aus der Anw(>ndung \on didz auf entsteht, und zwar nur für 
/t -- 1, nanilK'h im Ganzen 




// 




Dk's ergibt. bcRb'rsi'its mit (////)^ multi|)hzi(‘rt , m d('r Tat Gl. (83). Daraus 
jolgt. daJß man immer nur (*]ih‘ IGinijioneiite des Dn^iimpulsts diagonal 
machen, also genau nu‘ss(‘n kann, nicht auch zugleich die andt'rn. 
Dagegi'ii kann man aus (88) .schlieijen. dal.* 


(81) -- 

wo wie in (2o) definiert ist. Fm z. D. TUj-dJF zu bewiesen, 

Ix lrachte man 

und 

Krsleres fornu' man durch zw'eimalige Anwendung von (88) um in 

= - Y + 'IR/KlC-Uiv 

= _ A (sj[ii,sj5(^ + «(YJuy + TORlTi,, 

abo 

iM.ii aji/Di,? - 'Dij 'HC = - Y {a<i.9K, + aiiv'nci 


Klieiiso erhält man durch zweimalige Anwendung einer mit (88) zyklischen 
Gleichung 

an,'W = + Y 

= + 4 (aR,/DC + aR.a«v) + a».“ 

1 

also gilt auch 

•1 1 h) W, 9K/ - 'JR.“ HC = + Y 
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und in der Summe von (84 a, b) 

- my^ + m!) = o 

und daher auch, wie behauptet: 

- o. 

\\'egen d(‘r Verlauschbarkeiten (24), (26) und (34) können wir nun 
z. B. die Größen 90]., und H gleichzeitig diagonal machen. 
I). h. w4r kimnen geichz(4tig setzen: 

(35) m, = M, w =/i H = ir,. 

Darauf beruht die spektrosko})ische Tatsache, daß man einen bestimmten 
stationären Zustand eines atomaren Systems durch magnetische und 
azimutale Quantenzahl charakterisieren kann. 

Wie in Zusatz 12 näher ausgefuhrt wird, bedeutet nichts anderes 

li 

als den Operator der gemeinsariK'n Drehung des Elektronensystems um die 
^-Achse : 

(86) äti, = 4- / • 

l 0(p 

Indem wir also TR. diagonal machen, fordern wir [vgl. (30)] 

(86a) TR = 4- ^ = M • v»* 

l O (f' 

Das gibt integriert [ähnlicli wie in Gl. (9) und (9a)]: 

A M(/ 

(36b) tp = ..., 

wo wir durch die Punkte die Abhängigkeit von den übrigen Variabein 
angedeutot haben. Die Forderung der Eindeutigkeit von y) in (p liefert 
die Quantenbedingung 

(87) M = Mh, M eine ganze Zahl (magnetische Quantenzahl). 

Das gilt auch dann, wenn ein äußeres Magnetfeld parallel zur ^-Eichtung 
auf das Atom wirkt. TRj kann auch im Magnetfeld diagonal gemacht 
werden, der Drehimpuls um die Feldachse ist konstant, die 
magnetische Quantenzahl M behält ilire Bedeutung auch im Felde bei. 

In Zusatz 12 wird bewiesen, daß die Eigenwerte .4 von TR^ gegeben 
sind durch 

(88) A ^ h^L{L-{-l), L eine ganze Zahl; 

L ist die Quantenzahl des gesamten Bahn-Drehimpulses, die azimutale 
Quantenzahl in unserer früheren Bezeiclmung. 
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Damit ist der versprochene Beweis geliefert: ^Mr können die Atom- 
zustände {H ist diagonal !) numerieren durch die Quantenzahlen M, L. 
Zugleich ist die Behauptung des AVktormodells gerechtfertigt (Bd. J, S. 359); 
M ist (bei Vernachlässigung des Spins!) die ganzzahlige „Projektion“ 
von L auf di(' Peldrichtung, mit der wellenrnechanischen Korrektur, daß 
durch L (L 1) zu ersetzen ist. 

Wir betonen den Fori schritt gegeniiber den Gin, (2) und (3) aus 
Kap. II, § 10. Dort beschrankten wir uns auf das Ein-Elektroiu'n-Systein, 
ersetzten E durch ein gemitteltes V (r) und mtegruTten in den AVinkel- 
koordinati'n wie beim Wasserst off-lVoblein. Dadurch kamen wir zu den 
Quantenzahlen m, 1 imd ihren Auswahlregeln. Demgegenüber behalten 
wir jetzt die \ ollst äridige Wechselwirkung E (r,;.) zwischen den 
Elektronen bei. Die Quanteiizahk'n, j(dzt d/ und Jj giaiannt. erscheinen 
nunmehr als Charakteristika nicht des einzdnen EkdUrons, sondern des 
ganziai I'llektrunen-Systcaiis. Dk^ Operaton^n-Bivhnung hat uns bei dieser 
verallgemeinerten Betrachtung gute Dienste gekEtid. 


§4 

Adjungierte und konjugierte Operatoren. 
Allgemeine Einführung der Matrixelemente 


In Kap. L §7, haben wir zu der Welk'iigleichung die adjungierte 
definiert durch die ..Integrnbilitats-Forderung“ (T. 7.1): 

(1) rL('u)-v (r) DivA'. 

Hier war L diT ..Wellen-Ojierator“, d. h. die linke Seite diT allgemeinen 
Schrödinger-Gleichung, M der adjungierte Ojierator. Wir zeigten dort 
fauch bei zeitabhängiger oder mit Vi-ktor-Potential ^erseh('ner Schrödinger- 
Gleichung) : 

(2) M = L*, 


d. h. der adjungierte V (Ilen-Ojierator der Schrodinger-tileicliung ist gleich 
dem konjugierten. "Wir fragen jetzt allgemein nacli di‘ni Adjungierten zu 
(Inern lieliebigen Üperat-or \on der in (8. 1) und (3. 1 a) angegebenen Form 


( 3 ) 


'■‘A 


dq) 


Zunächst betrachten wir als einfachste Beispiele den Impuls- und Momenten- 
Operator 


L 


h d_ 

i dx 


bzw. L 


i \ 


dif 



(3a) 
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Offen])cir gilt ini erbten Falle fnr zwei beliebige Fimktionen u und v 
h du d f h \ d h 
’ [ dx dx^ '] J dx 1 

daraus folgt naeli dem Schema (1) 

d /f /i dv 

(5, aKo M = L*. 

Im zweiten Falle gehen wir statt xon (4) aus \on 


also wird nacli (1) 


M iv) - 


wofür wir aucli sclireilien können 


( d h d h 

{ X)-r X - /• _ 

\ d // i o X I 


Die in (7) \orgenommene Umstellung ist abi'r im allgemeinen nicht 
zulässig. Vielmehl ist im allgt'ineiiK'n die llejlieiifolgt' dt‘r Faktori'U bzw. 
der Teil-Operatoren wesentlich. Dii'si' Dcdhen folge ist loom adjun- 
gierten Operator genau die umgektdirti' wk' bei d(*m Ursprung- 
liclum. 

Man erkennt dies, wenn man den Operator L in eim* Summe von 
Termen der Gestalt 

(»I nAl IJlMj ajl.t'n 

zerlegt und jeden Term nach dtan Schema (1) in diui eiitspreidienden adjun- 
gierteii Term uberfuhrt: die /((/). /i (^) • • • ^i^d dabei renu‘ Funktionen 
der Koordinaten qi<(l 2 ^%- Man erhält so aus (8) durch sukzessiv es ,.Her- 
uberwFlzeii“ der Differentiationen 






Hier rührt der letzte Faktor von der Zahl der herubergewälzteii Differen- 
tiationen her und kann auf die Neuner i verteilt werden. Aber die Reihen- 
folge der / und d/dq in (8) und (9) bleibt dabei verschieden. Es läßt sich 
also (9) im allgenieiiKui nicht aus (8) dureli tGiergang zum Konjugierten 
ableiten und es gilt also auch nicht il7 = L*. 
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Wir wollen aber zeigen, daß gerade der Sonderfall M -- L* aus 
physikalischen Gründen postuliert werden muß. Indem wir v = u* und 
M L* setzen, schreiben wir statt (]), unter Fortlassung des dortigen 
])iv(Tgenzgliedes, welches bei dein folgenden Schritt ohnehin fortfallen 
wurde: 

(10) '//* L (//) . u il/ (n*) n L* (n*). 

Hieraus entsteht durch Integration über den Konfigurations-Kaum 

(11) L = [ a* 7^ (n) d T = j 7^ L* (u) dr ~ L*. 

Der wellemnecbaniNclu* MiftiHvert unsere^ Ojierutor^ L i>t also seinem 
Konjugierten gleich, d. h. reell. Dasselbe gilt von dcan Eigenwert eines 
solchen ()]H‘rator:>. Ist iiamhch L (n) - J //, so folgt aus (11) mit Eück- 
sieht aut du' Xorimenings-Dedingmig unniitlelhar 

(1^) A - 1* reell. 

Obwohl wir nun mat bemal isch und im allgi'Haatien das Bestehen der 
(il. (*2) in Abnali' stellen mußten, können wir jetzt umgekt'brt schließen: 

eiin der wi'llenmeclianisclK* Mittehviu-f eines Ojierators jilivsikalisch 
sinn\oll sein soll, muß er rei'll ^ein: es wilden aDo nur s()](-}i(> Ojiara- 
t oren L in d('r M e 1 Ifuini (‘cli a n ik a uf t re t ('ii können, die konjugiert 
sind zu ilireiii adj ungier t (oi. Die OjuTatoreii de- Im]mlses de- Momentes 
sowie des ellenoperators, sind Beispadi* dafür. 

Am Ende von §2 haben wir aiUkr dem widlennu-chaiiischen Mittel- 
wert fiir eiiKUi Eii^tand // aiudi die widleimu'cbam-chen Mittelwerb» be- 
trachtet, di(» zum tOtergange zwischen z\\ei \ (»rscliK'denen Zu- 
ständen a, r g(‘hur('n. Dement s])r<»chend werdi'ii wir ji'tzt bei einem 
beliebigen Ojierator L uußc'r \(ai (bau bisher betrachteten Mittelwerte 

(18) L = \n*L{'u) ilr, 

auch von den MittelwtTten handeln: 


(14) Jj = I /' L ('//) d r. 

Wir können letzten- ..rbergangselemeiite“ m-nnen, um sie von den ,, Zu- 
standselementen“ (18) zu unterscheidi-n. Ihude sind im allgmneinen zeit- 
abhiingig. 

Sind aber im besonden-n die Zustände u und v stationär 
« = «n = V'n'' '■ = < = fmC* 


SO wird (18) zeituriabhängig und (14) zeigt die exponentielle Zeitab- 

hängigkeit 

(15) 


— I (Ol, 
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In diesem Falle können wir die Zeitabhängigkeit bequemerweise von Anfang 
an fortlassen. Wir schreiben dann (ohne () berstreichung) 

(16) = j ftnLifjdr 

(16 a) L„ H = j ft Tj ( f„) d T, 

und spreclH'ii "wie in §‘2 \on ]\Iat rix-Eleinent en. Wir denken uns diese 
droben in ein unendlielK'S zwi'idiniensionales S(*bema, eben eine 
Matrix, geordnet, indem wir etwa in der horizontalen Eiehtung den Index n, 
m der vertikak'ii den Index /// variitTeii lassen. In diestaii Schema stehen 
die droben (16a) in der Diagonakai (., Diagonal-Elemente“), die droben (16) 
oberhalb odtT unterhalb der Diagonakai. 

Hier Ist eine Bemerkung am Pkitz, die .''ich auf den Fall der Ent- 
artung bezieht, also auf da'- hauiigc' \'()rkonminis. dab es zu einem Eigen- 
W(Tt ])zw. TF„ mehrere kjgi nlunktmiu“!! gibt. Wir unterscheiden 
sie als 

f,»r ■■■■ V«a- ■■■ I«''- y,,!---- 

Wir haben dann statt (16) imd (16a) 7,u schreiben 
(^0 J fma^'^{y'ni)dT, 

(Ua) = 

insbesondere, für ix — ß: 

^ ^^n<c,na j y'na {y\ia) 

Diese Matrixelemente sind jetzt in ein nach den ?//a, r\ ß erweitertes zwei- 
dimensionales Scdiema zu ordnen. Dabei kommen di(‘ Elemente (17b) 
natürlich in die Diagonale zu stelaai. Mir vollen zeigiai. dab die nicht- 
diagonalen ^ratrixelemenü* (17) verschv inden, sofern L mit H ver- 
tauschbar ist. Mir setzen aEo ^oraus: 

(18a) LH = HL, (18b) H = Tf,, v'„^, (18c) H = W„, y'„^ 

und schlieben aus (17), indem wir (18a), (IHb) benutzen: 

^ n u , nfi ~ [ Vk« « n V’n ~ [ Vk« « ^ Vk( [i dT 

j V’w « a e V'n(< '( T = j (W V’m «) V'«(S ä T, 

letzteres unter Anwendung von partieller Integration. Indem wir schließlich 
im letzten Ausdruck noch (18c) benutzen, finden wir 

(19) Mnim«.«,* = 

Dies ist aber unmöglich, da IF^ 4-’ 1F,„ ist. Also müssen die Matrix- 
elemente (17) verschwinden, wie behauptet. Der Schluß versagt bei den 
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Elementen (17a), weil dann (19) eine Identität wird. Aber auch diese 
Elemente lassen sich zum Verschwinden bringen, wenn nur die unter 
sich orthogonal gewählt werden, was immer erreicht werden kann, und 
wenn ferner L auf ,,Diagonalf()rni gebracht“ ist, d. h. wenn für die Eigen- 
funktionen von H auch L einen Eigenwert besitzt; 

= A„fi- 

Dann wird nämlich aus (17a) 

=" /In/y j f*a = 0, 

Wegen der Orthogonalität der es sei denn, daß a =- ß ist. Wir sehen 
also, daß unser erwiaterhs Älatrix-Schema (17) nur au^ den Diagonal- 
Elementen (17b) besteht, und haben damit zugleich den in §8, S. 182. 
gebrauchten Ausdruck de^ ..gleichzeitigen Diagonalmacheiis“ erläutert. 


§ '*> 

Matrixmechanik) das Beispiel des Oscillators 

In dem zweidimensionalen Schema (1. IG, 16u) haben wir eine 
mögliche Besclireibungsiiiethodi* eines atomaren System.^ bei konstanter 
Energii'. Wenn wir nämlich ulk' „ZuslamDek'nu'iite“ und alle 

..t'bergangselemente“ kennen, so wissen wir alles, was sich über 

die mechanisclu' Oroßi' L aussageii laßt: und wenn wir in diu'selben Weise 
alle nlechanl^ch sinn\ ollen Großt'ii 7> uiiter>ucht haben, kennen wir alle 
Eigenschaften unM*re> atomaren Sy^tenls. Auf dieM'in Gt'danken beruht 
dw erste Fassung der Quantiainiechanik, die Heisenbergsche Matrizen- 
mechanik^). 

Die Bechenregf'ln für duh Operieren mit Matrizen leiten wär aus den 
entsprechenden 0})erator- Gleichungen ab. 

Wir erläutern das \'erfahren zunächst an einem einfachsten Beispiel, 
nämlich an der ..Vertauschungs-Relation“ des Ojierators mit d(‘r Koordi- 
nate x: 

h 

da) 

und der daraus folgenden Matrizengleicliung 

(1 l>) (;'x = J Kn- 

0 W. Heißenberg. Tber (juantenlheoretiache rnideutung kinematischer 
und mechanißcher Beziehungen. Zeitsclir. f. Phys. 33 , 879 (1925); Born u. 
-Tor dun. Zur Quantenmechanik, ebenda 34 , 858 (1926); Born. Heisenberg 
u Jordan, Zur Quantenmechanik, ebenda 35 , 557 (1926). 
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Zum Beweise von (J a) multiplizieren wir diese Gleieliung rechtsseitig 
mit einer beliebigim Funktion r und erhalti'n wegen der Bedeutung von 
die Identdät: 

hd h dv h 

- — .Tt') - j_ — = 

l Ö X l ÖX i 

*Zum Bew('is(‘ \on (1 ()') multiplizieren wir weiter (1 a) \on links her mit 
von ri'chts her mit und integrieri'ii über d(‘n Konfigural ionsraum ; 
dann entslehen linker, Hand die ]\latnxelemente der Produkte j)^x und x , 
rechter Hand tritt zu hh der Faktor 

f V’m 

in Übereinstimmung mit Gl. (1 b). 

Sodami wollen wir die Matrixelemente von Produkten, wde sie in (1 b) 
linker Hand auf treten, zuruckfuhren auf die Matrixeli'Uiente der einzelnen 
Faktoren. Wir fuhren das bei zwei beliidugen Operatoren L und M durch. 
Nach Definition ist 

(■2) (L .U)„, „ = j ^1* L 3/ v’„ (i T. 

Hier wollen wir rechter Hand in eine Beihe naidi Eigenfunktionen 

entwickeln : 

(2a) V V’n = S-l|« V’i; 

t 

dabei ist, m Fourierscher Weise berechnet, wegen Orthogonalität und 
Normierung 

(2b) A,„ = J 

Einsetzen in (2a) liefert 

fn = Vl 

i 

und aus (2) entsteht 

{LMU = 2/vCivvU-3/,„. 

Wir haben also die fundamentale Multiplikationsregel 

(8) (/>.'/)„„ = 2 

i 

Sie entspricht der bekannten j\fultiplikationsregel der DetiTininanten oder 
allgemeiner derjenigen der „Matrizen-Algebra“ (Matrix bedeutet hier ein 
Determinanten-Schema von endlicher oder unendlicher Zahl der Zeilen 
und Kolonnen). Aus (8) ersieht man, daß ini allgemeinen 

(8 a) 4= {ML}^^ 

ist. Die Matrix-Multiplikation ist nicht kommutativ. 
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Setzen wir M oder L gleich d(^nj Hainilton-Operator H, für den ja 
nach (2. 18a, b) gilt: 

(4) 

fDelinition d(T zu H gehörigen Eigenwerte* und Eigenfunktionen), so ent- 
teilt aus (8) 

(da) ir,L {EMI,,,, ^ 

dies liiitte* ciuch direkter iius d('r Deiinitionsgleichung (2) eiitnoimiien werden 
können. 

.letzt tragen wir nacli <h‘r Zei f -Dili erent lat lon in der Matrix- 
rechnung. \^ ir imissen dabei naliirlicli nicht von der zeitunabliangigeii 
Didinition d(‘r Matrix-Elemente (1.10), s(»nd(*rn \on der zeitabhängigen 
(1.11) ausgelj(‘ii, also a* statt y*„ schreiben, wo 

I 

_ t 

u„ = c « 

zugleich werden wir die v«'rabredete Vnterscheidung zwisclien L und L 
aufnehmen. Da der Zeitiaktor in L durch (1. I.“)) gegeben ist, erhalt man 
einfach 

^mn = ' K« - ^ 

Hier ist für den t'bergang a/ -> ?? die ..Eliergangsfri'ijuenz“ definiert 
durch 

Hd. - ir„ 

(oa) co,„„ - = - (o„,„. 

Jede Zeit -Different lat lon liedeutet also bei Verwendung 
stationärer Zustande ?/„, u,„ (Eigenfunkti(Hjs-Matrizen) einfach die Multi- 
f)]ikat lon mit 1 

Derselbe Saclnc'rhalt wird in imj)hziter Form ausgedruckt durch: 

(6) L„„ = 

Setzt man nkinhch hi(‘r auf der nachten Seite die AVerte (da) ein, so kommt 
man auf (il. (o) zunick. 

Schließlich beachten wir. daß für alle jihysikalisch bedeutsamen 
Operatoren (vgl. S. 187) die Gl. (4. 2) gilt. Das heißt in jMatrizen geschrieben 
nach (4. 10) und (4. 11): 

7) L„, n “ j" Lu„ d T = J L* {7i,n) dx — 

Beim Vertauschen der Indizes gehen die zeitabhängigen Elemente L und 
daher auch die zeitunabhängigen Matrizen L in ihren konjugierten Wert 
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über. Zu l)eideii Seiten der diagonale, an spiegelbildlich ent* 
sprechenden Stellen, stehen also in unserem Matrix-Schema 
konjugiert komplexe Werte: Die Matrix ist ,,hermitisch“. 

Damit ist das Eiistzeug der Matrixmechanik zusammengestellt. Wir 
wenden es auf das Beispiel des linearen Oscillators an. 

Hier lautet der Hamihon-Operator mit Rücksicht auf (I. i. 1): 

( 8 ) + 

ojq = klassische Eigenfrequenz, // = Masse, q statt x geschrieben. 

Aus (6) schließen wir für alle Indizes w n, die wir zunächst weglassen: 

^ p = H p - pH = ^ loH ((fp - pq^), 

X q =. Hq - qE = ^^(f~q - ip). 

Durch wiederholte Anwendmig der \"ertauschmigsrelation (la) erhalten wir: 

VT = + - <1 = T '/' + 2 7 T 

also 

(10a) (ff — pf — — ^-^q. 




Diese Gleichungen gelten ebensowohl für die in (9) gemeinten zeitabhängigen 
Matrizen wie für die zeitunabhängigen. 

Einsetzen von (10 a, b) in (9) liefert, wenn wir nunmehr die Matrizen- 
indizes wieder liinzufugen : 

iVmu = — iWWo Vmn» 

(11) L 1 _ 

1 ^mn “1“ Vmn' 
l r 

Die erste Gleichung besagt in Matrizenform: Impuls-Änderung gleich 
Kraft (hier rücktreibende quasielastische Kraft), die zweite enthält die 
Impuls-Definition (Impuls gleich Masse mal Geschwindigkeit). Zusammen 
mit (8) bedeuten sie, nach Form und Inhalt, die Hamilton sehen Gleichun- 
gen des Oscillators in Matrixform. 
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Wir wenden uns zur Integration der Gin. (11) und bemerken einerseits, 
daß die Diagunalelemente q^n ^«eitunabhängig sind. Die linken 
Seiten von (11) verschwinden also, daher auch die rechten Seiten, und 
man hat: 

(12) ^ 0, = 0. 

And('rerseits scbließen wir aus (11) durch Kliminaüon von f mittels geeig- 
neter Zeitdifferentiation auf das Analogon zur eleiiientarc'n , .Bewegungs- 
gleichung“ 

( 18 ) [iq,nn = -- M 

und hii'raus nach (11. (o) auf 

(14) (w»M. “ = 0; 

also muß sein: 

(Io) entweder q,,,^ -- 0 oder (10) 

andiTs ausgedruckt- alle q,„^, verschwinden, mit Ausnahme der- 
jenigen, für welche =- e>() oder = — ist. 

Es ist h('({uem, di(‘s(' zwei Moglichloateii durch die Keilaaifolge der 
Numerierung der Matrix-Khunenle, die noch ganz zu unserer Verfügung 
steht, zum Ausdruck zu hringiai. Wir wollen fest setzen: 

I eiitsfiricht dem I'^laTgang 

(1"^) 1 , T 

nn ersttTen Kalle sei also ?i - ?//—], im k'tztenui n ^ m -j- 1. Dem- 
entsprechend gilt für die q nach (IC): 

e/,„„ = 0 für )i + «/-!], 

Ik'i der somit festgesetzten NunuTierung \ erschwindiai also in der Matrix 
der q alle Diagonalelement i‘ (n = ni) und alle d(‘r Diagonalen nicht 
h(‘n ach harten lern mite (|// — vi\ > 1): nur die beiderseitigen Nach- 
harreihen zur Diagonalen enthaltiui nicht verschwindende q. 

Die Werte diesiu Nachliar-Elemente folgen aus der AVrtauschmigs- 
ri'lation (1 h). Sie lauti't mit 7i — rn: 

h 

(18) (P(/)mm Vi2^)mm ^ 

und geht wegen der Multiplikations-Eegel (8) uher in: 

{PmJ (Jim ~ ~T ’ 

l ^ 

Sommerfeld, Atombau. II. 
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Indem wir noch die zweite Gl. (11) in der Form 
(19a) fml = iMml/'Qml 

anwenden, haben wir statt (19): 

(19b) ^ 

I l 

oder, bequemer geschrieben, mit Rücksicht auf coi^n ~ 

(20) S Ö>m I qm I qim = “ ' 

1 2 //, 

Die Summation nach 1 reduziert sich aber wegen (17) und (18) auf zwei 
Glieder, nämlich auf diejenigen, für w\4che I 7n ~1, (o„,i = + und 
I = w + D = “^0 Somit folgt aus (20): 

_ h 

Qin, m — 1 9m — 1, m 9m, TO + l9m + i,m — ^ ‘ 

2 ^ 1 ( 0 , 

Die linker Hand steh(*nden Produkte sind nach Gl. (7) reell und positiv, 
nämlich gleich der ,,Norm“, d. h. gleich dem Quadrat des absoluten Be- 
trages der betrolfenden Matrix-Elemente. Statt der vorigen Gleichung 
kömien wir also schreiben: 

( 21 ) ■ 

Daraus schließen wir: Die |(y|2 bilden eine arithimüische Reihe, welche nach 
oben hin unbegrenzt ist, nach unten aber notwendig abbricht, da sie nur 
positive Zahlen enthalten kann. Bei welchen Indizes -wir die Reihe ab- 
brechen wollen, steht noch in unserer Willkür, da wir bisher nur uber die 
relativen, nicht über die absoluten Werte d(^r 7i, m verfugt haben. AVir 
können also festsetzeii, daß q das letzte nicht verschwindende Glied der 
Reihe sein soll, und daß (]^^^ gleich Null wird. Dann ergibt Gl. (21) mit 
VI — 0, 1, . . ., n: 

(2ie hJ = 2^;; ■ |9.,,r = , k»,,.-.!“ = • 

Z 1^, cOq Ji h oJq 2i jii (^)^^ 

^ermit ist der absolute Betrag der komplexen Zahlen „ bestimmt ; die 
Phase, die in (22) durch ß repräsentiert wird, bleibt wie immer unbestimmt. 
Unter Hinzunahme der Zeitabhängigkeit schreiben wir: 

I 9n.„-,= 
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Nunmehr ziehen wir die Energiegleichung (8) heran, die wir in Matrizen- 
form, als Diagonal-Matrix mit den Indizes nn schreiben. Der erste Summand 
inH wird dann nach demMultiplikationssatz (3) und mitEücksicht auf (19 a) : 

^ Vnn = ~ Y 2 (^nlQnlf^ln Qln = ^ 

Entsprechend wird der zweite Summand in H: 

Z I 

Somit folgt ans (8) : 

2 (^n / + I / P- 

I 

Auch die^e Sumnu' reduziert .sich wegen des Eakt(jr,s \ auf zwei Glieder, 
nämlich auf diejenigen, fur welche / ^ n ‘ 1 i^t. und liefert wegen (17) 
und (21 a) : 

(23) H„„ = /JM- 1'- + 1 1') = (« + 1) 

Auf ähnliche AVi'ise n'chnet man nach, daß alh' Xiclit-Diagonal- 
El(*mente \ erschwindeii. 

Die in (23) gefundenen DiagomüglK'der diT //-.Matrix, d. h. die Eigen- 
W('rt(' der Energie, stimmen mit den W(‘ll(‘nmecha.nisch gefundenen "Werten 
(I. 5, 10) genau uherein. Dagegi'ii besteht g(*genuber dcT fruluTim Quanten- 
theorie dt's Oscillators der (»ft betonte rntiTschied \on , .halben“ und 
..ganzen“ (^uantenzahlen. 

W’elche der heidim >fetho(ien ist nun die einfach(‘re, die analytisch- 
\\ejlenmechanische oder die algehrai^ch-ipiantenmechaniselK' Wenn wir 
\oii unsiTer analyti.schen Gewöhnung aliseheii. werdt'ii wir sagen müssen: 
Die algehraisch-quanteiimechaiiische Mi'thode ht^nutzt ini Grunde elemen- 
tarere Operationen: das Kechnen mit abzahlbar diskreten Elementen ist 
1111 Erinzi}) einfacher als das Eeclinen im Kontinuum. Andererseits häufen 
sich bei Problemen mit mehreren Ereiht‘itsgrad(‘n die Indizes in der Matrizen- 
Pechnung derart, daß du' t'luT.sicht leidet und die Eonneln abstoßend 
werden. Tatsache ist, daß gerade die wichtigsten Profileme (Kepler-Be- 
wt'gung, Zeeman-Effekt, Stark-PPfekt) ihre volle Erledigung erst au# 
wellenmechanischem M'ege gefunden haben. Die Sache hegt hier ähnlich 
wie in der Eunktiorien-Theorie, wo die spezifisch elementaren Methoden 
\ Oll Weierstrass schwerfälliger sind als die infinitesimalen Methoden 
^on Cauchy und Riemann. 

Die au- gesprochene Absicht der ersten Heisenbergschen Arbeit 
’if)er Quantenmechanik war, eine Methode zu entwickeln, ,,die ausschließlich 
auf Beziehungen zwischen prinzipiell beobachtbaren Größen basiert wäre“. 


13 



196 


AlJgenieme Methoden 


III. G. 1 


Vorstellungen wie ,yder Ort des Elektrons, die TIndaufszeit, die Gestalt 
der Bahn“ sollen von der Betrachtung ausgescliloshen sein. Di(ise Be- 
schränkung auf das direkt Beobachtbare gründet sich wohl letzten Endes 
auf die Machsche Philosopliie und hat, in direktem Anschlui^ an Mach, 
vor vier Jahrzehnten zur PropaguTung der sogenannten Energetik geführt, 
die nur Energieludrage als pliysikalisch gegehene und beohachtbare Großen 
anerhennen wollte. Aber der EniTgidik konnte die so fruchtbare kinetische 
Gastheorie entgegengehalten werden, in der die Orte und Geschwindigkeiten 
der Gasniolekeln, obgleich im einzelnen unbeobachtbar, als Zustands- 
großen der Theorie' nicht eiithehrt werden können. Ebenso kann man dem 
Heisenbergschen Standpunkt die 'Wellenniechanik entgege'iihalten, deren 
Eigenfunktionen ebensowenig wie die früheren IGektronenbahnen im 
einzelnen durch das Expi'riment kontrolliert wv'rden können, 

t'hrigens ist zu sage'ii, daß eine unbeobae'htbare Grtiße doch in dem 
Schema der Quantenmechanik zuriickhleibt, nämlich die Phase der ]\Iatrix- 
eleiiieiiti', Gl. (22). Auch in d(‘r W'ellenmechanik begegnet!' uns ein will- 
kürlicher Phasenfaktor^), der bei der Normierung der IGgeiifunktioiK'n 
offenbleibt, vgl. Kap. I. Gl. (G. 11a). 

§0 

Unschärfe-Relation 

Bei der Diskussion der Bewegung des freien Teilchens in § 1 erkannt('n 
wir bereits, daß eine Einschränkung des Ortsbereiches des Teilchens not- 
wendigerweise eine Streuung der Impulswerte um t'iiKui Mittelwert zur 
Folge hat. 

Für die Aufstellung der allgemeinen Ih'ziehung zwischen Orts- und 
Impulsstreuung definieren wir zunächst, was wir uiit.er Ortsstreuung ver- 
stehen wollen. Die momentane Abweichung der Teilchenlage von der 
mittleren Lage, dem Schwerjiunkt x des V'ellenpakets, ist x — x. Ein 
Maß für die mittlere Ahwvichung von x bekommen war, w’enn wur (j’ — x)^ 
wellenmechanisch mittein. Mir nehmen noch den Faktor 2 hinzu und 
definieren 

tl) {AxY = 2(x-x)^ 

als das Quadrat der mittleren Ortsunschärfe“. Ax stimmt für den Fall 
des freien Teilchens (§1) mit der Breite h des dortigen Wellenpakets uberein. 
Analog nennen war 

^) Dirac hat einen interessanten Versuch gemacht, diesen Faktor physi- 
kalisch zu deuten und festzulegen: Proc. Hoy. Soc. London (A) 133, 60, (1931). 
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das Quadrat der mittleren Impiilsunschärfe. Wir werden beweisen, daß 
immer 

(3) 

Zunächst ist 

(4) s Px)’“ = Px-^px- Px + p! ; 

wofür man '('rsiclitlich auch schreiben kann ; 

(5) = 

Wir benutzen aber vorerst (d) und berechnen in (ha, b, c) der Reihe nach 
die drei Gli(‘der der rec’nten Seite von (1) (Oberflaclien-Integrale lassen vir 
wie immer fort): 


(6u) 


-(UT;‘f <ir. 

\ % / J OX 0 X 

(Ob) 

- 2 'Px 'Px = - 2 J>r 

\<> 



.du h f d u* 



n* dz + ib '^dz, 

d X % j dx 


(6 c) — /^x ' j 


i\lan sieht leicht, daß sich diONC drei Ausdrucke in folgemh'r Weise zu- 
^amnienfassen lassen (p^ ist reell): 



und daß daher (1) gc'sclirieben werdim kann: 


y>j. u d T, 
fl 


(7) 


1 

2 


(U Pxf = 


du 
i d X 


i 

h 


2 

Pj. V dz. 


Rit Ausdruck unter dem letzten Integral legt es nahe, die Funktion 


(H) 


: 


ciiizufuhren. Dann wird aus (7): 


(!)) 


1 

2 


(Apx}^ = /i^ ' 


id<)) 

'd X 


2 

dz. 


Ferner ist, unter Beachtung von (8), 

(10) i (z/ xf — jw* (a: — :r)* u dz^ = j | (a: — x) w dz 

= ^\(x - x) (p\^ dr. 
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An Stelle von x, y, z (wir denken vorläufig an den Fall eines Teilchens) 
führen wir die ,, relativen* Variablen 

^ X — x, Yj y — y> C — 2 — i, 

ein, wobei das Voluirienelenient gleich dem Vohimenelemeiit dr 

= ’dxdyti.: bleibt. Statt (9), (10) gilt dann 


( 12 ) 

Nun ist sicher 
(18) 


2 P^'f = 


!f 


flL 


^ Jt. 


^ + äP\ 


; a ' ^ f , 

bei beliebigem Wert der (reellen) Oniße a. Die Ausrechnung von (18) liefert 




4- 


a f a 


r 


.dtp d(p 


di 


<r 


di! 


\iq)\^ ,d(p? 

di' 


di 


>0 


oder auch 


(r?\ _ 

^ a ) 

1 (p\^ 

LU > 0. 

a 

Integriert 


— 11 

1 f (p'^dr; 


- «J'"' 



das erste Integral rechts gibt wegen (8) den Vert Eins, so 
beiden Gin. (12) folgt: 



daß aus den 


für beliebiges a. Der größte AVer! der rechten Seite gibt infolgedessen die 
Iinpulsschwankung an, die mindestens mit dem gegebenen Ax ver- 
bunden ist. Das Maximum tritt ein für 

(15) a--(Zla;)2. 

Damit folgt aus (14) die Gleichung (8). 

Es bleibt noch zu zeigen, daß die untere Grenze ff auch wirklich erreicht 
werden kann. Das tritt ein, wenn in den vorigen Ungleichungen das Gleich- 
heitszeichen gilt. Dann liefert (18) und (15) 

(li? ’’ + «£ = *■ 

oder nach (8) 

_ ^ ^ p X 

(16) U=F(y,z)e 2Uar)2 ^ ^ ^ . 
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Damit sind wir auf das in § 1 studierte Wellenpaket und auf das Gaußsche 
Fehlergesetz zurückgefallen. In der Tat ist unsere jetzige Gl. (16) mit 
der dortigen Gl. (8) identisch; unser jetziges Ax entspricht dem dortigen b, 
misere unbestimmt gebliebene Funktion F {y, z) der dortigen Konstanten C, 
pjh ist nach (1.11) dasselbe wie die dortige Wellenzahl k. Im vorstehenden 
haben wir bewiesen, daß für dieses Wellenpaket die Unscharfe Aj)x des 
Impulses durch die mit dt'iii Gleichheitszeichen geschriebene Relation (8) 
gegeben ist, daß wir also haben 

(17) 

Der Vergleich mit § 1 z(*igt aluT weittr, daß diese günstigste Form der 
Unschärfe-Relafion nur in einem Zeitpunkte gilt, den wir wie in §1 mit 
t — 0 bezeichiK^n können. Für spatere Zeiten wird die Unschärfe, d. h. 
unsere ,, Unkenntnis“, immer großer. In der Tat wird nach diai zu (1.12) 
gegebenen Ausführungen die Unbestimmt lit*it der Lagi^ irnmcT größer, 
während die Unbestimmtlieit des Impulses ihre ursprüngliche Große (17) 
i »elbehalt. 

Di(' t^berlegungeii .dH>^e^ Faragrajdieii geltcai aber nicht nur für freie 
Teilchen, sondern auch für gi'bundeiie und für Sv^tenu' vieler IVilchen. 

Für Rewegungen in atomaren Sy>tem(‘n gibt Afj Ax größtaiordnungs- 
iiiaßig die Fläclii', welche das Teilchen bei sdnem Umlauf in der Phasen- 
(‘bone nach der allen Quantentheorie beschreibt. Man erkiaint das aus 
dem VcTgleich mit. der Darstellung dieser Fläche durch das Phasen integral 
\(i'pdq\ also gilt für die Quantenzahl n: 

(18) Af^ — n h. 

Hier erlaubt die Ünschärferelation sogar emen Schluß auf die Balin- 
geschwiiidigkeit zu ziehen. Nach (2.4a) gilt nämlich 



d t m 


Daraus folgt für stationäre Zustände: 

(>'•) fe)»n = 0- 

— — T I P 1^ 

Au> J (Apx)^ wird so nach (d) Im Mittel ist aber fl — jniindestens 

ö 

großenordnungsmäßig ist daher auch A'p^^\f\. Aus (18) folgt daher: 

<- 0 ) A X'\f\^nh, 

l’iirch den Koordinatenspielraum Ax ist demnach bei stationären Be- 
\\<gungen der mittlere Impuls bet rag |p| bereits festgelegt. 
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Im Fall des H-Atoms ist 


also 


A X ^ ajf 




daher auch 
( 21 ) 


p ^ n m • 


h ' 


r i> 

— = ^71 j- = a , 

C VI c ft (‘ 


wo a = Feinst rukiiirküiistante. In der Grundhahn dos Wassorstoffatoms 
ist die mittlere Elektronengt'schwindigkoit von der Grohenordnung a c, 
nach der alten Theorie war sie genau gleich olc. 

Die Unscliärferelation (3) gehört zu den wichtigsten Erkenntnissen der 
Atomphysik. Sie ist von Heisenberg 11)27 aufgesiellt wordeiH); er hat 

damals sogleich bewiesen, daß sä' für 
beliebige kanonisch konjugierte 
Großen^) richtig ist, nicht nur für das 
Großenpaar x und pj.. Die Unscliarh'- 
relation iht besonders deshalb werlvoll, 
weil sie alle 'Widerspruche anfhebt, die 
sonst aus dem dualen Charakter von 
Materii‘ und Licht entstehen konnten; das 
hat Heisenberg in seinem Bu(*h^) ,,i)ie 
physikalischen Prinzipien der Quanten- 
theorie“ ausführlich gezeigt. 

Wir wollen uns darauf bescliränken, ein idnziges Bdspiel zu behandeln, 
die Ortsmessmig eines Teilchens durch Ausblenden aus einem Btrahl (siehe 
Fig. 15). 

Der Impuls hege in der Eichtung x vor dem Durchgang durch die 
Blende und sei genau bekannt (A — de Broglie-W'ellenlange) : 



Fig. 15. 

Beugung der Plektroneiiwelle 
als Folge d('r XTischarfe-Kelation 


( 22 ) 



D W. Heisenberg. Über den anschaulichen Inhalt der quantentheoreti- 
schen Kinematik und Dynamik, Zeitschr. f. Phys. 43, 172 (1927). 

2) Für nicht kanonisch konjugierte Varialile A und B gilt statt (3) eine 
kompliziertere ünschärfe-Relaiion, die von H. P. Robertson [Phys. Uev. 46, 
794 (1934)] und Schrödinger (Sitzungsber. d. Preuß. Akad., Juli 1930) an- 
gegeben wurde. Nach dieser bleibt für A B ein endlicher Spielraum mit den 
Messungs-Möglichkeiten verträglich, selbst wenn AA = 0 gemacht wird. 

^) Hirzel, 1930. 
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die Lage des Teilchens ist dann völlig unbestimmt: wir haben links 
von der Blende eine unendlich ausgedelmte ebene Welle. Nach dem Durch- 
gang durch die Blende ist die Lage des Teilchens mit der Ungenauigkeit d 
der Blendenweite bekannt. Daher kann der Impuls nach der Ausblendung 
nicht mehr genau die j:-Bichtung haben, sondern es tritt eine Seiten- 
Komponente hinzu. Diese entspricht wellentheoretisch der Beugung 
der de Broglie-\\'elle am Band der Blende; das erste Minimum der 
Beugungsfigur hegt in einer Bichtung a (vgl. Figur), in der die Bandstrahlen 
sich durch Interfercuiz auslöscla'n: 

(23) d • sin a -- //2 

korpuskular gesjuoelu'ii entsteht dabei eine Impulskoniponentc : 

(24) py p sin a - ^ a. 

A 

Wegen Ay — d und J py ~ 2py folgt aus (23) und (21) 

(25) A y A py — d sina = h. 

A 

Dies steht im Einklang mit der UiiNchärferelatKUi (8). 


Transformations-Theorie 

Wir lernten die Welleiifunlition u (y) zu diiiteii als Am])htude der 
Aufenthalts-Wahrscheinlichkeit einer Partikel an d(T Stelle q in einem 
durch n spezifizierten Zustande. In entsprechender Weise widlen wir nach 
der Wahrscheinlichkeit s-Amplitude (abgekürzt W. A.) des Impulses p in 
dem durch a gegidaaien Zustande fragiai. oder, genauer gesagt, da p in der 
M elkuimechamk keine Zahlengroße, sondern ein ()}a*rator ist, nach der 
\V. A. eines bestimmten Eigenwertes dieses Operators im Zustande n. 
S('i 7r dieser Eigenwert und r (;t) die betreffende W. A.: di(‘ Wahrscbeiiilich- 
k('it (abgekürzt W.) dafür, den Impuls im Zustande u mit einem zwischen n 
und 7c-\-d7i gelegenen Eigenwert vorzufinden, ist dann: 

\v (7r)|‘‘* dn. 

Um ?i(7r) berechnen zu können, müssen wir die Eigenfunktion S 
des Impulses p in Abhängigkeit von der Koordinate q bei gegebenem 
Ihgen werte 7i von p kennen. Sie genügt wegen 

h d 
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der Differentialgleichung: 

( 1 ) 


hds 
i dq 


TlS 


und wird integriert durch 

( 2 ) S = SAq) 


inq 

f) h 


1 n q 



ih 


die Intügration.s-Konstanlo haben wir hier bereits in spezieller Art 
normiert, wie sogleich begründet werden w^ird. 

Jetzt entwickeln wir die Wellenfunktion v (q) nach diesen Eigenfunk- 
tionen. Wegen der Form (2) von S bedeutet das nichts anderes als die Fou- 
rier sehe Integraldarstellung, die wdr hier in zwei Gleichungen zerspalten: 


( 8 ) 




j* ^ V (n) d n 
[c 'U (q')dq. 


mit 


Die gewohnte Form des Fourierschen Doppel-Integrals entsteht hieraus, 
wenn wir v aus der zweiten Gl. (3) m die erste eintragen. Die in (2) vor- 
genomrnene Normierung (Sq — l/j/O ^‘rweist sich beim \ ergleich von (2) 
und (3) als zweckmäßig. Man kann namheh die beiden Gin. (3) jetzt in 
übersichtlicher Fonn so schreiben: 


I M (g) = j (q) V (7l) d 71, 

1 ü (ji) = j Sg (7t) « (q) d q, 

wobei nach (8) und (2) gilt 

(5) = -A sng). 

\h 

Wir deuten diese Zusammenhänge folgendermaßen: Die W. A. für den 
Koordinaten-Wert q im Zustande u [erste Gl (4)] setzt sich zusammen aus 
der W. A., den Wert q bei gegebenem Eigenwert n des Impulses aiizutreffen 
[Eigenfunktion S„ (q)], und der W. A., mit der der Eigenwert n überhaupt 
im Zustande u auftritt. Wir werden also dazu geführt, die durch 
die Fourier-Analyse gelieferte Größe r (zr) mit der im Anfänge 
dieses Paragraphen eingeführten und ebenso bezeichneten 
W. A. des Impulses im Zustande u zu identifizieren. Andererseits 
setzt sich [zweite Gl. (4)] die W. A. für den Wert tz des Impulses im Zu- 
stande u zusammen aus der W. A. Sg (n), den Wert n bei gegebenem q 
vorzufinden, und der W. A. u (q), mit der dieser Wert q im Zustande u 
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überhaupt auftritt. Die Fourier- Analyse lehrt dabei, daß 
konjugiert ist zu der Eigonfunktion Sjj{q). 

Die Verhältnisse liegen hier ähnlich wie bei den Betrachtungen der 
elementaren VAhrscheinlichkeits-Eechnung. Es seien A und B zwei Größen, 
welche der Werte a, , fähig sind. Die W. (,, Wahrscheinlichkeit“), daß A 
den Wert a anriimnit, wenn der Wert b von B vorliegt, sei (a); ebenso 
sei (h) die W., daß B den Wert h annimmt, wenn der Wert a von A 
gegeben ist. Ferner seien w {a) und ir (h) die TF., den \WTt a von A bzw. h 
von B überhaupt vorzufinden. Dann gilt bekanntlich 

( II' {") = 2 w'i-, («) »’ (''.)> 

{()) ' 

— 2 (^) (^ö)- 

Diese Gleichungen haben diesclln' Jlauart wie di(‘ Gin. (1) (abgesehen 
von der l)elangl(is(‘n Vertau.-cliung \nn Suinine und Integral). Es besteht 
eher zwisch(‘n b(‘id(‘ii der leigende cliarakteristi^cla' rnterschied: In der 
(“lenieiitareii Walirsclieinlichkeit.^-Eechnung werden die n^idlen })ositiven W. 
addiert, in dvr Widlenniechanik die keinjilexeii W. A. Die letzteren kennen 
untereinandiT interferieren (>ich gegenteilig aufheben), die ersteren 
nicht. Gehen wir in der \\’« llenniechanik \on den V . A. zu den zuge- 
hörigen W. über, Jiidein wir \ statt v (q) usw. bilden, so gelten für 

diese \\\ keine einfachen (iltdchungi'H vom Typus (0). 

«letzt erwi'itern wir uiisit WaTahri'H auf einen beliebigen Operator 
L (q^p) und schreiben seine Eigenwert -Gleichung im Anschluß an (1): 



Die Losung s(‘i *9^ (q ) : sk' ist nicht mehr, wie beim Imjiuls, eine bloße 
Funktion des Produktes A • q. Indem wir das System dieser Eigen- 
fimktionen S als vollständig voraussetzen, jiostuhereii wir die Entwickel- 
karkeit der Zustarids-Funktion u {q), auf welche L angewandt werden soll, 
nach den S. Wir sclindbeii die Entwicklung in Integralform nach dom 
Wirbilde der ersten Gl. (4) 

(«) ii{q) = lsAq)v{A)äA 

und bemerken, daß im allgeint'inen, wenn auch diskrete Eigenwerte A 
vorhanden sind, zu dem Integral eine Summe hinzutritt; 1^0) kann be- 
zeichnet werden als Entwicklungskoeffizient von u nach den S. Er be- 
rechnet sich, wenn die S orthogonal und auf 1 normiert sind, in 
I'ourierscher Weise 

<■') t) (0) = j S*t (q) u iq) d q. 
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Indem wir analog zu Gl. (5) definieren: 

S,(/l) - s*, iq), 

wollen wir hierfür schreiben: 

(ya) V [A) = j (A) u (g) il q. 

V (A) bedeutet auch jetzt die \V. A., den Eigenwert J des Operators L im 
Zustande u vorzufinden, während S^^{q) die W. A. ist, bei gegebenem M 
die Koordinate q anzutrefl’en. Der einzige Unterschied gegen den Spezial- 
fall des Impulses besteht dann, da/^ die Eigenfunktion S nicht exjihzite 
als harmonische Emiktion bekannt ist, daß also an die Stelle der Fourier- 
Entwicklung je nach der Natur von L allgemeine Entwicklungen nach 
Eigenf unk ti ( men trid.eii . 

Mit der Bedeutung von {A) als AV. A. des Operators L hängt die 
früher behamh'ltt' Frage nach dem Mittelwert L von L zusammen. Wenn 

V [A) die W. A. ist, so wird 

(10) e |r(/1)|2 

die W. dafür, daß der EigenwiTt von L zwischen J und J }- clA hegt. Der 
Mittelwert von L muß sich dann in diT.I -Skala mit der Belegungsdichte q 
darstellen lassen, nämlich durch die ForiiK'l 

(11) L = {o-AdA j r(.l).lC(.l)(?J. 

Wir wollen zeigen, daß dies iihercänstimmt mit unserer allgemeinen B-egel 
für die Bildung wellenmechanischer Mittelwerte m Gl. (2. 1 1), die wir unter 
Beschränkung auf eine Dimension q schreiben können 

(12) S = J (l) ('/• 7 “ ('i) ^ <l 

Zu dem Ende setzen wir m (12) für n die Darstellung (8) und für L den 
Eigenwert M aus (7) ein. Dann (mtstelit aus (12): 

(18) L = \dqu*(q)^dA.A S , (g) v (A) =jdA v (.1) -Ajdq u* (q) {q). 

Das letzte Integral dieser Gleichung ist nach (9) gleich v* (A ) ; unsere jetzige 
Darstellung von L ist also in der Tat identisch mit (11). 

Wir erläutern dies durch ein Beispiel. Der Operator L, den wir be- 
trachten wollen, sei das Impulsmoment 

(14) L = an,. 

Wir wenden ilm an auf den Zustand u einer Partikel iin zentral-symmetri- 
schen Felde, der durch gegebent' Eigenwerte von 2)1^ charak- 

terisiert ist 

( 15 ) u=...NPT(cos&)e'”'’‘-, 
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die . . . deuten an, daß wir uns für die radiale Abhängigkeit des Zustandes 
nicht interessieren, der Faktor N nornnert die Winkel-Abhängigkeit auf 1. 
Wir kennen auch, vgl. (3. SO) bis (S. 38), den Zusammenhang zwischen den 
Operatoren 301^ einerseits und den Quantenzahlen / andererseits 
(bei dem hier vorausgesetzt ('ii Ein-Fk'ktronen-Problem schreiben wir 
VI, J statt der frulu'ren M, L in §3): 

(10) 3ÖI, = Iniiu, mhi r:= hn (J + 1) n. 

Im Gegensatz zu 301^ unser Ojierator 301^. im Zustande (15) nicht 
quantenhaft festgelegt, sondern im allgeiiudnen verschiedener Werte fäbig. 
Wir fragen nach der Walirscbeinlicbkeit , mit der diese vi'rscbu'deneii Werte 
bei ('iner Mt*ssung aiiftreten wiTcbai. 

Fs ist bequem, neben den l’olarkoordmati'ii /b (^i, die sich auf die 
r-Acbs(‘ als l’olarachse iH'zieheii, INFarkoordinaten 0,0 emzufiihreii. die 
die j’-Aclise zur Ikilaracbse haben. Dta* Zusamnu'nhang InFh'r ist 


(17) 


- — c'os 0 — sm cos w, 
r 

y 

= sin O cos 0 — sin ^ sm w, 
r 

z 

— sin B sin 0 = co> 
r 


Der Operator 5)7^ st(‘llt sich dann in 0 elxuiso bequem dar. wie 31)1^, in cp. 
8() wi(' wir nach (3. 30) battiai 

(IH) aJi,S '' f-‘-A hmS, S = s,e>«'f 

I d (fl " 

(S = Eigiuifunktion d(‘s Operators 30F für die Koordinab' (fi beim Eigen- 
wert //?//), können wir für 301j .schreilxai: 

(!'•') aj?,s = = VS, 

(S -- Eigenfunktion des Oiierators 3öij. für die Koordinate 0 beim Eigen- 
A\(wt ////). // muß ebenso wie vi ganzzahlig sein, damit S eindeutig in 0 
wird. In (D)) ist noch zu bestimmen. Da wir v nach den Eigenfunk- 
tionen S in 01. (19) entwickeln wollen, brauchen wir ein vollständiges 
System solcher Eigenfunktionen, vgl. die Bemerkungen vor Gl. (8). Wir 
konstruieren es in bequemer Weise so, daß wir neben 30Iar Operator 30^^ 
Ul den Koordinaten 0, 0 betrachten und den Eigenwertvon 301^ durch 
'licselbe Quantenzahl / geben, wde in (10). Dadurch erhalten wir wie in (15): 

i*) S ^ ...N-Pi {cos0)e‘'‘"’ 
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und durch Vergleich mit (19) 

(21) = N P“ (cos ß). 

Der Normierungsfaktor N ist aus der Bedingung 


(22) = ]V’“J[P;‘(cos6>)p<?ß = 1, dß = mn0ded0 


ZU bestimmen. Derselbe Normiorungsfaktor, mit vi statt // geschrieben, 
gilt dann auch für (lö). 

Jetzt greifen wir auf die Gin. (K), (9) zuruck. Dabei ist in (8) die Inte- 
gration nach /I durch eine Summation nach // zu ersetzen, da ja // nur 
diskreti', ganze W(‘rte annehnien darf. Die fragliclien Gleichungen lauten 
jetzt: 

(23) JV^ Pf (cos e Pf ^ {f^)> 

(24) r (//) = |]V„ P,“ (cos 0) e - ' '' • N.„ PJ" (oos ^) c' ” "■ d w. 

Hier kann d w = sin ß äß dcp mit dü ^ sin ß dB d<P vertauscht werden. 
Wir betrachten die (üiifachsten Fälle. 

a) ? = 0, daher in = 0, // — 0, .s-Terni. Aus (22) folgt = N„ 
— 1/V4;r. Gl. (28) geht ebenso wie GL (24) über in r (0) — 1. Dies 
bedeutet, daß bei einer Messung mit Sicherheit den Wert 0 liefert, was 
bei einem 5 -Term selbstverständlich ist. D(‘r Fall ist aber insofern be- 
merkenswert, als die Operatoren 591 und 501^ niebt vertauschbar, also im 
allgemeinen nicht beide scharf bestimmbar sein sollten. V ir sehen, daß 
dies in besonderen Fallen trotzdem \orkommen kann. 

b) l ~ j, m = 0. Da P" stetig stun muß, ist // auf die W'erte ±1,0 
beschränkt. (22) liefert 






I 


8 

B n 


Aus (24) folgt 



j* cos (9 iio^ß dw 


und, wenn man cosÖ aus der ersten Gl. (17) eins(>tzt: 


V ^0) = 0. 

Ferner ergibt (24) 

3 r 

^'(±1) = - I sin (9 cos den. 

47r\2 J 

Hier kann man 8in61e+''^’ nach den beiden letzten Gin. (17) durch ß, (p 
ausdrücken. Man erhält: 


v(±\) ^ 


± 8i 
471 V2 


i 


cos^ ßdo) 


V2’ 
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Im ganzen hat man 

|«(i)|“+l«(0)|M-lt'(-i)p= i + o + i = 1 . 

Bei einer Messung von 9}?^. stellen sich die Werte // = 1 und // = — 1 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein; der Wert // = 0 kommt nicht vor. 

Dasselbe Eesultat hätten wir einfacher aus Gl. (28) gewiimen können. 
Die linke Seite derselben lautet im vorliegenden Falle b mit Bücksicht auf 
die letzte Gl. (17) 


y 


3 

4 n 


Qo^'d = 


I B 
' 4 n 


sm 9 -. (c' 


Die rechte Seite d(rso]ben Gleichung schreiben wir: 

1 (®' e I' 4^^ ^ ^ (0). 

Durch ^\^rgleich beider folgt wieder 


(+ 1) = - 7 ] _ r (~ 1), v(0) = 0. 

c) l — 1, m = 4: F Kurze halber benutzen wir (28). Die linke 
Seite lautet mit Bucksicht auf die beiden ersten Gin. (17): 

|/ g sin (9 c* ' = I (cDs 6> ± _* sin & (e ' + e“ ' ■'•)). 

Die rechte St'ite schreibt sich 

I / sin 9 (c^ V (1) + e- ‘ ''' r ( — 1)) + l cos 9 v (0). 

F o Ji f 4 :rr 

Daraus 

i’(0) = ! . ’•(!) = = i e 

ln der Hälfte der ^Messungen liaben wir also 95?^ ~ 0 zu gewärtigen, je 
111 ein Viertel derselben =4-1. 

In der lolgenden Tabelle stellen wir die bisherigen Besultate für die 
Falle a, b, c zusammen und erweitern sie auf / = 2 [//-Werte, für die 
9' (//) — 0 ist, sind lortgelassen]: 


l 

i ^ 

ü 


1 



2 1 

" 1! 







2 

2 




0 

+ F-1 

1 

0 

1- 1 

2 

0 -2'! 

" 

2 ' 

1 


-2. 

' 2 

1 

0 

-1 

-2 

l- (^)12 

1 i 

i 1 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

1 i 3 j 

1 i 

1 

1 

i! 

il 

1 

3 

1 

1 

2 

2 

T 

2 

4 

8 

4 ‘8 i 

t! 

4 

' 4 

4 

|i6 

4 

8 i 

1 

16 
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Die W'ellenmeclianik bevorzugte in ihrer urBprünglicheii P'assung 
unter den \ erychiednien Beschreibungs-Möglichkeiten eines Zustandes 
diejenige durch die Koordinate q und hestinirnte deingemäiS -- durch 
Differentialgleichung und Baiidhedingungen — die Wahrscheinlichkeit 
für den Ort des Teilchens. Die Transloriiiations-Theorie s-ucht diese 
Einseitigkeit aufzuheben, indem sie nach der Wahrscheinlichkeit 
irgendeiner mecbanisch(‘n Große (irgc'iidi'ines Operators) fragt. 
Unsere lüsherige Darstellung wird diesem allgemeinen Programm noch nicht 
völlig gerecht, da bei ihr die Orts-Aldiängigkeit imiiKT noch eine bevorzugte 
Rolle spielt: W’emi wir ? (.d) in (9) berechneten, so legtiui wir die Zustands- 
funktion 'i( (q) zugrunde und Inmutzteii die Eigenfunktion {q) in Ab- 
hängigkeit von q. 

Demgegenüber wollen wir jetzt die gegenseitige Zuordnung zweier 
Operatoren (z. B. im letzten Beispiel der Momente JR, und 9Pda;) darstellen, 
ohne Zuruckgreifen auf die Koordinate q (im Bidspiel />, (p). Wir nennen 
die beiden Oparatoreii L und M, ilire Eigenwerte M und M. Um an das 
Vorhergehende anknupfeii zu können, berechnen wir zimüclist die Eigen- 
funktionen m der ij- Skala 

S',1 (q) uTjd ,S'm iq) 

und schreiben die Gin. (H) und (9) für lieide Operatoriai hin: 

1 n (q) = j S,, (q) V (A) (lA, r (.1) = f S (A) u (q) d q, 

\ “ (?) = j Sm (?) «’ (M) dM, !<’ (M) = j S, (M) u (?) d q. 

\Wr kombiiiierc'n die letzte dieser Gleichungiai mit der ersten: 

(26) w (M) = j j S, (M) .S',, (q) dqv (^1) dA 

und brauchen jetzt nur für das Iiiti^gral nach q eine neue B(‘zeichnung 
einzufuhren, um die \’ariable q auch formal zu (diminieren. Wir setzen 
unter sinngemäßer Erweiterung unserer früheren Bezeichnungsweise 

(27) SAM) = j SAM)SAq)dq- 

Gl. (26) geht dami ubt'r in 

( 28 ) w(M) = jS,, (M)-r(yl)d/l. 

Dies ist der allgemeinste Ausdruck der Transformations- 
Theorie. Wir haben jetzt das wahrscheinliche Auftreten von M mit dem 
von A direkt in Beziehung gesetzt, ohne explizite auf die Koordinate q 
zurtickzugreifen. 



4. Kapitel 

Die Diracsche Theorie des Elektrons 


§1 

Die relativistische Schrödinger-Gleichung 

Von jeder mathernatisclj-pliyHikalisclK'n Disziplin müssen wir heut- 
zutage ^erlang(‘n, daß si(‘ dem Relatjvjläts-Prinzij) genug!. In unserem 
E\lle dürfen wir darunter die Forderung der Invarianz gegenüber Lorentz- 
Traiisforinationeii verstehen, da die Gravitalions-Kräfte im atomaren 
Geschehen keine Eolle spielen, und zwar werd(*n wir uns })ei der relativisti- 
schen E]rw(dt('rung der \\ ellenmechanik auf das lMn-Edektronen-Pri)blem 
beschränkt'n, weil di(' ndativistische Formulierung des Mehr-Elektronen- 
Probleins noch ungelosb' Schwierigkeiten bietcd. 

Wir gehen wie in Ka]). T, § ß \or, mit dem Unterschiede, daß wir die 
relativistischen Ausdrucke an Stelk' diT klassiscli-mechanischen lienutzen. 


A. Die Kraft e hallen ein ^ oii d(‘r Zei t unabhängiges Pot ential. 
Die Energiegleichung schreiln'ii vir: 

(1) H — vir- -f- 1^ — JT. 


Hut enthält nic^ außer dt‘r kiiudischeii auch die Puhenergie des Teilchens 
(1 a) Eo ~ fiiQr", 

E ist die Totalenergie im Sinne der Anm. ] von S. 1 : 

(1b) E = 

\\ ir normieren V wie üblich so, daß im Unendlichen F = 0 wird. 

Durch Quadrieren von (1) entsteht 


( 2 ) 

Es ist aber 


1 - 


= (E~F)2. 


dl) 




Sommerfeld, Atombau. II. 


14 
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wo 

(8a) p = ni V = , — - — c ß 

den relativistischen Impuls des Teilchens bedeutet. Gl. (2) geht also wegen (3) 
über in den wohlbekannten Ausdruck des relativistischen Energiesatzes: 


(4) cY - {E-Vf-El 

Um zur Wellenmechanik zu gelangen, haben wir p nach Gl. (G. 2) in 
Kap. I zu ersetzen durch 

. Ä d 

(5) q = x,y,z 


und den so modifizierten Ausdruck (4) als Operator auf eine Wllenfunk- 
tion y) arjzuwenden. Es ergibt sich 

(6) y) 4- {(K - ly - K,;J y) = 0. 


B. Es treten ziotlich konstant!' Kräfte magnetischen 
Ursprungs hinzu, die kein Potential haben: der Energiesatz 
!| gilt unverändert. 

Hier haben wir zu unterscheiden zwisclaai dem Impuls im elemen- 
taren Sinne mr und dem der Koordinate q kanonisch zugeord- 
neten Impuls jj. Ersterer ist nach Gl. (3) und (13) in Zusatz 3 durch letzteren 
folgendermaßen ausgedruckt : 

-► ♦ c 

( 7 ) VI V = p 21 . 

r 

Da in der \orstehenden Gl. (3a) p die' Bedeutung des elementaren Imjiulses 

mv hatte, haben wir in Gl. (4) p zu ersetzen durch p — 21. Wir erhalten so: 

c 

( 8 ) -El. 

Das wellenmechanische Symbol (o) tritt an die Stelle dieses kanonischen 
Impulses p. Aus (8) folgt daluT als Wellengleichung 

" *■)’ » + f?! v = 0. 

wofür wir auch in gewöhnlicher Vektor-Bezeichnung schreiben könneiU): 
(9a) h^c^Ay) — 2 ic ^/c (21 grad y)) -j- {{E — V)^ — K,, — 6^21^} y) — 0. 


0 Bei der Ausführung von (9) wurde zunacht noch ein Ulied mit dem 
Faktor div 21* y) auftreten. DiesB.s verschwindet aiier wie S. 42 unten. 
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C. Die Kräfte haben kein Potential und sind im allge- 
meinen zeitlich veränderlich. Der Energiesatz gilt nicht 
innerhalb des Systems. 

Wie in Kap. I, § 6, Gl. (7) und (8) auseinandergesetzi, gehen wir aus 
von der Operator- Gleichung 


H + i^=0. 


Indem wir aus (1) fur H d(‘n Ausdruck /ac^+ T' einsidztm, erhalten wir 



oder quadriert: 

(10) = + 


Die Bedeuhing von entnehmen wir aus (2) und (8), wol)('i aber 


wieder der in (8) a orkomnuaHle eleuaadare Impuls j) nach (7) durch p — 21 


und p durch (a) zu erseizi'U isi. So entsteht aus (10) 

d \2 . /// d 

^qk 


( 11 ) 






0 . 


Die vierdiiiK'iJsioiiale Symm<‘tri(‘ dK‘S(‘S Ojauators tritt zutage, wenn wir 
den ^’lerer\ekt()r dcu Koordinaten j,. und den Vienuvektor des Poten- 
tials (‘infubren (a — 1,2,8. 1). Dalaa sei wie üblich: 

(11a) x^ = ict, — — aPo 1' = — ic0^, 


ferner 

ne>) ,, 0,,..,, ; = 9l|,s, 

Dil- linke Seite vnii (11) niininl dann die Kvinnudriseiie lAirm an (wir 
W'ilien sie mit L liezeielinen) : 


( 12 ) 


a 



— Fß. 


|)i(‘S(T Operator ist auf eiiu' jidzt zeitabhängige Wellenfunktion u anzu- 
wenden und liefert die relativistische Schrödinger-Gleichung 

m, i.= |/,.,.s(/^_-"*.)'-^]. = ,. 

flire Invarianz gegenüber Lorentz-Transformationen ist unmittelbar er- 
sichtlich. Die spezielleren Formen (0) und (9) ergeben sich aus (13), wenn 
man setzt 

U = 
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Indem man (13) entwickelt und durch dividiert, erhält man: 
(18a) Dl. - ^ {0 Gradii) - ^ 0; 

hier bedeutet wie üblich 


(13b) 


d xl 


7‘dt^’ 

du 


02 


(0 Gradiv) — 2^« ^ es ist 

o 


Div0 = 2 


d x^ . 


0a = 0 . 


Die relativistische Verallgemeinerung (18) der Vellengleichung wurde 
von Schrödinger am Ende seiner vierten Mitteilung angegeben und fast 
gleichzeitig von verschiedenen anderen Autoren gefunden. M ir nennen 


0. Klein, Zeitschr. f. Phys. 37, 895, (1920); 

V.Fock, ebenda 88, 212 (1920): 39, 220 (1920); 

J. Kudar, Ami, d. Pliys. 81, 082 (1926); 

V. Gordon, Zeitschr. f. Phys. 40, 117 (1926); 

Th. de Donder und H. van den Dungen, C. E., Juli 1926. 

Mit der Aufst('lhing der Wellengloichung ist aber nur der erste Schritt 
in die relativistische Wellenmechanik getan. Der zweite Schritt besteht in 
der Berechnung von Strom und Ladung, welche ihrerseits die Kenntnis 
der adjungierten Wellengleichung voraussetzt. 

Wir behaupten: Man erhält den zu L adjungierten Operator M, wenn 
man in L, Gl. (12), das Vorzeichen von i unikehrt, also setzt ^): 


(14) 


a^dXa nc 


‘^(1 • 


Zum Beweise haben wir die Gl. (1) aus Kap. I, §7, heranzuziohen : 
(15) ®L(«) - «M(r) = DivS = 

a d Xa 

die als Definition von M (i') anzusehen ist, und haben zu zeigen, daß sie 
bei der W ahl (14) von M erfüllt ist. Dabei ist es bequem, L (u) in der 
Form (18 a) zugrunde zu legen und dementsprechend M (v) umzusetzen in 
die Form: 

(15a) M (V) = av + {0 Grad .) - 

h c 7r er 


0 Da und 04 selbst imaginär sind, würde in dem vierten Summen- 
term zunächst ein negatives Vorzeichen auftreien, das aber beim Quadrieren 
fortfällt. 
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Nehmen wir nun entsprechende Terme aus □ u und □ v zusammen, so 
haben wir offenbar 


(16) 


d^u d^v d / du dv \ 

d^, ~ Vdlc~~''dxJ'^ 


andrerseits, wenn wir entsprechende Terme aus dem zweiten Gliede von 
(13 a) und (ir)a) zusammeiinehmen [das dritte Glied liefert ersichtlich keinen 
Beiffag zu (15)]; 


(16a) 


2 ic 

h c 


0 



+ u 


dv\ 
d xj 


2 ie j d 
tic \d 


{0a uv) 



Hier kann der Terrn mit d 0a|dx^^ forlgibissen wi'rdi^ii, weil er in der Summe 
über a nach (13b) doch verschwindet. 

Im Ganzen erhalten wir hiernach aus (16) und (16a) 


(17) 


vL (u) — u M (v) = 2 


d / du 

V 

d Xa \ d Xa 


d V 

dXa 


2ie . 

^ 0 a U V 

h c 


Gl. (15) ist also viTifizicrt. Gleichzeitig ergibt sich als Bedeutung^) des dort 
eingefuhrten Vierervektors >9: 


(18) 




du dv 
'dXa~~''dXa 


2ic 

hv 


0a U V. 


Genügen insbesonden* u und v d(‘n Gin, L (?/) = 0 und M (r) = 0, so 
gilt die Kontinuit ät s- G h'ichung 


(19) 



0. 


Diese gibt uns das Recht, die drei (Tsten Komponenten von S als Strom, 
die letzte als Dichte aufzufassen. Wir setzen nämli(di in Übereinstimmung 
mit GL (6 a) von S. 49: 

2 im *’ 

(20) . ^ ^ h 

(i,ic q) ist so gut wie 8 ein Vierervektor. Aus der Divergenz-Bedingung (19) 

folgt für (;, ic q) die Kontinuitätsgleichung in der von der Hydrodynamik 
1j(t bekannten Form 

(21) divj+^J^=0. 


') Zu (18) könnte natürlich noch ein Divergenz-freier Vektor, (vom Charakter 
(sner vierdimensionalen Rotation) hingefügt worden. Wir können davon aber 
mi Folgenden absehen. 
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Um den in (20) eingeführten Proportionalitäts-Faktor zu verifizieren, 
berechnen wir ^^4 aus (18) unter Berücksichtigung von (11a): 

du dv\ , 


1 / du dv\ 

®*= iöVdt-^di) + 


UV. 

nc 


( 22 ) 

^ Sind u und v stationäre Zustände mit der gleichen Energie E, • 


u — ipc 




so geljt ( 22 ) über in 

(22 a) - 8 , = "" 

Hier mache man den Grenzubergang 


c 00, 


also Ef. 


tp* e ”, 


■ hü E, 


E -V 


- y) 


00, 




1 


zur nicbt-relativistisclien W'ellerimechanik, in der die Dichte-Definition 
lautet Q = y^ Man erhält dann aus (22 a) 

2 m, 




CQ. 


Dies stimmt ersichllich mit der in (20) enthaltenen Festlegung des Faktors 
von Q überein. Der Vergleich von (22a) und (20) liefert nun unmitl eibar: 


(23) 


E-V 

E, 


y) yr 


Dieses Ergebnis ist ab(‘r unvereinbar mit der statistischen Grund- 
lage der AV eilen mechanik. Man denke an den Fall eines Coulombscben 
A b s 1 0 ß ii n g s - Potimt ials 


y — —n beliebig aber positi\. 
r 

In d(T Nähe von r = 0 wird dann sicher H — T" < 0 und daher auch 
die Dichte q negativ, was der statistischen Deutung der Dichte als Aufent- 
halts-AVahrscheinliclikeit eines materiellen Teilchens widerspricht. 

Wir kommen also zu dem Schluß, daß die hier wiedergegebene nächst - 
liegende relativistische Verallgemeinerung der Wellengleichung zwar 
mathematisch möglich, aber physikalisch unzulässig ist. Allerdings ist 
dieses zuerst von Dirac vertretene und dann allgemein angenommene 
Argument neuerdings von Pauli und AVeisskopf^) in gewissem Sinne 
entkräftet worden. Diese Autoren interpret^en GL (28) (nach Multi- 
plikation mit e) als Ladungsdichte, nicht als Teilchendichte. Für 


^) W. Pauli und AL AVeisskopf, Helvet. Pliys. Acta 7, 709, 1935. 
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die Ladungsdichte ist aber das Vorkommen dos ^-Vorzeichens kein Ein- 
wand, da die relativistische Schrödinger-Gleichung (ebenso wie die Dirac- 
Gleichung) das riiänomen der ,, Paar-Erzeugung“ (vgl. dieses Kap., § 10) 
enthält. Dagegen ist die Teilchendichte nach Pauli und Weisskopf, 
eben wegen der Paar-Erzeugung, überhaupt kein sinnvoller Begriff. Aber 
auch abgesehen davon, ist die relativistische Schrödinger-Gleichung physi- 
kalisch unzureichend. 

Um dies zu erhärten, behandeln wir das Kepler-Problem. Da bei 
diesem die Voraussetzungen unter A zutreffen, gilt die einfache Gl. (6) mit 
= —Ze^jr. Wir schreiben sie in der Form 

( 24 ) Ay> + (^A + 2~ + ^-^'jy, = 0 

mit den Abkurzungen 




c/ = 


ZJe^ 


Sie hat fast dieselbe Form wie die nicht-relalivistische Gleichung des Kepler- 
Problems in Kap. II und wird daher wie diese iiitegrierl durch den Ansatz 

V = KPr(cos^^)c'”‘'' 
der fur E die Dillerentialgleichung licdert: 

{(EU 2 dB /' 

foa\ 1/2 “l 7 i — 7jE — 0, 

(26) I d r (Ir \ r r* / 

1 (/ + !), 

wo a die Feinstruktur-Konstante. 

Wir wolh'ii uns nicht damit aulhaltcm, dii' Eigenfunktionen B ausführlich 
zu entwickeln, somhTii gehen direkt auf die Eigenwerte aus nach dem 
iKHpiemen Sclauna von Zusatz 2. Dazu brauchen wir zunächst die zwei- 
gliedrige Differentialgleichung, die aus (26) entsteht, wenn wir setzen: 

B = c~ • r, p = 2 ] — .4 r, 

\gl. die ganz entspreclu'nde R(‘chnung auf S. 78, Gl. (4a) bis (7). Wir 
(rhalten (die Striche bedeuten Diffenuitiation nach o): 


v" -f p(2 -f q)v' -f 


p -f- G u = 0. 


1 kr Vergleich m*it (9) in Zusatz 2 ergibt als Werte der doft vorkommenden 
Koeffizienten: 


(2H) 


(A, = 1 , 0, ~ 1 , 

1.4. = C, ß. = ih. - 1. 

0 
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Die charakteristische Gleichung für den Exponenten im Nullpunkt (wir 
wollen ihn y nennen, um a für die Feinstruktur-Konstante frei zu behalten) 
lautet nach Gl. (10) in Zusatz 2: 

7 (y-l)-f 27 = Z(?+l)_a2Z2. 

Ihre Auflösung ergibt 

Schließlich hefert Gl. (12) in Zusatz 2 als Bedingung für das Abbrechen der 
Potenz-Entwicklung (n^ statt des dortigen n geschrieben) mit Eucksicht 
auf (28): 


y + = 


also wegen (29): 


Nach (25) ist aber 
(81) 

Setzt man vorubergeliend 
(82) 

so hat mail nach (81) 

® 

( 82 a) - 


«r + 1 (( + lY - + i. 




ßi < p - ^+ ßi ■ 


Erhebt man die letzte Gleichung in die (— |)te Potenz und setzt den Wert 
von ß ein, so folgt 

E W I j-'h 

(88) _ = 1 + — , = V(i + |7r^ + ff I 

erkennt die allgemeine Bauart der Feinstruktur-Pormel wieder, wie 
sie in Bd. I, S. 278, Gl. (26), abgeleitet war. Aber es bestehen merkliche 
Unterschiede: Statt des früheren nj = (Z + 1)^ steht jetzt (l + J)^ unter 
dem Wurzelzeichen; und gewissermaßen als Kompensation dafür ist J 
außerhalb des Wurzelzeichens hinzugetreten. Diese Kompensation bewirkt, 
daß die unrelativistischen palmerterme richtig herauskommen; es wird 
ja nach (33) in erster Näherung bei Entwicklung nach 

W ~ -1 
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mit 


n — I 1, 


1 

2 ~~ li 


2 7z^ 

T« 


Aber die Feinstruktur wird durch (83) falsch dargestcllt. Denn wir 
haben in zweiter Näherung 


(84) 


W = 


BhZ^ 


1 + 


/ n 3 \] 

\l-\- I 4/( ' 

statt der richtigen Formel flid. I, S. 282, GL (6a), mit etwas abgeänderter, 
der jetzigen angepabten B(‘zeichnung] : 


(84a) 


W = 


RhZ^ / 




1 + 


W + l 



Die Feinslruktur-Aufspnltung, die kjcIi als Differenz .1 W zweier um 1 ver- 
scbiedeiuT /-Werte la'nH'briet, wird nun nach (81) beträchtlich großer als 
nacli (3-1 a). Z. D. für = 2, / = 0 und 1 nach (31) 


dagegen nach (81a) 



= 2(^2 ■ 



8 




Das Wasserstoff-Dublett erscheint also nach der neuen Formel um 8/3 
gegenüber der alten, durch di(‘ Krfalirung bestätigkai Formel vergrößert. 
Entsprechend(‘s zi'igt sich bei den höheren Termen v ~ 8, 4, . . . Somit ist 
die Unzulässigkeit der neiiiui Fcaiistruktur-Formel und zugleich der relati- 
Mstisclaui Schrödinger-Gleichung überhaupt dargetan. 

Der (‘igi'iithche Grund für dieses Wrsageii hegt darin, daß die relati- 
vistische Schrödinger-Gleichung dem Spin des Elektrons nicht Eeclmung 
trägt. Sie ist daher nur auf spinfreie Partikeln anwendbar (a-Teilchen, 
Teilchen mit Dose-Statistik, vgl. die S. 21 1 genannte Arbeit von Pauli 
und Weisskopf). Dagegen erfordert die Theorie des LUektrons ganz 
neuartige mathematisch-physikalische Hilfsmittel. 


§2 

Übergang zur Dirac-Gleichung. 

Das magnetische und mechanische Moment des Elektrons 

Der geniale Gedanke’) Diracs bestand darin, die relativistische 
Schrödinger-Gleichung zu „linearisieren“. Das Vorbild dazu liefern die 

G Die ersten Arbeiten Diracs zur Theorie des Elektrons sind in Proc. 
Hoy. Soc., Februar und Marz 1928 erschienen. 
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gewöhnlichen komplexen Zayen, Man spaltet die quadratische Größe -f 
unter Einführung der imaginären Einheit i in zwei lineare Faktoren auf: 

= (d -f- ih) (a — ih). 


Dasselbe wollen wir mit der relativistischen Schrödinger-Gleichung (1.18) 
tun, und zwar zunächst im kraf tefreien Falle — 0, unter Einführung 
von ,, hyperkomplexen Einheiten“ y, indem wir statt (1.18) schreiben: 


( 1 ) 




E, 


//eil ^ ^ ^ -'T h r. I 


' dx., ' // c I 


Diese Gleichung ist mit (1.18) im kräftefreien Falle identisch, wenn wir 
die y den folgenden Delationen unterwerfen : 


( 2 ) 


\yl = 1 1 

y,( y.. = 


a./? — 1, 2. 8, E + a: 


oder zusammengefaßt. 

(2 a) y„y;( +yi<y„ = 2 5„,,. 

Nach der zweiten Gl. (2) verhalten sich dii' y aiitikomm utat iv 


(2 b) = -y^iyrr 

Durch die Eechenregeln (2) sind die y für alle unsere Zwecki' hinreichend 
definiert. Eine' spezielle Darstellung (durch vierreihige Matrizen) werden 
wir nicht nötig haben und brauchen darauf nur anhangweise (in Zusatz 18) 
einzugehen. 

Jetzt können wir (1) ersetzen durch die hiuairisierte Gkachung: 

(8) {^’y.r f « = 0; 

' ^ d X,, /icl 


ihre Erfüllung hat ersichtlich di(‘ Erfüllung von (1) zur Folge. Die andere 
linearisierte Gleichung 


(8a) 




0. 


die inan aus (1) eiit iadimen köniiti*, ist mit (8) gleichwertig, weil ja die y 
nach (2) nur l)is auf das Vorzeichen definiert sind und weil gleichzeitiger 
Vorzeichenwechsel bei allen y (3a) in (8) üherfulirt. 

Gl. (3) ist die kraftefreie Dirac-Gleichung des Elektrons. Wir 
kommen zur allgimieinen Dirac-Gleichung beim Vorhandensein eines 
äußeren elektromagnetischen Feldes 0^, wenn wir im Anschluß an die voll- 
ständige Gleichung (1,13) verlangen: 


( 4 ) 


E„ 
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Diese Gleichung ist aber nicht mehr mit (1.18) identisch, d. h. die Lösungen 
von (4) sind keine Lösungen der relativistischen Schrödinger-Gleichung. 
Vielmehr wird die letztere durch (4) in einschneidender Weise korri- 
giert. 

Um dies einzusehen, fuhren wir eine für das Folgende bequeme Ab- 
kürzung ein 

(S) ■ 


dx^ h c 


schreiben also statt (1) 

(ß) ■|2rA + ~;[« = o. 

Wir multiplizieren (0) von links mit 






d. h. wir Inlden 




oder, was dasselbe ist, 
(6 a) 




Et\ 

h^C^\ 


Um die Dojipel-Suinnie nach a und ß auszumultiphzieren, betrachten wir 
einerseits zwei Glh'dcT vom gleichen Summations-lndex ß = oi 

(■) y.. -e„ • y,. O ., . 

andc'rerseits fassen wir du' Glieder von ungleichen Summations-Indizes 
/] 4- a zusammen: 

U a) Y,i • y,. ß« + Y<: • y,( • 

Die y sind als konstante Großen mit den ü \ ertauschbar; statt (7) können 
wir daher auch schreiben: 

(b) =--- ül [wegen (2)]. 

Aus demselben Grund können wir statt (7a) schreiben: 

y(< y« + y„ ß, = y„ y,, (ß„ ß,, - ß, ß„) . 

Nun ist iiucli (;>) 


ß„ß^it = 


dXn hc z^dXfi hc V 
d^u ie di0^u) ie 


du 


dXadx^ hc dXa hc dxß h^c 


0,0)1 u. 
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Bilden wir in gleicher u, so heben sich in der Differenz je das 

erste und letzte Glied fort; aber die mittleren Glieder zerstören sich nur 
teilweise. Es bleibt nämlich 


( 9 ) 


— ÜßQ,,)u 


ie /d0!i 

ttc^d d x^) 


Die Klammer rechter Hand ist die ,, vierdimensionale Kotation“ des Vierer- 
vektors 0. Diese hangt nach den bekannten Eegeln der Elektrodynamik 
mit den Eeldgroßen (J und § folgendermaßen zusammen: 


(9a) 

(9 b) 


d0fi 

für a,/? = 1,2.3: 
für ß = 4, a “ 1. 2, 3: 


d0, 

dXß 






d0, __ d0a 

d Xa d x^ 




(Daß wir hier die Größen § und rot mit zwei Indizes schreiben, ist durchaus 
sachgemäß, weil sie, im Gegensatz zu (£, keine polaren, sondern axiale, 
keine Strecken- sondern Plächengroßen sind.) 

Passen wir alle Glieder zusammen, so entsteht aus (Oa): 


( 10 ) 




le 

h 




Die linke Seite ist nichts anderes als die (mit //^c^ dividierte) linke Seite 
der relativistischen Schrödinger-Gleichung (1. 18). Die rechte Seite besteht 
aus zweimal drei Gliedern magnetischen bzw. elektnscla'n Ursprungs. 

Um diese Glieder ist also nach Dirac unsere frühere 
relativistische Wellengleichung (1.18) zu korrigieren. Sie treten, 
da sie mit u behaftet sind, in gewissem Sinne zur potentiellen Energie V 
hinzu. Wir erinnern z. B. an die zeitabhängige nicht -relativistische Form 
der Wellengleichung 


Au -i- 


2im du 

h dl. 



[Kap. I, § 6, Gl. (9)]. 


Der Vergleich mit (10) zeigt, daß wir die Faktoren von u auf der rechten 
Seite von (10) mit 2 vijfr dividieren müssen, um sie mit V vergleichbar zu 
machen. Wir erhalten dadurch Grcißen, die wir als magnetischen bzw. 
elektrischen Beitrag zur potentiellen Energie mit bzw. bezeichnen 
wollen : 

6 ff. 

( 11 ) 

+ r» ®3)- 


( 12 ) 


F, 



IV. 2. 17 


[agnetisohes und mechanisches Moment des Elektrons 


221 


Wir können diese Ausdrücke vereinfachep, wenn wir mit Pauli den 
(liyperkomplexen, symbolischen) Vektor 6 definieren durch seine Kompo- 
nenten 

(13) <Ti =-1/2 73, ai = -iVayv 
Wegen (2) genügen diese den Eechenregeln 

=- G^ = = 1 

(jjOTg = - G^G^ = ^1^2 = +^0-3 USW. 

Statt (11) kann man nun sclireiben 

Benutzt man ferner die Abkürzung 


(18 a) 


(!>'') 7 , 72 73 >' 4 . 

so wird, wie man leiclil auf Grund von (2) verifiziert: 

(iria) (7, T = - i 7, 7,, (7^7= -47,72, 0',T=-47,72 

und man hat statt (12): 

(i«l 

Wie wir bald zeigen wc'rdeii, ist g als ,, Spinoperator“ aufzufassen. 
In (14) und (16) interessuTt zunächst der Paktor 


Er bedeutet nacli Bd. I, S. 188, Gl. (13), die Große dos Bohrschen 
Magnetons. Ohne daß wir etwas über eim* magm'tische Achse oder ein 
magnetisches Moment des FJektrons vorausgesetzt haben, tritt also liier 
auf rein formalem Wege der charakteristische Ausdruck eines magneti- 
schen Moment s, und zwair mit dem rieht igen Fakti »r e i ii e s g a n z e n Magnetons 
auf, wie es di(‘ Hypothese von Goudsmit-Uhlenbeck für das Elektron 
verlangt. Denselben Faktor wie in der magnetischen Energie haben 
wir auch in der elektrischen Energie Daß das magnetische Moment 
durch einen elektrischen Anteil zu einem relativistisclien Seohservektor zu 
ergänzen ist, entspricht einer früheren lAirderung von J. FrenkeD). Auf 
die physikalische Bedeutung dieses elektrischen Anteils kommen wir in 
§ 5 bei Gl. (21) zurück. Er entsteht aus der Bewegung des magnetischen 
Momentes; sein wellenmechanischer Mittelwert ist, nach deillH^orschriften 
von § 5 bereclinet, stets reell; in der Euhe verschwindet er. 


>) ^eitsfilir. f. Pliys. 37 , 24.3 (1926); 47 , 786 (1928), 
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Gleichzeitig sehen wir, daß der Faktor g die Komponenten-Bildung 
des Elektronen-Momentes nach den Koordinaten-Achsen symbolisiert. 
Z. B. bezieht sich g-^ auf die re- Achse, o-g auf die //-Achse usw., da ja g-^ 
in (14) und (IG) mit — §23 und (£3. = verbunden ist. Wir werden 
dies unten näher ausfuhren. 

War kommen zur anderen Hälfte der Hypothese von Goudsmit- 
Uhlenbeck, zeigen also, daß die Dirac-Gleichung automatisch nicht nur 
von dem magnetischen, sondern auch von dem mechanischen Moment, 
dem Spin oder Drall des Elektrons Kochenschaft gibt. Dabei werden wir 
annehmen, daß das Elektron sich wie beim AVasserstoff-Atom im Felde 
einer elektrischen Zentralkraft befinde, so daß die Potentiale 0 die Werte 
annelimon vgl. (1. 11 a, b) 

( 18 ) ' = 02 = <^3 = 0, e04 -= iV {r). 

War knüpfen an Kap. III, § 8, an und verstehen unter M, ähnlich wie 
dort in Gl. (IS) eine räumliche Komponente des Momenten-Operators, z. B. 


Angewandt auf 


h ~ dx, ~ dx, 


djdxi oder Ü 2 = d/Oxo ergibt sich 

d d / d d \ J 

dx. 


)d = ö / ö 
J dx^ dx^\ ^dx^ ^ dxj 


^ lijf ^ 0 \ d 

^^dxjdx, 

= jÜ,M,, + ü,. 


d ( d ^ \ I ^ 

dx^X^dx^ ^^dxj dx^ 


Ferner gilt ersichtlich = -^3 -^^12 wegen Verschwindens von 

Mi2p(r) auch M^ 2 ^i = Bezeichnen wir also abkurzend den 

linearen Differentialausdruck auf der linken Seite der Dirac-Gleichung (4) 
mit L, so haben wir: 

(20) MjgD w — LMj2^i — ^ (yg “ Zi 


Die entsprechende Gleichung der Schrödinger schon Theorie lautete 
unter denselben Annahmen über das Kraftfeld: 

(20 a) ~ LAfj2^' ~ 

wo jetzt L die linke Seite der gewöhnlichen Schrödinger-Gleichung oder, 
was dasselbe ist, den klassischen Hamilton-Operator bedeutet, vgl. Kap. III, 
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§8, GL (24). Diese Gleichung wurde dort interpretiert als Flächensatz 
der Wellenmechanik. Aus unserer jetzigen Gl. (20) ist daher zu schließen: 

Der Flächensatz in seiner gewöhnlichen Form, als Er- 
haltung des Impulsmoments, ist bei dem Dirac-EIektron trotz 
unserer Annahme eines zentralen Kraftfeldes nicht erfüllt. 

Wir k()nnen den Flächensatz aber aufrecliterhalten, wenn wir den 
Operator M des Moments abändern in 
( 21 ) 

Dabei soll ß eine Zahl sein von demstdben hyperkomplexen Charakter 
wie unsere y. 

Um ß zu bestimmen, bilden wir: 

(21 ä) NL - LN - ML - LM -\- ßL -Lß 

und betrachU'ij inshesonden' die Komponente \Mr haben dann mit 

Bucksicht auf (20) 

(22) N,,L -LN,, = j {y,Q, - y, .0,) +ßL - Lß. 


Sorgen wir nun durch ahl V(»n ß dafür, daß 
( 23 ) j{y,Q,-rJ2,)+ßL~Lß = 0 


wird. So liesagt GL (22): 

( 2 - 1 ) == 

Nach der hei (20 a) gt'brauchteii Ausdrucksweisi* genügt also der 
Moimmten-Oiierutor N dem Flaclauisatz. Zunächst beschäftigen wir uns 
mit der Bestimmung \on ß. 

\\ ir schn'iben (23) ex])lizit(' liin, wobei dasy-fnui' Glied ^ on L ersichtlich 
fortfällt: 


(25) J {y, Q, ~ r, fi») + (? S ß« - S r.< ß = o. 

‘ 1 1 

Hier mus.sen die Koi'fiizienten aller vut Q einzeln gkuch Null sein. Wir 
(■rhalten also vic'r Bestimmungsgleicliungim für ß: 


(25 a) 


jVi +ßr> - y,ß = 0 , 

- jri +ßri-7,ß = *>• 


(25 b) 


\ßy^ Ysß ■“ 

\ßyi - yj •= 0. 


Wir werden im fünften Paragrajihen pelieii, daß hieraus mit Notwendigkeit 

lolgt,: I 
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Daraus ergibt sich nach (21) 

_ ,, 1 

oder auch, wenn wir ^13) benutzen, 

(27) = -^>^,2 + 

Ebenso gilt^) 

(27 a) N,., = M,, + ja,. N„ = M,, + -- a,. 

Wir gehen jetzt auf (xl. (21) zuruck und wenden sie auf eine Lösung 
der Gl. Lu — 0 an. Wegen Verschwindens der linken Seite besagt sie, daß 
außer u auch Integral von L = 0 ist. Daraus wollen wir, wie in 

Kap. III, §8, Gl. (30) sch]ießen2); 

(28) =■ 

C ist eine Integrations-Konstante. 

Wir setzen u unter Einführung von Polar-Koordinaten r, {^, (p und 
unter der üblichen Spezialisjerung der Zeit-Abhängigkeit an in der Form: 

(29) n =r ^ 

und erinnern daran [vgl. Gl. (86) von S. 184], daß 
71 X du 

(29a) 

Unsere Gl. (28) besagt dann wegen (27) 
h du h 

(.SO) Td9,+ 2"^“='“- 

u genügt also in (p einer linearen Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten; eine solche Gleichung wird allgemein durch die Exponential- 
funktion integriert. Wir sind demnach berechtigt, zu setzen 

(31) ^ 

1) Vgl. hierzu § 6, nach Gl. (21 a), wo bei Besprechung der Transforma- 
tions-EigenscBaften des Spins eine kirganzung zu den (lln. (27), (27a) gebracht 
werden wird. 

Da bei unserer Eigenfunktion (29) Entartung vorliegt, wegen der 
doppelten Möglichkeit 0 ^ m 9 ?| , ist statt (il. (30) 1. c. eigentlich (d. (32) 

daselbst heranzuziehen. Die dort geforderte Linearkombination ist in unserem 
Falle offenbar die in Gl. (31) des Textes angeschriebene Exponentialfunktion. 
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wo m wegen der Eindeutigkeit und Periodizität von n ganzzahlig sein muß. 
Gl. (30) lautet folglich 

(32) h{m, + ^y=Cu. 

Sie bestimmt zunächst den Wert der Integrations-Konstanten C. Es 
ist ja nach (82) 



und wegen (tJ = 1, vgl. (18 a): 



also 

(32a) C^h{m±\). 

C hat die Bedeutung der Flächen-Konstatiten, d. h. des Impuls- 
moments fiir die ^^-Achst* (die Achse i} = 0). Dieses Impulsnioinent hat 
nicht, wi(^ in der früheren Theorie, den Wert m//, sondern es kommt ein 
Impulsmoment hinzu vom Betrage 


welches wir als Spin (Elekt roneii-Drall) zu dtoiten haben. Dieser 
Spin tritt nach (32a) zum Bahnmoment //w entweder additiv oder sub- 
traktiv hinzu, vt kann sich also ebensogut nach der positiven wie nach 
der negativen Achse tänstellen. Hatten wir unser Koordinaten-System 
anders gelegt ('0' ~ 0 in die x- oder //-Achse), so würde nach (27 a) oder cTg 
an Stelle von gidreten sein. Wahriaid aber die Größe des magnetischen 
Moments ein volles Magiudon betrug, ist das mechanische Moment 
nur gleich der Hälfte der quantentheoretischen Einheit // des 
Impulses. 

Damit ist die Hypothese von Goudsmit-Uhlenbeck nicht nur 
hinsichtlich ihres magnetischen, sondern auch hinsichtlich ihres mechani- 
schen Inhalts auf rein formalem Wege abgeleitet, wieder ohne daß wir 
irgendeine willkürliche Modell- Vorstellung über Struktur oder Bewegung 
des Elektroni zugrunde gelegt hätten. 

Wir schließen einige Bemerkungen an über verschiedene Uei der Dirac- 
Gleichung vorkommende Bezeichnungen und Benennungen, 

Von Dirac sind wir insofern abgewicheri, als wir die Koeffizienten y« in 
symmetrischer Weise den vier Operatoren hinzugefügt haben, wälirend 
Dirac die Zeitdifferentiation i^uszeichnet und mit dem Koeffizienten 1 
versieht, wofür dann andrerseits das bei unsy-freie Glied Eq/äc bei Dirac 

Sommerfeld, Atombau. 11. ^5 
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einen y-Faktor erhalt. Wir stellen diese Diracsche FornD) der Gleichung 
her, wenn wir unsere Gl. (G) mit multiplizieren und für di(^ dann auf- 
‘I tretenden y-?rodukte neue Bezeichnungen oinfuhren 

y4yi - 1^1, >'472 = ^'^2^ 7473=" ^>3. 74 =-“ ot4, 

wo die 7 . d(‘ns(‘lhen Yertauschungsrelationeii (2) genügen, wie die y. Für 
'allgemeine Üherlegungen sind die symnietrischenyjedenfalls am gecagnetston. 
\^enn es für spezielle l’ridileme (Siörungstheorie) hequian sein wird, die 
Zeitkoordinate auszuzeichnen, so können wir leicht zu di'ii a oder den von 
Dirac in seiner ersten Arbeit, 1. c.. bevorzugten p. o ubergehi'H. 

Neben der eigenthclKui hntairisierteii Dirac-Gleichung (1) werden wir 
auch die ..iterierte“ Dirac-Gk'ichuiig (10) benutzen. Ihr analytischer 
Vorzug besieht dann, daß die mit. den y laFalteten Glieder nur auf der 
rechten Seite als ,.Si»in-T\orrektion“ \orkommen, wahrend die linke Si'ite 
der jeweils geltenden gewöhnlichen Schrödinger-Gleichung angeglichen 
werden kann. vgl. Kap. V, § S. 

Ein wichtiger Vorgänger d(T Dirac-Gleichung ist die Ibiuli- Glei- 
chung“). Wie die ittTiert(‘ Dirac-Gkuchung ist sie \on dtT ZMt'iteii Ordnung, 
auch sie enthalt y-Gli('der nur als Sjun-Korrektioii. und zwar einfachere 
y-Aggregale als die iteriiTti' ])irac-Gleichung, wie wir an gegelxaier Stelle 
(§5) auseinandersetzeii weiilen Hier genüge es h'stzustelleii, daß die 
Entdeckung dvr Bauh-Gkachung (‘inen wichtigen Schritt zur Erkenntnis 
der wahren Natur des Elektrons, d. h. zur J)irac-Gleichung darstellt. 

Schließlich wollen wir noch auf einen interessanten Zusammenhang 
hinweisen zwischen der Dirac-Gleichung und einer allgi'ineinstt'n Aussage 
der relativistischen Metrik. 

Vir spalten das vierdimeiisionak^ Linituielement 

( 84 ) <h'‘=^ (1.1.1 

«= 1 

mittels uns(Ter y-Einheiten auf in 

i 

d.s ~ 2 Yixdx^ 

u — l 


und erinnern an den Zusammenhang zwischen Linieiudement und Eigenzeit: 
(36) (Is = ±ic (Ir, är ^ dt Vf - ß'‘. 

Indem war (35) und (3G) zusammenfassen und mit dr dividieren, können 
wir schreiben 



Ya ^ 

(Ji 


T ic = 0. 


(87) 


') Vgl. z. B. Gleichung (1) m der zweiten der S. 217 zitierten Arbeiten. 
“) W. Pauh, ZS. f. Phys. 43, GOl (1927). 
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Hier ist dx^Jdi, im Gegensatz kein Vierervektor; vielmehr 
bilden die drei erst en Komponenten den dreidimensionalen Geschwindkkeits- 
Vektor e, die vierte* Komponente ist naeli der Bedeutung von =.|Plr 
gleich IC. 

Wir drucken, um den Übergang zur Wellenmeclianik zu machen, 
r durch den kanonischen Impuls p nach (1. 7) aus: 

(88) r = 1(7, - '!l). 

Eine entsjirechende Gleichung gilt auch für die vierte Komponente in der 
Eorm 

(3Ha) '( r = — ( (p), 

}n \ (• (' / 

da ja die Ge^samt-lhitTgu' ((‘inschh('ßlich d('r Buli-Knerga- E^) gleich ist 
E -- inc^-f (‘(p. \\ ir schreil>en die )>eid(*n vorhergelK'iiden Gleicliungen 

zusiimmenfass(‘nd • 

. / E 

• 

-0 \ I 


(88 b) 


d^u 


.1 


di m y"" (■ '"'V”' \(l>rc (p. 

Beim Einsetzen \on (8Sb) in (87) \ereinigt sicli m mit 1 1 ~ />- zu fn^^ und 
es ('iitstiEt nach Miiltijdikation mit fn^p. 

(Sit) 7^d-' Oh,,,' -= 0. 

Dies ist l)t*reits du* Dirac-Gleichung in symbolischer Form, wie sie oft in 
der Literatur Aorkommt, Ofbuibar entshLt unsiu’e Gl. (b), wt'iin wir in (3i)) 
f'ins(‘tzen 

// d 


und mit hj-i durchdividu'nui. Wegen des dojijuKeii Vorzeichens in (80) 
\ergle]ch(' man die obigt* Bemerkung bei den Gin. (8) und (8a). 

Das Vorliergehende bedeutet gegenulier dem Anlaiig dieses Para- 
graph(‘n im Grunde nichts Neues. Ihudeinal handelt es sich um die Lineari- 
sierung eines quadratisclien Ausdrucks mittels derliyjH'rkomplexen y, hier des 
binienelementes ds^, dort der relativistischen Schrödinger-Glidohung. Wdr 
haben die vorstehende Einkleidung des früheren Verfahrens hauptsächlich 
deshalb hier nachgetragen, weil lieim Linienelement im zweidimensionalen 
(■'alle die entspnadiende Aufspaltung 

ds^ = (dx 4- idy) {dx — idy) 

iils „Einführung der Minimal-Riclitungen“ seit langem bekannt ist. 

16 * 
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§3 


Die adjungierte Dirac-Gleichung. 

Der Vierervektor von Strom und Dichte 

Wie bereits bei der Schrödinger-Gleichung in Kap. I, § 7, festgestellt, 
wird ein wollenmechanisches Problem nicht durch eine Wellengleichung 
bestimmt, sondern durch ein Paar von \^ ellengleichungen, die ursprüngliche 
und die zu ilir adjungierte. Dasselbe gilt im relativistischen Falle. Wir 
finden die zur Dirac-Gleichung Adjungierte nach der allgemeinen, zuletzt 
S.212, Gl. (15) benutzten Regel, die wir jetzt, von Früherem etwas ab- 
weichend, so schreiben wollen: 

♦ d S 

(1) l- (L )() — (® S = S Q • 


Hier soll (r A an^pnten, daß der zu L adjungierte Differentiai-Operator M 
nach links hin wirkt, wahrend (Lu) besagen soll, daß der durch (2.4) 
gegebene Dirac-Operator 


( 2 ) 


E d ^ 

L = = /- 

^ c dx^ h (■ 




nach rechts hin auszuuben ist, also 

( 8 ) {Lu) = 

Wir überzeugen uns daraufhin leiclit, daß man zu setzen hat : 

9 Xa ll <’ 


(4) 

also 

(5) 


E. 


M =. + 77 “. ß« = 


{vM) — ^vßaya + ’ 


h c 


Rechnet man nämlich mit (3) und (5) die linke Seite von (1) aus, so 
heben sich die Glieder mit Eq und 0^ gegenseitig fort und es bleibt: 


du d V d 


Unsere Wahl (3) von M genügt also in der Tat der Forderung (1). Zugleich 
ist die Bedeutung von Sa gefunden*) : 


( 6 ) 


Sa = t'y««- 


*) Sa ist bestimmt bis auf einen additiven divergenzfreien Zusatz- 
vektor, der im folgenden gleich Null gesetzt werden kann und soll. 
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Adjimgierte Dirac-Gl^||piung, Strom und Dichte 


Erfüllen überdies v und u die Wellengleiclmngen 
(7) (rM) = 0 und (Ln) = 0, 


so gilt für S'ft die Kontinuitäts-Gleichung: 


( 8 ) 


d Xa 


= 0 . 


Wir schheßen nun geiuui wie in Kap. I, § 7 : Integrieren wir die 
Kontinuitätsgleichung über den Raum der Koordinaten x-^,X 2 ,x^(dT 
— dxj^dx^dx^), KO verscbwirKh'n die drei ersten Glieder der Summe (8), 
da sie sich auf Oberfläcben-Integrale iin ünendliclien reduzuTen, und es 
lileibt: 


( 8 ) 



|j*94r7T = Const, d. h. unabhängig von /. 


Das gilt für je zwei Losungen d(‘r ziuanander adjungierten Gin. (7)* 
Insbesondere wollen wir r und u so wählen, daß sie zu dem gleichen Zu- 
stai^de gehori'H, und wolhui iur diesen Sonderfall di(* Gl. (0) verschärfen. 

r muß in diesem Lalle aus u in bestimmter Weise abgeleitet werden 
können. Wir geben huTiur di<- beiden folgenden Regeln: Ks ist die Reihen- 
lolge der in u vorkoinmeiuL'ii y-Produkte umzukeliren, also zu 
viTWaiideln 

(lou) • y“ra'y.;r:' i» 

.lußerdem ist zu ersetzioi 


riy^r-iri' - y,- -yj- j's- -y4--'- 

Beuh' Regi'ln werden nahegelegt durch den Vergleich von (8) und (5). Die 
<T8te Regel entspricht der urngekehrtiui Reiluaifolge y u gegen r y in diesen 
Gleichungen; die zweite ergibt sich so: Du* Vorzeichenumkehr der Differen- 
tiation, die den Übergang mui {J zu L/ charakterisiert, kann wettgemacht 
werden, wenn man y^^ durch — y,^ und gltdchzeitig (w^^gen der Gliedes mit 

I (' 

. 0^) -ff durch — i iTsetzt. Das gilt aber nur für a = 1.2,8. Bei 

h (• 

y. ~ 4 ist ku beacliten, daß x^ selbst imaginär ist, so daß liier die Vor- 
/eichenumkehr in der J )ifferentiation schon durcli die Vertauschung von 
• i mit — i bewirkt wird, ohne daß man in — y^ zu verwandeln hätte. 
^G)erdies ist zu beachten, daß auch 0^ imaginär, i 0^ also reell ist; das mit 
04 behaftete zweite Glied in Ü wird also durch den Übergang von -f % 
nach — i nicht berührt. Eine strengere Begründung dieser Regeln werden 
wir in § 5 kennenlernen. 
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Wir büzei ebnen die in der angegebenen Weise aus u abgeleitete Lösung v 
mit u und setzen die mit u, u gebildete Größe ähnlich wie in (L 7. G) pro- 
portional der ,,Dicljte“ q (Teilchendielite, Aufentlialts-Walirscheinliclikeit 
des Teilchens): 

(11) =- « r4 H = e r. 

Der hier ('ingefuhrte rrojioriionalitäts-Faktor F lA al)er ini Gegensatz 
zu (1. 7. G) keine gewolinliche Zalil, sondern muß y-abhangig sein, wenn 
anders die Dichte o eine gi'Mohnliche Zahlengroße hein soll, was wir nach 
ihrer phvhikalisclien Bedeutung verlangen wollen. Wie dieser Faktor F 
zwockniaßigiT A\eise zu walilen ist, werden wir erst'in S o bei 01. (80) be- 
sprechen. Hier konstatKTcn wir nur, daß wir di(' Konst ant(‘ in (0) gleich 
eben dieser Große F zu setzen haben. J(‘denfalls gilt ja 

HJt = 1 . 

,J)ie Wahrsch('inhclik(‘it. das Elektron irgiaidwo ini Baum vorzufinden, 
ist gleich 1.“ Daraufhin folgt aus (11) durch Integration 

(12) [ dr = I a a dr — F | o dr -- F. w. z. b. w. 

(12) ist die Normierungs-Bedingung für die V ellenfunktion w 
bzw. u. Diese Bedingung laßt, wie biu diT Schrödinger-Gleichung, gl. 
S. öO, einen rhasi'iiwinkel unbestimmt. 

Derselbe Faktor F tritt dann aber aucli in der Definition dis 

Stromes j auf, d(*r zum Zustande gehört. Von dieser Definition vit- 
langen wir, ebenso wie von di'rjenigen der Dichte q, daß sie y-lnu sei 
und der in gewöhnlicher hydrodynamiscluu- Form geschra'beiKui Kon- 
tinuitäts-Gleichung 

(13) iliv / + = 0 

0 t 

genüge. Letztere Gleichung muß natürlich mit der Kontimntäsgleichung (8) 
uhereinstimmen. Um den Vergleich durchzuführen, denken wir uns (18) 
mit r/i c multipliziert, wodurch das Glied dQjdt von (18) in das Glied 
d SJdx^ von (B) ubergeht. Indem wir die übrigen Glieder von (18) und (8) 
einander gleichsetzcn, erhalten wir 

(ISa) hT ~ icSj^ = 'iruyi^n, k — 1, 2,3. 

Schließlich fassen wir noch (11) und (18 a) zusammen zu 

(14) (h icg) F = ic (6i, 'S'g, S^). 

Es hat den Anschein, als ob die hier definierten Strom-Dichte-Größen 
wesensverschieden seien von den nach Schrödinger in GL (I, 7. 7) defi- 
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liierten Größen j, g. Daß dem nicht so ist, zeigt eine lehrreiche Um- 
formung, die man Gordon’) verdankt. 

Ausgehend von Gl. (0); 

- ry^.u, ß ^ 1,2,8, 1 

ers(‘tzen wir einerseits v aus der adjungierleii Gl. (ö), (rM) = 0; 

// r ^ / ()v ir ^ \ 

* 

andrerseits n aus der urs])rungliclien Gl. (8), (Iju) — 0, 

cht 


t'Si 




(i X,, 




Dadurch entsteht (‘iiinial 

das andere Mal 


// c li V IC ^ 






f)n 

0 


+ 'j'y 


Di(^ hall)(' Suinni(> l»('idci Ausdrucke gihi : 

// C / öl' Ö K 

S ('■ r« y.i « + «)• 

- i 

W t'g('i) der^ ertaiischung^-Th'lationeii der]' verschwinden in der zweiten 
Siimnio alle (iiiediu' a i ß und (‘S hkuht alkan uhrig* 


(1 oa) 


E, 




Tn der ersten Suinnie von (lö) iiehnuui wir das Glh'd mit on =~ ß vorveg: 
h c / (Iv diix 

^ 'lE^,\dx^ dx^’ 

Durch Addition \()n (löa) und (löh) und Multijilikation mit iv [vgl. (18a)] 
erhalten wir in den drei ersten KomjioiK'iiten ß = 1,2,8 


(Iß) 


^ , IX 

i C s = (grad r • u — v ■ grad //) 


(P r iL 


Das ist genau die Form des S^^hrödingersclieii Stromes, Gl. (7) von 
S. 49, wo ri* statt r, statt 0 gi'schrieben wurde und die Boihenfolge der 


^) W. Gordon, ZS. f. Phys. 50, 030, 1928. Vgl. auch E. Schrödinger, 
herliner Akademie 1930, S.418; 1931. S. 63. 
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Faktoren, die dort belanglos war, zum Teil vertauscht ist. Wir nennen 
diesen Teil des Stromes mit Gordon den Leitungsstrom; er ist scheinbar 
y-frei (die y stecken nur in den v und ii). 

Es bleiben aber noch die Glieder mit a m der ersten Summe der 
Gl. (IT)). Diese liefern, wenn wir wieder mit ic multiplizieren, den Polari- 
sations-Strom; 


Die letzte Umformung ist nach den Vertauschungs-Eelationen korrekt, 
weil ja der Wert ol = ß ausgeschlossen ist, wie durch ' am Summenzeichon 
angedeutet wurde. 

Um (17) weiter zu entwickeln, setzen wir: 

— i/i 


(1B) 




und nennen mit Gord(»n M die magiKdiscbe. P die elektrische Polarisation 
der Volumeneinheit. 

Es wird dann beispielsweist* 




dx.^ 


ÖM, Id 

dx. c dt ' 


allgemein, mit Eucksicht auf 

. 1 dP 

(19) U'>S" = rot'U4-- ,-■ 

' c dt 


Der l’olarisationsstrom hangt in uiL'^erer bisherigen Schreibweise 
explizite von den y ab und ist eine Folge des S})ins. Er fehlt daher in der 
Schrödinger sehen Theorie. Für die physikalische Deutung des Polari- 
sationsstromes mußten wir, ebenso wie in (14), einen Faktor P abspalten; 
dasselbe gilt von den Definili(meii (18) für M und P. 

Wir haben zuletzt nur von Strom und Dichte eines Zustandes ge- 
sprochen. Wir können aber auch den aus zwei Zuständen kombinierten 
Strom-Dichte- Vektor S betrachten. Seme Definition ist bereits in Gl. (6) 


enthalten, in der v und v beliebige Lösungen von (rM) = 0 und {L w) == 0 
sein konnten. Auch jetzt gilt die Kontinuitäts-Gleichung (8) und als Folge 
von Gl. (9). Es handle sich im besonderer^ um zwei stationäre Zü- 
nde 


Un = 


= Wm 
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Als Folge der Kontinuitäts- Gleichung haben wir nach (9) 

(20) j ’xp^y^ = Const. 

Wie bei (9) hervorgehoben, bedeutet ,,Consr‘ soviel wie Unabhängigkeit 
von t. Die linke Seite ist aber für 4= £„ abhängig von t. Damit diese 
Abhängigkeit herausgehobeii werden kann, muß ..Const“ gleich Null sein. 
Wir kommen also unmittelbar zur Orthogonalität der Dirac-Eigen- 
funktionen 

(21) j = 0. 

Schließlich sei auf das Variationsprinziii in Zusatz 1 1 verwiesen, welches 
an die im Anfänge dieses l^iragrajihen dargeleglen Zusammenhänge zwischen 
i/,r: L, M anknupft. 

§ 1 


Die kräftefreie Bewegung als Beispiel 


Wi(' im niclit-relativistischen Falle. Kap. I, §2. ist die kraftefreie Be- 
wegung des Elektrons eine eln'iie AVelk*. Wir wollen dieses niuthematisch- 
einfa('hst(' Bt'ispiel dazu benutzen, das Bechmai mit den y-Einlieiten in vor- 
läufiger A\eise einzuubeii. 

Die Differentialgleichung des Brnbl^aiis lautet nach (2. 3): 


( 1 ) 

1 

Wir setzen analog zu fl. 2. S): 


d 





u =. \jU’' V) 



A e' 


l' ist der Fort pflarizungs- Vektor ^on der ])imension einei Wellenzahl. Die 
,,Am])litude“ A hangt von den y ab. ist also im Gegensatz zu m und k keine 
gewöhnliche Zahl. Einsetzi'H V(»n (2) in (1) liefert nämlich {y = yj. ^ 2 ’ Fa 
gesetzt) : 


( 8 ) 





= 0 . 


Die Bedingung für die Eosliarkeit dieser Gleichung erhält man. mtiiii man 
links mit 


( 4 ) 


■l'T^ " 

i(yfc) -y. - - 


A« 

// V 


multipliziert. Dann fallen nämhch bei Ausführung des Produktes wegen 
der Relationen (2, 2) alle ^-Faktoren fort und es entsteht: 
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also, da .4 0 sein soll: 

(5) 


^ - 0 


Dies ist nichts anderes als der Energiesatz für die kräftefreie Be- 
wegung. Wegen der de Broglieschen Beziehung: 

(6) y) = /fk, 

gellt nämlich (11. (ä) über in die Gl. (1.4) für B = 0: 

(7) c^-fr = Fß-El 


W4r können auch umgekehrt sagiui: Gl. (ä) stellt die hei Gl. (1,2.19) ge- 
fordi'rte Ableitung der de Broglieschen Formel (G) aus der Dirac- 
Gleichimg dar. womit wegiai d(T ri'latn istischen Bedeutung aker- 

mals bestätigt ist. dab die bia de Broglie \orkommende Masse ?// nicht die 
Euhmasse, sondern die relativistische Masse bedeutet. 

Gl. (o) nimmt eine lasonders symmetnsclie Form an, wtuin man als 
Definitioni'ii emiuhrt 


(ö) 




%io 

(‘ 


/ E 
fl r ’ 


k = 




sie geht' dann namhch ub(>r in 

(8n) kf, =■-(), a = 0, 1, .... 4. 

Die Definitionen (S). insliesoiuh'i'e di«^ erste* derselbi'H. werdeui uns auch 
weiterhin nützlich sein. 

Nachdem wir die Lbsbarkeits-Beahngung der Gl. (8) festgestellt halKui. 
kommen wir zur Auflösung seihst, also zur Jk'rechnung von A. Man er- 
kennt unmittelbar, daß man A jiropoitional (hau Ausdruck (4) zu set/eai hat : 

(9) A = (i (*■ k) - 7, j - jF. 


F ist der Proporiionahtats-Faktor, der noch in beliedägiT Weise* \oii den y 
abhangen kann. Es ist. we^semtlich. daß e'r hinte'r die* Klammer in (9) 
gesetzt wird. Dann entsteht nämlich beim Einsetzen ^■on (9) in (8) als 
Produkt der beiden Klamme^rn der \ eTSchwindende Ausdruck (ä): Gl. (8) 
ist also erfüllt bei belie'biger W ahl von F. 

Benutzen wir in (9) die* Definitionen (8), so können wir symmetrischer 
schreiben : 


(^a) -4 = (^2 7«^« “ a == 1 1. 

Gleichzeitig ziehen sich dann auch die Exponentialfaktoren in unserer 
Lösung (2) in symmetrischer Whdse zusammen : 


e = r 


a =- 1 4, icf 
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und (2) nimmt die endgültige Ferm an: 

(10) tt = (i 2 y,. K - K) ^ 

Die Stellung dt'S Fjxponentialfakiors ist dabei willkürlich; dagegen ist die 
Stellung von F hinter der Klammer, wie wir sahen, notwendig. 

Ebenso übersieht lieli sehreibt sieh nun auch die Losung diT adjun- 
gierteii Dirae-Gleiehiing i'iir das kraftefrc'ie Elektron: 

(11) . v'-o. Ii-I- 

nämlich in der I^irui : 

(12) r = }■ (i 

DieS('r Ansatz entspneht den Kegeln \on S. 221* und erl'iilll dalier die 
Differc'ntialgli'iehnng (11). Man heaelile dabei, dai.l die diireli B(‘gel fl Ob) 
von S. 220 vorges(‘]irielK‘ne Vorzeieheiiunikehr 'von durch das 

davorst(äi(‘nde i aiilgeliobeii wird und daß /Aj eiieiiM) wie A^ reiäl ist, F i)e- 
deutei di(' zu F adjungierte Zahl, die vor drr Klaniinor in (12) stehen muß. 
Sie entsteht nach Kegel (10a) \on S. 220 aus 7' durch l’nikehr der Keiheii- 
folge in alk'i) p-Kroduklen. (12) stollt ebenso wie (10) ('iiu'in der W elleiizalil- 

Eiehtung k lortsehnatende eluaie Welle dar. 

Wir können nun aus (10) und (12) den A'ierervektor ..Stroni-Diclite“ 
definieren. Er wird \ on den Kaiiiii-Ziat-Koordinaten unabhängig und ist 
nach (3. ß) gi'geben durch 

(13) >S - Fdy,, CF, 
mit diT Abkürzung 

(11) g- 

Xacli der in (il. (3.1 l| giNtellßai Fonh'rung inussiui die \ i'rhaltnisse 
der y-(rv\ werden. Die> ist. in unsi'nMU besondi'rs einfach gelagi'rteii 
Falle sclion durch du» besondiTe Xatur \on C gu'wälirle^tet. 

Wir betrachti'ii lu'ben (r 

(i:.) (■ ---- - 1 

und ('rhalteii durch Mult ijilikation beidiu' mit Kucksicht auf die \ er- 
taiischimgs-Kelationen der y: 

(10) er;_ c a 2 K hvcKfn (Ha)]. 

1» 

Wir nennen d(*sliulb (vgl. den folgenden ]‘aragra})heii) (V sowie einen 
Nullteiler. Die Besonderh(>it \on C und (F zeigt sich auch, wenn wir 
oder bilden. Wir finden liücht 

(17a) C'“ = - 2 - 2 2 Z/f 

= — 2 i/r„ 2 7,-1 V “S 2 g = — 2 g (j, 



236 


Die Diraosche Theorie des Elektrons 


IV. 4. 17 b 


ebenso 
(17b) . 

Würden wir liier (17a) durch G oder (17b) durch G_ dividieren, so wurden 
wir das verkehrte Eesultat erhalten 


G =- = - 2 

,, Durch einen Nullteiler darf man nicht dividieren.“ 

Betrachten wir nun das Produkt yJL W ir formen ('S um, indem wir 'y^^ 
nach rechts über tV schieben. Dabei ändern sich in (14) alk' AWrzeichen der 
Summe, außer in demjeni^^eii Gliede, wo ^ — a ist. Man kann daher, wie 
der Vergleich von (14) und (1.1) zeigt, sclireähen 


mithin 


yJJ = (; y,, ^ Gr,,, 

(j y^^ G — G G _ -4- 2 G. 


Hier ist das erste* Glu'd reedits gleicli Null wegen (16). Infolgedessen wird 
nach (18) 

(18) S,, = ^lil'.FGF. 


Die Kompeinenten unsere'S Vierer ve-kt ors S' stehen also, und 
zwar bei beliebiger Wahl von F, zueinande-r in d(*m y-freieii 
Verhältnis : ko : : k^. 

Man kann z. B. schreiben , 


(19) 

oder nach (8. 14) : 


a = l,2,8, 


* k 

und wegen (8) und (6) 


( 20 ) 


I 





also auch 

(20 a) / = Up. 


Das heißt: Wir haben einen Strom von Partikeln, die mit der 
Dichte p verteilt und mit der Geschwindigkeit v yjm bewegt 
sind. 

Das einfache Eesultat (18) wurde hier formal aus der besonderen 
Natur des Nullteilers G abgeleitet. Wir können es auch direkt aus der 
Differentialgleichung (1) für u und der adjungierten Gleichung (11) für x> 
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ablesen. Diese Gleichungen liefern, wenn man die in (10) und (12) aus- 
gedruckte Abhängigkeit von den berücksichtigt: 

2 TuK + /vo) U = 0, 

I?’ {i 2 7« K y ~ 

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ry^ von links, die zweite mit 
yßU von rechts. Durch Addition beider entsteht wegen der y-Kelationen 

(22) ikßV7^ = — \;ryßV = - k^^Sß. 

Diese Gleichung besagt dassellu^wie Gl. (18), nanihch das p-freie Verhältnis 
der Komponent en unseres Vien'rvektors S. 

Schließlich haben wir von d(‘r N ormierung unserer Welleiifiinktionen u 
und V zu handeln, wofür wir die Vorschrift (8. 12) gaben. 

Zunächst zeigt sich, daß diesi; Vorschrift auf den Fall diT ebenen Welle 
nicht olme weiteres angewandt werden kann. Die Integration über den 
unendlichen Eaum wurde ja divergieren, da der Integrand konstant wird. 
Vir helfen uns so, daß wir du' ebene Veile nicht im unendlichen Kaum, 
sondern in eiman i-ndlicluai Volumen V (z. B. Kulms) vc'rlaufend deiiktai. 
Dann wird jdr = V und nach (18) und (8) 

(28) ( S, J T = 2 a, VFdF = - 2 FGF. 

Wir verlangten aber in (8. 12) 

(24) j 

Die Bedeutung der dort eingeführten Größe /"ist hiernach in unserem Falle 

(25) 7’=-2^'F(;f. 

fl c 

/"ist wegen der Vdllkur von F selbst in weiten Grenzen' willkiirlich. muß aber 
wegen des Vorkommens von G den Charakter eines Nullteilers haben. 
Für folgt aus (24) 

( 26 ) S. = D 

Gl. (26) führt jetzt zusammen mit (3. 14) auf die unmittelbar ver- 
ständliche Formel für die Dichte 

1 

s - y 

fein Teilchen im Volumen V) und wegen (20 a) auf die damit zusammen- 
hängende Formel für den Stnmi 
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Wir fassen zusammen, was wir an unserem Beispiel gelernt haben: In 
die Ausdrueke der Wellenfunktionen u, r und daher auch 
in die Darstellung des e r e r \ e k t o r s S gehen die y - E i n - 
h eiten t'in. Tn unserem Beispiel laßt sich aber von den 
vier Komponenten S,, ein gemeinsamer hyi>erk()m])lexer 
Fakt or 7^ ahs j)a] ten , der in gewissen (Tr('nzen willkürlich 
ist und daher kc'iiu' physikalische Bedeutung hat. Physi- 
kaliscli bedeutsam sind nur die diesen Faktur multipli- 
zierenden reellen Großen, welche als Strom y undDiclite ^ 
interpretiert werden. D(‘rselb(‘ Faktor 7' tritt auch in der 
Normieru ngs-B(ulingung der Eigenfunktionen auf. 


§ ö 


Die Gruppe der hyperkomplexen Einheiten und ihre Untergruppen, 
Quaternionen und Biquaternionen. 

Aus der gewöhnlichen Einlaat 1 und den vier hyptrkomplexen Ein- 
heiten yi, y2> y-s’ 74 t'^dstehi'H durch Multiplikation im Ganziui 

1 -I- .1 -i-. (; -1- 4 -f 1 == 10 


voneinander verschiedene, nicht auhuiiaiider rediizierbart' Einheiti'ii. Mir 
ordnen sie so an: 


1 


( 1 ) 


yi 72 7y }'4 

7 i 2 72.3 731 yi4 72 4 73 4 

7 i 23 7234 7341 7412 

• 7*1234’ 


wobei z. B. ahkurzend für 72 klar, daß jedes andere 

y-Produkt sich durch Anwendung der fundamentalen Eelat innen 


( 2 ) 


yl E ya^ -- y(icc 


auf eine dieser Einheiten reduzieren laßt, eventuell bis auf den Faktor — 1. 
Insbesondere reproduzieren sich also unsere 16 Einheiten bei gegenseitiger 
Multiplikation. Ensere Einheiten bilden daher eine Gruppe vom Grade 16. 
Die allgemeinste Zahl des , .Körpers“ der y ist 16-gliedrig: 


(8) J=a„+a,yj+ 1- «1571234. 

wobei die öq ' ' * ^i6 gewöhnliche komplexe Zahlen sein sollen. Das Produkt 
zweier solcher Zahlen gehört demselben Zahlkörper an. 

Wie man mit den Zahlen dieses Körpers rechnet, erläutern wir an der 
S. 228 eingeführten Größe ß. Wir wissen von ihr nichts anderes, als daß 
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sie unserem Zablkörper angehört und die Gin. (25a. 251) daselbst erfüllt. 
Die Gin. (25b) besagen; 

a) ß ist vertausehbar mit und y^. Ferner sehlie^ßen wir aus den 
Gin. (25a) leicht: 

b) ß ist vertausehbar nut Nändich: Multiplikation der ersten 

Gl. (25 a) von links mit y^, der zweiten von rechts miiy^ und Addition liefert 

y\ßV\- 72 = ß ri =■• Tl 72 ß 72 “'“i ß 7l 72 = 7l 72 ß: 

was mit b) gleichb(!deutend ist. 

AVir S(‘tzen jetzt- im Siniu' ^•on (3) 

ß = <•(.+ ''i7ii l-<'ir>7i234 

und schhei.H'ii zuna<'hsl mis a), dal.» alk' C; a erscliAMiiden müssen, mit Aus- 
naluiK' der folgemhai akt. 

(■) ß ^ r„-ff 7 i2-, ; '"Y-mv 

])iesem Schlub lu'gt d(T Satz zugrunde, daß du* Darstellung (8) ein- 
deulig isi. dal» also ('ine Gk'ichung von dvr h'orm 

0 r:-_ (Iq -f Uj )'! Oo yo -f ' • ' -b 5^1 2:5 4 
notAvendig zur Folgi* hat 

'G " • • • 'Gs b 

ln der Tat Avird man auf eim^ solche Gleichung gefiihrt, Aveiin man die 
V(TlauRchbark('il von ß z. D. mit y.^ ansetzt. Sie \ erlangt nainlich: 

<' =■- ' O 7i:i - '2 722 - ' ''i r-M - ' 'V. 72 - e 7i - ''lo )'4 

-- - '-l 4 7l 23 4 ” “ '4 5 7412' 
Ks miissen also alle hier auftndc'inh'n Cj- AerscliAAinden. \A eitere ver- 
scliAvinden Avegeii d(‘r A’t'rtaiischbarkeit von ß mit y^ und es bleiben nur die 
in c) aufgefuhrten ( übrig. Aus h) folgt dann ab('r lerner durch du' gleiche 
Schlußweisi' V — r' = 0, also 
d) /) =- cy^„. 

Hier können AAur noch di'ii Term als unwesentlich fortlasseii. Denn die 
Ursprüngliche Definition von N in Gl. (2.21) ist nur bis auf eine additive 
Konstante bi'Stiinmt, sofern diese wie eine gewöhnliche Zahl ist. Somit 
können wir statt d) ebenso gut schreiben 

e ß = ‘^Yii- 

1 )ie Konstante c bestimmt sich nunmehr einfach durch Einsetzen des vor- 
stehenden .Wertes von ß in die ^r^te oder zweite Gl. (2. 25a). Beide geben 
übereinstimmend 

1 // 

! “ 1 T’ 

Avomit unsere Beliauptung (2. 2G) bewiesen ist. 
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Wir fragen jetzt nach den Untergruppen der Sechzehiier- Gruppe. 
Da ihr Grad ein Teiler von 16 sein muß, erwarten wir Untergruppen vom 
Grade 

ft, 4 oder 2, 

d. h. von 

8, 4 oder 2 Einheiten. 

Untergruppen von 8 Einheiten erhalten wir, wenn wir eine der 
vier ursprünglichen y-Einheiten weglassen und alle Kombinationen der drei 
übrigen y liilden. Oder aber; ir l)ehalten nur die aus einer geraden 
Anzahl y-Einheiten gebildeten Produkte bei. Die so entstehenden ,,Achter- 
gruppeii“ sind untereinander isoinorpli, d. h. ihre Einheiten können 
eindeutig aufeinander bezogen werden, derart, daß auch ihre irgendwie 
gebildeten Produkte einander entsprechen. Z. B. läßt sich die Untergruppe 
der (mit geeigneten Faktoren i versehf^neii) geraden Produkte jener ledig- 
lich aus den ersten drei y gebildeten Untergruppe nach dem folgende* 
Schema zuordnen: 

(4) ^ '*Zl4 '*724 '*73 4 7 i 2 72 3 731 *7l234> 

1 7l 72 73 7 i2 723 731 .7123- 

In der Tat: Multipliziert man irgend zwei Einheiten der oberen Zeile 
miteinander und andrerseits die darunter stellenden Einheiten der unteren 
Zeile, so steht das letztere Produkt wieder gerade unter dem ersteren 
Produkt. 

Uii^ergruppeii von 4 Einheiten entstehen aus dem ursprünglichen 
Schema der 16 Einheiten, wenn wir nur solche Elemente heibehalteii, die 
lediglich mit zweien der y, z. B. y^ und yg gebildet sind: 

(6) ‘ 7i^ 72^ 7 i2^ 

oder auch, wenn wir aus dem Schema (4) der geraden Produkte alle die- 
jenigen Einheiten streichen, die ein bestimmtes y (z. B.^4) enthalten: 

(7) - 1, >' 21 ’ 732» 7i3' 

Mit Benutzung unseres Spin-Operators (2. 18) können wir hierfür auch 
schreiben 

(7a) 1, ~ia^, -ia^. 

Diese Vierergruppen sind unter sich und mit der Quaternioneii- Gruppe 
isomorph, die in gewöhnlicher Schreibweise lautet: 

(8) 1, i, j, k 

und den Kechenregeln genügt: 

( i 2 = ^-2 == == - 1 , 

Itj = - y i = fe, jk = ~kj ^ i, ki = ~ik — j. 


( 9 ) 
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Ordnet man nämlich die Elemente von (7) oder (7 a) den darunter stehenden 
Elementen von ( 8 ) zu, so sieht man, daß auch für jene die sämtlichen 
Regeln (9) gelten. Um entsprechend die Isomorphie von (G) mit der Quatern- 
ionen-Gruppe in Evidenz 7 m setzen, schreibe man statt (G) 

1, !>,, iy^, y,,. 

Unsere Achtergruppe von der Bauart (I) oder (ö) nennt man auch 
B i g u a t e r n i on e n - G r 11 p p e. 

Untergriippmi von 2 Einheittoi entstehen, wenn wir außer der 1 
nur eine der y-Phnheiten heihelialten, z. B. 1 , i yj oder 1, so ge- 

schriebenen Zw'eier-Grujipen sind niil der Gruppe des gewöhnlichen kom- 
plexen Zahl kor pers 

1, i 

isomorph. 

Die Dirac- G leichung sjtudt sich iin \olIen Körper der IG PB’nheiten 
ab. Ihre Losungi'ii waren daher nach Anajogu' von (B) in sechzehn-ghednger 
Eorm anzusi'tzen 

(10) u == i<„ f f h »isri2:ir 

Tragt man diesen Ansatz in die Gl. (2. 1 ) ein, rivlinet die entstehenden 
y-Brodukte auf die Ibirm G) um und setzt den Faktor jeder einzelnen der 
IG y-Phnheitiui gleich Xull, .so erhalt man IG simultane y-freie Gleichungen 
erster Ordnung, aus denen die diun gewolinhcheii kom})I(‘xen Zahlbermch 
aiigehoreiiden PTinktioneii als Unbekannte zu bestimmen waren. 

Aber dieses Wrfahreii ist zu schwerfällig uml muß durch sukzessi\e Reduk- 
tion auf Welliger Gli'ichungeii \ereinfa,cht wiTdiui, mit deui Ziide. daß für 
di(‘ physikalisch diait baren Großen, wie Strom, Dichte usw., Ausdrucke 
entstehen, die nur ('in y-Aggrt'gat (‘iithalten (vgl. den Schluß des vorigen 
Ibiragrapheii). 

Dagegen sjiielt sich die iterierte Dirac- G b'ichung (2. 10) im Körper 
der Biquat ernioneii al). In der Tat kommen in dieser Gleichung nur 
Produkte der y aus der Rt'ilie ( 1 ) vor. Die Losungen der iterierteii Dirac- 
Gleichung können also achtgliedrig geschrieben werden 

(11) K =- Wo + Kiri2-r 1- ''7yi234- 

wo sich die Wq, . . ., 1/7 aus 8 simultanen Gleichungim zweiter Ordnung be- 
stimmen. Man kann sagen: Die Intc^gratiori d('r iterierbm Dirac-Gleichung 
ist — gemessen an der Zahl der zu bestimmen dmi Funktionen — halb so 
schwer alS' die der ursprünglichen Dirac- Gloiclmng. 

Viel weitergehend wäre die Vereinfachung, wenn es gelänge, die 
Integration der Dirac-Gleichung auf die Quaternionen- Gruppe zu 
reduzieren. Dieser Versuch führt auf die schon S. 226 genannte Pauli- 
Gleichung. 

Sommerfeld, Atombau. II. 


16 
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Wir beschränken uns auf den stationären Fall 

K 


Die Diracsche Gl. ( 2 . 4) 

( 12 ) ^ 


u ~ rpe " — ipe 
dann über in 






f,c ^ + Th 


Wir wollen aus dieser Gleichung eliminieren, dazu setzen wir 

(18) V = (1 H y4) V'^ + ( 1 - 74 ) V- 

Bedeutet wie in (12) a einen der Indizes 1, 2, 8 , so ist 

(18a) 7 „ (1 ± 74 ) = il TrdYa: 

ferner 

(IS^) 1'4 (1 i Ti) = :b (1 ± Ti)- 

Einsetzen von (13) in ( 12 ) liefert daraufhin: 

r>c '< I 

^ \ ^ “f~ -^0 — 

Tc 


(14) 




w~ 


= 0 . 


Man multipliziere von links einmal mit 1 + das andere Mal mit 1 — y^. 
Es ist 

(14a) (1 ± Yif = 2 (1 ± 74 ), 

dagegen 

(14b) (1±74)(1 Ty4) = «• 

Bei der genannten Multiplikation fällt also das zweite bzw. erste Glied 
von (14) fort. Daraus schließt man, daß die geschweiften Klammern einzeln 
verschwinden müssen. Man erhält also statt der einen Gl. (14) die zwei 
von y^ freien Gleichungen: 


(15) 


Sr» 

1 

( d_ 

hc “) 

E-E„-V A 

\dx^ 

hc ^ 1 

. 1 

( & 

ie ^ \ 

E-\-E,-V ] 


0 ] 

hcV 

+ rj 


= 0 , 


: 0 . 


W^ir haben auf diese W^eise die Sechzehner- Gruppe durch Elimination 
von y^ zunächst auf die Gruppe der Biquatemionen [8 ^-Einheiten, vgl. 
(5)] reduziert. Um sie weiter auf die Quaternionen- Gruppe zu reduzieren, 
wollen wir y)~ eliminieren. Wir multiplizieren dazu die zweite Gl. (15) mit 

hc 

E~^E,-y 
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und wenden auf sie die Operation 


von links an. Setzen wir Qy)'^ aus der ersten Gl. (15) ein und schreiben 
(p — so entsteht 

hc E — E — V 

(16) + = 

Das erste Glied zerlegt sich in zwei Teile: 


I berechnet sich genau sowie S. 219 ausgefuhrt, (dreigliedrige Summe statt 
viergliedriger), und ergibt außer einem y-freien einen Bestandteil, der die 
Größen y^^ ^ enthalt . die wir wieder durch den Spinvektor (2. 13) d — {cFi,a 2 ,cr^) 
ersetzen wollen. Man findet 


- - 

K - y 




'»)V+^(ö&)4 


wobei das erste bzw. zweite Glied rechts die Terme mit ß — ol bzw. ß=\= 0 L 
zusammenfaßt. Ebenso zerlegt sich II bei entsprechender Zusammen- 
fassung in zwei Glieder. Wir drücken Q durch den ,, elementaren Im- 
puls“ aus, in Gl. (1.7) ni v, im folgenden p genannt: 


i \d h c ' 


a- 1,2,3; Q 




und berechnen leicht: 


(E + E,-V)^ 


i(<ä.p)9> + (ö[e,p])<pl. 


Indem wir nun (17) und (19) in (16) einsetzen und mit — (E Eq — V) 
multiplizieren, erhalten wir 


« / (7 le ^ V 


(E-V)'- Ei 


(ö ö) 9? 


im^(E + E„- F) 


i(ö[®P])9>-i{®. P) ?>)• 


16 * 
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Die Reduktion auf die Quaternioiien- Gruppe ist hiermit erreicht. Sie 
kommt darin zum Ausdruck, daß in (20) nur mehr der Spin-Üperator ö 
vorkommt. Die linke Seite von (20), gleich Null gesetzt, ist identisch mit 
der relativistischen Schrödinger-Gleichung (1.9) ini stationären Fall. Die 
einzelnen Glieder der rechten Seite sind dementsprechend als Spin-Korrek- 
tionen zu deuten. 

Das erste (llied rechts ist uns bekannt. Der konstante Faktor ist das 
Magneton^) /y [Gl. (2.18)1, das Glied selbst wird nach (2.14) identisch 
mit V„, (f). Das zweite Glied vereinfachen wir, indem wir im Niainer F 
gegen Kq vernachlässigen und E -f Ro 2 tn,QC^ setzim. Damit machen 

vyir den Übergang zum Standpunkt der Fauli- G lei chung. welche 
ausdrücklich als relativistische Korrektion erster Ordnung (nicht zu hohe 
Geschwindigkeiten) gedacht war. IJnsi'r zweites Glied wird duhia, wenn 
wir noch p = 7iir) — vgl. Anm. 1 machen: 

( 21 ) 

Nun ist bekanntlich 



die Kraft, die ein Magnetfeld § auf eine bewegte Ladung c ausuht, und 



die Kraft, die ein elektrisches Feld auf einen bewegten Magiadpol // (hier 
den Dipol des Magnetons) ausuht. Mit ö skalar niultijdiziert, ergibt sie 
den Deitrag des elektrischen Feldes zur potentiellen Eiargie des Ix'wegten 
Magnetons (hzw. zu seiner Hamilton-Funktion). Was schließlich den Faktor J 
in (21) betrifft, so ist dieser mit der Thomas-Korrektion, vgl. Bd. I, 
S. 711, identisch. Es ist begreiflich, daß du'se sich in einer konsequenten 
relativistischen Theorie wde der Dira eschen und einer konsequenten 
Näherung wie der Pauli sehen von selbst einstellt. 

Das letzte Glied in (20) lautet, in gleicher Weise angenähert und ge- 
schrieben : 

(21a) 

Es fehlt in der ursprünglichen Form der Pauli-Gleichung und scheint einer 
einfachen elektrodynamischen Deutung unzugänglich zu sein. 


^) Von dem Unterschied zwischen vi und koiirien wir in der folgenden ' 
Abschätzung absehen. 
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Wir haben noch zu erläutern, weshalb wir oben rp- und nicht 
eliminiert und uns mit der Kenntnis von — (p begnügt haben. Das 
li(‘g< an der Größenordnung dieser beiden Teiifunktionen; Wir schreiben 
(Ijc Gin. (15) in den symbolischen Geschwindigkeitsvektor t) um, indem 
h 

wir sie mit . - multiplizieren und 
m 

Selzen. Dahei entsteht : 

* W - V 

(}' ü) y) — yi^, (y D) yU = ‘2icyr. 

Iieclinen wir mit dem Symbol t) wie mit einer wirklichen Geschwindigkeit 
und setzen diniensions- und groikajorduungsinußig 



So besagt die zweite Gl, (22) 

(-3 a) 

Jtasselhe besagt die erste (il. (22). wenn wir IT - U mit a/r"/2 viTgk'iclKm. 

\'on di'ij beiden Teilfunktiomai y>' ist yG du' große, yr die kleine, 
letztere verschwindet Uaiii ühergang zur Schrödinger-Gleichung ß 0, 
hs ist daher veniuiittig, in der halh-relativistischen Näherung, die die 
]5iiili-Gh^ichung’ bezweckt, nur = (p heizuliehalten. 

Aus unserer Jtarstellung iThellt, daß (il. (20) noch eine strenge Folge 
(l(‘r Dirac-Gleicliung ist und daß die Näherung erst hei der A'ereinfachung 
'1er Sjiin-Korrektioiien hi^ginnt, Ls ist aber klar, daß (20) ohne diese Verein- 
lachuiig zu unhandlich wird, daß sie also zu stnuigeii ndativistischen Eech- 
nungen iingeiügnet ist. Dagegen hat sich dii; .so vereinfachte Pauli- 
Gieichung hei halh-relativistificlien Näherungs-Rechnungen, gerade wegen 
der grundsatzlicluai Vernachlässigung der „kleinen“ Teilfunktion y)-, 
bestens hewaihrt. -- 

ir kehnui zu dem vollen ZahlkOrper unserer IG Einheiten zurück und 
betrachten allgemein die aus diesen Einheiten gebildeten liyperkomplexen 
/ahk'ii vom Typus (8). \\ ir teilen sie in zwei Klassen ein, je nachdem sie 
' in Reziprokes besitzen oder nicht. Die Zahlen der ersten Klasse nennen 
\\ir Teiler, die der zweiten Null teil er. Durch die ersteren darf dividiert 
Verden, durch die letzteren nicht. Die Definition eines Teilers Ä ist 
AB — 1 oder BA ~ 1, 

d. h. es soll eine Zahl B existieren, die mit A rechts- oder linksseitig multi- 
pliziert 1 ergibt. Wir schreiben auch 

B = A-\ A = B~\ 
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Offenbar sind unsere 16 Einheiten Teiler. Z. B. hat das Beziproke 
7 a> yaß Beziproke —y^ß^ Das Beziproke eines Teilers ist wieder ein, 
Teiler. Aus AB = 1 folgt auch 

BA = 1. 

Die Definition eines Nullteilers Af^ ist 

AqBq = 0 oder auch B^^Aq — 0 , 

d. h. es soll eine Zahl Bq existieren, die mit Aq links- oder rechtsseitig multi- 
pliziert Null ergibt. Natürlich wird dabei vorausgesetzt Aq 0, Bq 4= 0. 

Z. B. ist 

(28) -4, = 

Nullteiler, wie unmittelbar aus Gl. (14b) hervorgeht. Andere Nullteilen 
lernten wir im vorigen Paragraphen kennen, nämlich G und C_, Gl. (14) 
imd (15) daselbst. Ein weiteres Paar einfacher Nullteiler ist 

(24) = 1 -± 

Die Nullteiler sind für uns liesonders wichtig. w(>il sie zur Beduktion 
der hyperkomplexen Zahlen dienen. Unter Beduktion verstehen wir die 
Überführung einer solchen Zahl in eine Zahl von weniger Einheiten. 
Wir unterscheiden verschiedene Typen von Nullteilern je nach dem 
Grade der durch sie herbeigeführten Beduktion. Den Beduktionsgrad 
nennen wir r. Es gibt Nullteiler vom Grade r = |, Beduktion auf die 
Hälfte der ursprünglichen Einheiten, und solche vom Grade r = Re- 
duktion auf J. (Auch r = I ist möglich, aber für uns unwesentlich.) 

Die beiden Nullteiler (28) und (24) haben r = U Um dies bei (28) ein- 
zusehen, schreiben wir die allgemeine Zahl A in folgender Form an: 

(25) +a^y^ +a4yi2 +« 6 X 23 +«6731 +«7 7123 

+ ho74 + ^'l7l4 + *'2 724 + *'3 734 + ''4 7l 2 4 + ''5 72 34 + '^ 73 1 4 + *'7 7l234- 

Dann wird, wie man sofort ubersieht, wenn man die Multiplikation mit 
1+74 jedem der untereinander stehenden Paare einzeln ausführt: 

(26a) ^ (1 + 74) = (co + «i7i 4 - cjy, H «77123) (1 + 74)- «i = «1 + 

Die ursprünglichen 16 Einheiten sind also durch Multiplikation mit 1 + 74 
auf 8 reduziert, nämlich auf diejenigen, in denen der Index 4 nicht vor- 
kommt. Dasselbe gilt für den Nullteiler (24). Hier ordnen wir so an: 

(26) ^=00+0171+0,73 +0,74 +ffl4 7l3+«6 7l4+«6734 +«7748* * 

+ *(*'o7i2+*'i 72+ ^27312+^37412+ *>4 72 3+ ^6 72 4+ *>673 4 12+ ^ 78 n) > 
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wobei also die Faktoren der b in der zweiten Zeile aus denen der a in der ersten 
^ durch Multiplikation mit hervorgehen. Wieder hat man, wie in (25a): 

(26a) ^ (1 + '^>' 12 ) == (% + <^* 2^8 4- ‘ + ^ 7 ^ 234 ) (1 + '^^ 12 )» 

^'ifc = ^jfc “f- 

Ebenfalls von diesem Typus ist der Nullteiler G (Gl. 4. 14). Um dies einzu- 
sehen, schreiben wir ihn in folgender Form: 

(26b) G = fc„(/-1), 

1 «^0 

Aus (4.8a) folgt dann sofort y'^ — J. Infolgedessen wirkt C bei der Re- 
duktion ebenso wie der Nullteiler (23), d. h. mit r — 4. 

Wir erhalten (änen Nullteiler Vom Typus r = wenn wir zwei 
jiassend gewählte' iSullteik'r \om Typus r™ 1 initeinanch'r multiplizieren. 
Passend gewählt“ iK'iht dabei, daß die lieidcii Faktoren des Nullteilers 
miteinander vertauschbar und limair unabhängig sein solk'n. so daJ3 jeder 
von ihnen seine volle Reduktionswirkung ausuben kann. Diese Vertausch- 
harkeit und lineare Unabhängigkeit hegt in den folgenden beiden Rei- 
spii'len (27) vor: 

(I + 'ria) (1 + 74) 

oder 

(27 b) (1 +( 712 ) (' + ’V3 4)- 

Offenbar reduziert die Multijdikation mit einem NuJlteiler r = J die 
ursprüngliche Sechzehnergruppe auf die Gruppe der Quaternioneii. so wie 
Multiplikation mit (‘iiiem Nullteiler r ~ j auf die Grupjie der öiquatern- 
lonen fuhrt. Z. B. entsteht bei der Anwendung von (27a) wegen des ersten 
Faktors aus einer sechzehngliedrigen Zahl J die achtgliedrige aus Gl. (26a). 
Die Multiplikation mit dem zweiten Faktor von (27a) bringt dann alle 
Einheiten zum Verschwinden, die y^ enthalten, ähnlich wie in (25a). Es 
bleiben also nur übrig 

(28) 1 7i 73- ris: 

die hierdurch gebildete Gruppe von Zahlen ist aber in der Tat mit der 
Quaternionengruppe isomorph, wie oben im Anschluß an (6) gezeigt wurde. 

Wir können nun die Reduktion r = J zweimal anwenden, einmal von 
rechts und einmal von links. Dadurch reduzieren wir die Einheitenzahl 
auf d.h. wir kommen in den Bereich der gewöhnlichen komplexen 
Zahlen. Wir deuten das an, indem wir unter jT^, geeignete Nullteiler, 
unter A eine hyperkomplexe Zahl vom Charakter (8), unter a eine gewöhn- 
liche komplexe Zahl verstehen und wegen der näheren Ausführung auf 
die folgenden Beispiele verweisen: 

( 29 ) aF, F ^ 
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Der Faktor F' hängt hiernach von der Wahl der Nullteiler F-^, F^ ab, 
ist ab(‘r von der Beschaffenheit der zu reduzierenden Größe A unab-* 
hängig. Deduziert man eine Eeihe von Größen Aq, . . so stehen 
die reduzierten Darstellungen F\ Uo F\ . . ., in dem y-freien Verhält- 


nis Oj : «2 • • • •’ welches man zur physikalischen Deutung diT Größen 
Al, A 2 , . . benutzen wird. Damit ist das allgemeine Kechenschema 


für die Eeduktion und physikalische' Deutung beliebiger hyperkomplexer 
Zahlen oder Funktionen gewonnen; Man multipliziere rechts und 
links je mit einem Nnllteiler A und F 2 vom Tyjiiis r = }. Da- 
durch bringt man die fraglichen Größen auf eine vergleich- 
bar!' und deutbare Form. 

Es ist (aus Eealitatsgrunden. s. u.) vorteilhaft, Fj und F 2 zueinander 
adjungierl zu wählen, also etwa zu setzen: 

( 21 ) a) Fo - f . Fl = F, 

wobei dann F' — FF wird. Veriugt man im besoiuhTi-n iilx'r einen selbst- 

adjungierten Nullteiler. so hat man einfach 

(29 b) To - A = F, F' = 7 ^ 2 . 

Dies ist der Fall bei (27 a). Nach den tdlgemeiru'ii Begeh) ( 8 . 10 a, I)) wäre 
hier nämlicli 

f = (1 + 74 ) (1 - 1721 ); 

dies ist aber wegen \’ertauschbarkeit der beiden Faktort'ii (s. oben) und wegen 
^21 = "”712 /"identisch. Dagegen ist der Nullteiler (27b} nicht zu 
sich selbst adjungierl. Vielnu'hr hat man bei ihm nach (3. 10 a, h): 

r = (1 _ ,7j^) (1 4 - 1:7^2), 

und dies ist, trotzdem die beiden Klammern miteinander vertauschbar gind, 
von (27b) verschieden. 

Wir werden im folgenden den Nullteiler (27 a) vorzugsweise verwenden, 
nachdem wir ihn ,,auf Eins normiert haben“. Darunter verstehen wir die 
Forderung, [vgl. (29 b)]: 

(29 c) /2=r'-/. 

Wir können dies leicht erreichen, wenn wir unsere Definition (27 a) um einen 
Zahlenfaktor q abändern, also setzen ,, 

r = g(l + i7jj) (1 + 74). 

Daraus folgt 

(] + (1 + 7^)2 = 52 . 2 (] + iy ^^ . 2 (1 + 4 q ^ r . 

Unsere Forderung (29b) verlangt also: 

4 = g, q = I 
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Infolgedessen entscheiden wir uns für den Nullteiler 

W r = 1(1 + (1 +y^), 

welcher die folgenden Eigenschaften hat: Seine Faktoren sind vertauschbar; 
es gilt neben (30) auch 

(80a) -f r4)(i +vri2). 

Er ist selbstadjiingiert ; es gilt 
(BOb) 

Er ist auf Eins normiert : wir liabi'n 

(30 c) r. 

AVir betrachten jetzt einen Ausdruck \on der Gestalt 
(Bl) i//h. 

u, r Sei (un }*aar ziaanander adjungierter \\ (4b‘ijfunkt loneii. W(‘]cbe zuin 
gleichen Zustand gehören solhuj. // ein J’rodukt \on y-Einlautc-n oder auch 
irgendein y-Aggregut. Wir wollen II als sei bst adjungiert voraussetzen iin 

Sinne der Hegeln (3. 10 a. b^. Diest- Vorausset ziingtrii ft z.D.zu beider Dicht ep, 

♦ 

wo // ist. Ebenso bei d(‘in Slroni\ektor /, wo, vgl. (8. 0) und (8. 14), 

gilt II ^ i cy. Auch das inagiietisclie Moment des EkEtroiis wird durch 
('inen selbstadjungu'rten Oiu-rator l>estiniint. naiuhch durch 

II -- U0 mit 

so daß 

öl ... f ly.^ ---= uj. 

Agl. (2. 13). Man beachte, daß durch unsere Eordi'rung der Selbst-Adjunktion 
nachtniglich der Faktor i in der Di'finitioii von o motiviert wird, ebenso 

in der Definition des Stromes ). 

Wir reduzieren (81), indiun w'ir links und rechts mit den Nullteilern 
(29a) multiplizieren: 

(32) Trilur ^ aTr 

und behaupten, daß das Resultat a der Reduktion ri'ell ausfällt. 
In der Tat: Die linke Seite von (32) ist nach unserer Voraussetzung über 77 
und {u, v) selbstadjuhgiert : also aindi die rechte Seite. Da aber F F 
s(*lbstadjungiert ist, muß es auch a sein, a muß also, als y-freie Zahl, bei der 
\’ertauschung von + ^ löit - i ungeändert bleiben. D. h. a ist reell. 

Wir bestätigen dies irn Fallt* des Dichte-Operators 77 — y^; dabei 
wählen wir F gleich dem Ausdruck (80), wobei dann FF nach (30b, c) 
gleich F wird. 
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Wir können u zunächst in der 16gliedrigen Form (10) angeschrieben 
Renken. Durch rechtsseitige Multiplikation mit JT entsteht daraus vgl. (28), 
die viergliedrige Form 

(33) uT = (m„ + «171 + «2 Ys + «3 Ys i) T. 

Ebens(j entsteht ans v durch linksseitige Multiplikation 

(34) I'r = r (r„ - Yi - <'2 ^3 + »'3 r 1 3) • 

Hier haben wir die Vorzeichen so gewählt, daß den Regeln (3. 10a, b) betr. 
den Übergang zum Adjungierteii genügt ist : die sind dann konjugiert 
zu den in (33). 

Wir berechnen nun im Sinne von (32) mit ]] = 


(85) (^Q -- i\y-j^ ^2/3 + ^'3)^13) ^4 (^^0 + '^i7i + '^^2)^3 ^^3731)’ 

= (»’o + hri 1- «'273 + ’syis) (»0 + ««171 + «<273 + «37 i3 )- 
ln der letzten Zeile ist bereits Yt nach links herubergescliobon (X’drzeiclien- 
Umkehr bei y^ und y^. nicht aber bei y^j) und darauf fortgelassen, weil wur 
es uns mit dem Faktor 1 + y^ von F vereinigt denken können. Bei der 
weiteren Ausführung der rechten Seite von (35) entstehen Glieder mit 
yj, y^ und y^^, die aber nach beiderseitiger Multiplikation mit 7^ fortfallen 
[man vergleiche zum Beweis etwa das sjiätere Beisjiiel in Gl. (18 a, b)]. 
F]s bleibt also nur der y-freie Term übrig, der aus den Quadraten yj = yl 
=* “ yl^ — 1 entsteht. Wir nennen ihn a^, (der zur Dichte (> gehörigi' redu- 
zierte Anteil) und haben 


( 86 ) 


I 0 - a,, -- (i^ 

I o,, = r„K„ + I-J«! + rjjij + «'s^s- 


Dieser Ausdruck ist nicht nur reell, sondern auch posit iv def ini t (genauer 
gesagt „semidefinit“, d.h. ^ 0) wegen r, n*. (86) erweist sich als natur- 
gemäße Erweiterung der Dichte-Definition in der nic.ht-relativistischen Schrö- 
dinger-Theorie Q == und unterscheidet sich von der Dichte-Definition der 
relativistischen Schrödinger- Gleichmig (1.23) durch ihren definiten Charak- 
ter. In der ursprünglichen Dira eschen Darstellung wurde der definite 
Charakter und die viergliedrige Form (36) der Dichte geradezu als Postulat 
an die Spitze gestellt. Wir bemerken noch, daß die mehrfach genannten 
Regeln (10 a, b), di(' wir in § 3 als plausible Verabredung eingefulirt hatten, 
durch unseren Nachweis des positiven Charakters von (36) nachträglich be- 
gründet werden. 

Bei anderen selbst-adjungierten Operatoren 77 bleibt zwar die Realität 
des Reduktions-Ergebnisses, nicht aber im allgemeinen der positive Cha- 
rakter erhalten. Wir zeigen dies für den Operator des Stromes 77 == icy. 
Um die x-Komponente des Stromes zu berechnen, hat man in der 
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ersten Zeile von (85) durch y^ zu ersetzen. Vereinigt man nun y^ mit dem 
.davorstehenden Faktor, so ändert sich dieser ah in 

In der zweiten Zeile von (85) hat man also zu ersetzen 
Vq, t'i, t'g, i'g hzw. durch — — rg, 


Außerdem hat man den Faktor ic hinzuzufugen. Man erhält daher statt (36) 

(87) ( h 

(«1 = - i'iH,,) + - i-j«,). 

Die zusammengeklammt‘rten Biriomi' in sind naii imaginär, wegen 
— u*: 'jj wird also reell, abgesehen vom Keduktionsfaktor F. 

Zur lierechnung der ;//-Komponent(‘ des Stromes hat man in (35) y^ 
durch 72 zu ersetzen, wofür man hequeiiu'r i • i y^ setzt. Man scliiebe iyi^ 
über den davorstellenden Faktor hinulier, wobei sicli die Vorzeichen der 
i\ ti'ilweise ändern, und nehnu* vyjg m diai Faktor 1 t ‘iyi 2 F auf. 
Die weitere Rechnung geht dann wie l>ei der .r-Komponente und liefert 

( 88 ) ^ -- 

’ luo = (r,)V/i -f- /'j/g ^ (rgz/g -f- rg//.,). 

Die zusammengeklammerten (llieder in sind reidl, wegen i\ = u*, 
ebenso j^, abgesehen von dem /^-Faktor. 

Bei der c-Koinjionent t» /g verlautt die Bechnung ebenso wie bei djr 
ir-Komponent(' unter \'ertauschung von y^ mit yg und liefert 
h = icn..F, 

(39) ^ ^ 

' ’ lös = (''o"2 - Vo) - '''l«:! - 

Die eiiigeklammerten (lliediT sind wie bei d(*r j’-Koinpoiiente rein imaginär, 
)g wird also, vom /^-Faktor abgesehen, reell. 

Die Form der so gewonnenen reidlen Ausdrucke (37), (88), (89) hängt 
noch von der AValil des Kuliteilers /^ab: bei anderer Wahl von F treten 
die Ui, i\ in anderer Weise zu reellen bzw. rein imaginären Aggregaten zu- 
sammen. Dagegen ist der Ausdruck (36) für die Dichte von der W'ahl des 
Nullteilers unabhängig. Daß die Strom-Komponenten nicht definit zu 
sein brauchen, ist aus dem Aufbau der Ausdrucke (87), (88), (39) ersichtlich. 

Unsere hyperkomplexen y-Einheiten heißen in der mathematischen 
Literatur Cliffurdsche Zahlen. In der Tat hat sie der geniale, früh ver- 
storbene Engländer Clifford^) in allgemeinerer Form {n statt 4 Einheiten) 
für geometrisch-algebraische Zwecke schon 1878 eingefülirt und gruppen- 
tlieoretisch untersucht. Für das Studium der Dirac-Gleichung sind unsere 


1) W. K. Clifford im Jahre 1878, vgl. Enc. d. Math. WTss., Bd. I (Art. 
Study), S. 165 und 180. 
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Einheiten zuerst von Temple^) und Eddington^) verwendet worden. 
,J)as oben geschilderte Reduktionsverfahren mittels geeigneter Nullteiler 
hat Sauter^) ausgebaut und erfolgreich auf mannigfache Probleme der 
relativistischen AVellenmechanik angewandt. Eine systematisch vertiefte 
Be< 7 undung des 8aut(‘rschen Wrfahrens liefert eine Abhandlung von 
Franz^). 

Dagegen ]>edienen sieh JDrac selbst und die meisten seiner Nachfolger^) 
des scheiniuir ganz anders gearteten Mat rizen-Kalkiils. AVir kennen die 
Mairizen-Methodi' aus Kaj). III, § e. Dort liandelte es sieh aber um un- 
endliche Matrizen als Ersatz fiir die kontinuierlichen Variabtdn der Sclirö- 
dinger-rileichung. Jetzt haiidcdt es sich um Matrizen von vier Reihen und 
vier Spalten zur Darstellung der diskriden SpinAIoglichkeiteii. Auch bei 
diesen vird die Multiplikation zwckt Matrizen durch das Schema der 
Peterminanten-Multiplikatioii (111. -V 3) erklärt. .Man kann nun in mannig- 
facher Veise vier vKWuhige und vierspallige '\fatriz(‘n so wahkui, dab sie 
unseren Multiplikations-Regeln (2. 2) genügen und erhalt auf diese ^\iuse 
eine allerdings unnötig spezialisierte und etwas unuliersicbtliehe, aber 
konkrete Darstellung unserer v ier abstraktt‘ny-(lroi.ten. Aiadi die y-Produkte 
werden dann vierreihige Matrizen. A\ ir werden in Zusatz 13 solche Dar- 
stellungs-Möglichkeiten aufbauen, die nur aus dim ZaliK'U 0. 1, zr 

gebildet sind. Dadurch, dafl in ihmai die meisb'ii Stellen von Nullen besetzt 
sj|id, wurd das Multiplizienui solcher Matrizen nicht zu schwierig. Es er- 
fordert aber mehr Aufmerksamkeit und beansprucht das Gedächtnis viel 
nifdir als unser allgemeines y-\Prlahren. J:>(*sonders (anfach wird, vgl. am 
Ende von Zusatz 13, die Matrix-Jlarstellung der Nullteiler: Ein Nullteiler 
mit r ~ I kann durch eiiK' Matrix dargestellt werden, welche nur an zwei 
Stellen von 0 verschiedene Elemente besitzt, ein Nullteiler mit r " J 
durch eine solche, die nur (‘in von 0 vi'rschiedenes Element aufweist. 

Man kann sich nun auch die M'ellenfunktionen w, v durch j X 4-reihige 
Matrizen dargestellt diuiken. Sie bestehen aus zunächst 16 im allgemeinen 
nicht verschwindenden Teilfunktionen, die den Koeffizienten Wq . . . usw. 
in unserer hyperkon]})l(*xeii Darstellung (»ntsprechen. Multipliziert man aber 
dieses allgemeine Matrix-Schema der n rechtsseitig mit eimmi Nullteiler 
r = }, so verschwinden alle Elemente von n bis auf diejenigen einer Spalte 
(liei linksseitiger Multiplikation liis auf diejenigen einer Reihe). Man reduziert 

p G. TempJe, IToe. R. Soe. 127 , 339 und 349 (1930). 

2) A. S. Ed ding ton. Proe. R. Soe. 121 (1928) u. ff. 

8) F. öauter, ZS. f. l’liy.H. 63 , 803 (1930) und 64 . 295 (1930). 

^) W. Franz, Münchener Akademie, November J935. 

Vgl. z. B. das schöne Buch von L. deBroglie, L’Electron magn6- 
tique, Paris 1934 bei Hermann Cie. 
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dadurch die 16 Funktionen Uq . . . auf 4 Funktionen ... Mit 
diesen 4 Funktionen rechnet man in der uhliehen Darstellung der Dirac- 
Theorie. Man kann, ebenso wie v, auch den Diracschen Differential- 

Vusdruck Ln (oder den adjungierten fil/) mit einem Nullteiler r == J 
reduzieren. Dadurch erhält man ebenfalls eine Matrix von nur vier Ele- 
iiienten. !Man spricht daher in d(‘r üblichen Darstellung von J Dirac-Glei- 
cliungeii, denen die vier Funktionen Wj ... 1/4 (hzw. Cj . . . zu genügen 
iuihen. Dies wird für den Spezialfall des Kepler-Jh’ohloms in § 8 ausgefuhrt 
W('rden. Von unserem Standpunkte aus ist diese Ausdrucks weise reichlich 
speziell. Der allgemeine Sachv(‘rhalt kommt lasser zum Ausdruck, wenn 
man mit miier 7 -ahhangigen Diftereiitialgleichimg und einer solclien 
V elk'iifunktion n-chiK't 

Anhang: Zur red uz htI fii ])ar.st el 1 u ng der ebenen Welle 

Vir Wollen unser I{(‘dukti(>ns-\ erfahren zunächst an der im vorigen 
Paragraphen laadi mehl zu JGnh' gcduhrteii Normierung der t'beiieii AVelle 
aiisjirohiereii. Fs hairdelb' sich darum, die (!l (1.25) zu (‘rfulk-n. Wir 
wählen für das dortige 7^ uns(Ten Xullteik'r aus (il. (30) und setzen ver- 
suchsweise an: 

( 10 ) F-_^F=Nr. 

wo iV ein nadlet, sogkdch zu bestimmender NormiiTungsfaktor ist. Daqj|p 
gtdit du' gt'uannte (ilmchung uIht in 

'41) 7 ’. 

// c 

Hier müssen wir das Aggregat 

( i^) rar = km- < y, ,) (i 1 n) - k) j (i + , y,,) {i -t. y,) 

wirkliidi ausreduzK-reii. 

Wir sehen sofort : Die Summenterme mit a = 1.2 und 3 fallen heraus. 
Man hat z. B. heim tHienschielien des linken Faktors 1 -f ^yl 2 rechts: 
I13a.) (1 +''712)71^71(1 -»na) 

and beim Ausinultipliziereii mit dem nrhls daneben stehenden Faktor 1 

(ISb) (1 -'I7 i 2)(1 +''7ia) = 0- 

IMienso fallen die Terme mit yg 7^ hirt (um letzteres zu zeigen, hat man 
1 A 74 statt 1 -f- iy ^2 überzuschieben). Es bleiben also von G nur die 
Terme übrig: 

hiK-K' 

\\ ir können diese vereinfachen zu 

i /14 — /Cq, 
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weil (1 + 74)74 - 1 + 74 . Mithin wird schließlich: 

(44) ^ rar = (it, - y 

Wir haben an diesem Beispiel im einzelnen gesehen, wie das Zusammen- 
wirken der links- und rechtsseitigen Nullteiler r = | im Sinne der Gl. (28) 
die hyperkomplexe Zahl G auf eine gewöhnliche Zahl a = ik^~ reduziert. 
Setzen wir jetzt (44) in (41) ein und benutzen für und k^ ihre Werte aus 
(4.8), so ergibt sich* als Nurmierungs-Bedingung: 

he \ ;,(• 

Wir genügen dieser Bedingung indem wir setzen ; 

(44 a) JV = 


r = r. 


und haben nach (40): 
(44b) F = F = 


nVEiE + E,) 


fl er 




nvE{E+\)' 

Jetzt erst sind die Wellenfunktionen « (4. 10 ) und r ( 4 . 12 ) in bestimmter 
Weise normiert. Ihre explizite Darstellung wird: 

— (^ S y» — k,) e " “ — (1 -j- yj (1 ^ ^y^ 


(45) 


^2VE(E + E,) 

he 1 


nVE{E+~E,) 4 

Wir wollen uns überlegen, inwiefern die Form dieser Eigenfunktionen 
von dem gewählten Nullteilcr Fabhängt. Der allgemeinste Nullteiler, den wir 
zur Eeduktion von « benutzen können, entsteht offenbar aus (30) durch 
Multiplikation mit einer beliebigen hyperkomplexen Zahl A vom Typus ( 8 ), 
so daß wir zu betrachten haben [man braucht von dem Ausdruck (dii) für u 
nur die y-haltigen Faktoren G und F hinzuschreiben]: 

® (“0 + “1 Fl + • • • + Oi5 yj234)F. 

Wir wissen, daß G und F Nullteiler vorn Eeduktionsgrad r = j [vgl. (26 b)] 
bzw. r = J sind. Sie reduzieren also die 16 Parameter a auf 


2-4 

Pwameter. Von diesen wird noch eiuer durch die Normierungs-Bedingung 
absorbiert. Es bleibt also eine einparametrige Schar von Lösungen übrig. 
Mit anderen Worten: Außer unserer Lösung(45) gibt es eine andere, 
hnear davon unabhängige. Das Verhältnis der multiplikativen 
Konstanten, die man beiden Lösungen bei ihrer Superposition 
hinzufügen kann, entspricht dem noch verfügbaren Para- 
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meter der Schar. Wir finden die fragliche zweite Lösung, wenn wir in 
beiden Zeilen von ,^45) statt 1 + ^4 schreiben: (1 -f ^ 4 ). Die so ent- 

stehende zweite Lösung ist ebenfalls normiert und zugleich, wie man 
It'icht nachrechnet, zu (45) orthogonal. 

Wir unterscheiden diese beiden Lösungen der kräftefreien Dirac- 
(ileichimg durch den unteren Index Z = 1 , 2, sclireibeii also Ux , Vx statt des 
iriiheren u, i\ fe'rner , Fx statt des früheren GF, FG in (4. 10 ), (4.12) 

(46) = 

und betonen: Die Koordinaten- Abhängigkeit ist in den beiden durch A 
spezifizierten Zuständen dieselbe; der Thiterscbied hegt nur in dem /^-Faktor, 
das ist, wie wir später (§ 12) sehen werden, in der Spin-Abhängigkeit. 
Wegen Normierung und Orthogonalität der Ux, haben wir für die Fx 

( 17 ) Fx', yj"x = 

Gl. (4.22) liefert daraufhin für den Index /? = 4: 

alRi). woiin man die Bedeutung vnn fr, = iEjfic und fr,, = EJhc, Gl. (- 1 . 8 ), 
berücksichtigt 

148) r,rA = ^öyAr. 

Gleichzeitig folgt aus (4.22) für = 1, 2, 8 

fr Ta' T; = - fr, r, y Ei = - fj. 7 A, 
also auch, mit Rücksicht auf (48): 

1« r,.;r.= 

liei der letzten Umformung wurde der Impuls hk durch vtv und E durch mc^ 
ersetzt. 

Die Gin. (47), (48), (49) zeigen, wie sich die Einlieiten 1 , >^4 unter 

der beiderseitigen Einwirkung der Faktoren Fx reduzieren. Wir können 
nun fragen, ob sich auch die höheren y-Produkte, z. B. 

// = yi2, • • •> yi23» ■ • •» Zl234> 

in ähnlicher Weise reduzieren lassen. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall. 
Es gilt aber der für Späteres wichtige Satz: 

2Ä/7A-0; 


(50) 
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in Worten: Der reduzierte Wert aller höheren y-Produkte verschwindet 
in der Summe über die beiden Spin-OrientiMungen A = 1, 2. 
A\’ir deuten den Beweis an : Zunächst ist es bequem, eine der Koordinaten, 

z, B, die r-Achse, in die Fort])flanzungs-Richtung k der ebenen Welle zu 
legen. Dann wird die Dirac-Gleichung wegen k-^ = k^^ = 0 von yg 
und ist somit, gegen einen Vorzeichenweclisel von y^ oder invariant. 
Auch d(‘r auf der linken Seite von (50) stehende Ausdruck ist invariant 
gegi'ii einen Vorzeichenwechsel z. B. von y^, da da» durch spezielle Wahl 
von r, etwa bedingte Vorzugsrichtung des Spins in der symmetrischen 
Summe über 2 = 1,2 fortfallt. Wir schließen also: 

(M) 2^/71’;== 2Ä/7'A, 

wo JT aus 7/ durch Vorzeichenwechsel von yj bei ungeändertem yg, y^, y^ 
hervorgehen möge. Enthalt nun /7 den Faktor y^, so wird 7/' = —77 
und man schließt aus (51) unmittelbar auf (50). Ebenso wenn //' den 
Faktor yg enthalt und wir den Vorzeichenwechsel in yg vornehmen bei 
ungeändertem y^ y 3 y^. [Neluaibei bemerkt: UnsiTe Schlußweise erstreckt 
sich auch auf die Sondt*rfalle // — y^ und IT = yo und steht dann mit 

Gl. (49) nicht in Widerspruch, w^al ja lad unserer Auszeichnung der ;:-Achse 

>■ 

die X- und i/-Komponent(‘ von k verschwindet.] 

Hiernach ist Gl. (50) bewiesen für alle lüodukte 77, die entweder y^ 
oder yg als Fakt(jr tmt halten, d. h. für alle möglichen 77 mit Ausnahme des 
Produktes 77 = y 3 4 . Für dieses letzüTe Produkt versagt unsere Schluß- 
weise, weil y-j und y^ in der ])irac- Gleichung vorkomnu'ii und daher diese 
Gleichung sowie die aus ihr folgende ^^'ahl von nicht invariant sind 
gegenüber einem Vorzeiclien-AVechsel in y^ oder y 4 . Gerade in diesem Falle 
gilt aber als Verschärfung von (50) benats für das einzelne 2 die Gleichung 

(52) 

Man beweist sie aus den zueinander adjungierten Dirac-Gleichungen^) 
(iyg/c + ^y4 /C4 -ü Jcq) Fl = 0, 

Ä (iy3/c + iy4/r4-l-/g = 0, 

indem man die erste von links mit F^ y^, die zweite von rechts mit y^Fx 
multipliziert und die eine von der anderen subtrahiert. 


1) Man gehe etwa auf die Form (4. 21) zunu k, lasse die Koordinaten- 
abhängigen Bestandteile von n und v fort und spezialisiere auf unseren Fall 
= k.^ — 0 . 
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'IIIl 

Invaiipz gegenüber Lorentz-Transformationen 

Es war das ausdrückliche Ziel der Diracschen Theorie, die Welleii- 
niechaiiik relativistisch invariant zu machen. Wir wollen jetzt zeigen, daß 
dieses Ziel erreicht ist. 

Wir schreiben die Dirac-Gleichung im Anschluß an (2. 89), S. 227, 
abgekürzt folgendermaßen: 

(1) IraP« +P„1 m = 0. 


Zur Erläuterung diene folgendes: 

1. Wir haben die Surnrnations- Vorschrift für den Index a fortgelassen, 
indem wir uns die von Einstein eingefubrte allgemeine Regel zunutze 
machen: Doppeltes Vorkommen eines Index verlangt Summation über 
diesen Index, und zwar hier Summation von a = 1 bis a = 4. Dieselbe 
Jtegel gilt für alb» folgenden Gleichungen dieses Paragraphen. 

2. Ferner haben wir die in (2.381)) \orkommende Große 

f 

(2) („elementarer Imi>uE'‘) 


(>infach ersetzt durch 

(8) ♦ 'Pu = ■“ ^ („kanonischer Impuls“). 

t 0 


beide Großen verhalten sieh namhch bei Koordinaten-Transforniationen 
gleich; das Viererpotential ^ (^(,19)) ist ein Vierervektor, geradeso wie p«. 
Infolgedessen ist die abgekürzte Schreibweise p„ statt (2) für unsere 
Transformations-Zwecke erlaubt^). 

3. Schließlich haben wir j)q für das in (2. 89) vorkommende Produkt 
gesclirieben : ist im Gegensatz zu p„ eine Invariante. 

Gl. (1) gilt in dem ursprünglichen Koordinaten- System 

X,, = Xi, X., x,„ X4 ^ i et. 

Vir führen durch orthogonale Transformation ein zweites System ein: 

(4) 

1 fies ist eine allgemeine L o r en t z - T r a n s f o r m a td o n . Ihre Koeffizienten „ 
genügen den vierdimensionalen Orthogonalitäts-Bedingungen ist das 
liekannte Symbol 1,0): 

(5) ^1^0 — ^u/^^tty = ^/9y 


0 Statt Pa hätten wir auch die frühere Abkürzung Gl. (2. 5), be- 
nutzen können, die sich von (2) nur um den Faktor ~ unterscheidet. Die 

auf S. 263, Gl. (II) benutzte adjungierte Größe pa ist dann, bis auf denselben 
l'aktor, gleich li?«, Gl. (2. 4). 

Sommerfeld, Atombau. II. 


17 



25-8 


Die Diraosche Theorie des Elektrc^s 


IV. 6. 6 


Die Umkehrung von (4) lautet 

(6) x^ = a^^x\,, 

was unmittelbar mit Hilfe von (5) bewiesen wird. (S'aturlicli ist in (6) 
nach y, in (4) und (5) nach a zu summieren.) 

Ebenso wie der Koordinaten-Vektor x^ transformiert sich der Imjiuls 
(Definition des Vierervektors!). Man hat also 

(7) p'(i = OiiaVu, (7 a) = 

(In der letzten Formel haben wir den Index y vermieden, um einer Konfusion 
mit den sogleich zu benutzenden y-Einheiten vorzubeugen.) Wir setzen 
(7 a) in (1) ein und erhalten 

(8) + nl >' = 0- 

Andrerseits lautet die Dirac- Gleichung im gestrichenen System (alle 
Größen in (1) werden mit einem Strich versehen, mit Ausnahme von 'p^^, das 
seiner Bedeutung nach invariant ist, s. oben: der Index a wird passend in v 
umgeändert) : 

(9) jy: ?>: + pj «' = 0. 

Unsere Invarianz-Forderung gelil dahin, daß die linken Seiten von (8) 
und (9) identisch werden sollen. Dies kann man auf zweierlei Art erreichen: 

A. Erster Standpunkt. Man setze 

(10) u' == u; 

dann ergibt sich durch Vergleich von (8) und (9) 

( 11 ) y', = a,^y^. 

Die y transformieren sich wie die Komponenten eines Vierer- 
vektors, vgl. (4); die Wellenfunktion ist invariant. 

B. Zweiter Standpunkt. Man setze 

(12) y' = y 

und transformiere u durch die Substitution 

(13) ly/ = Tu, 

wo das Symbol T außer von den a auch von den y abhängen wird. Setzt 
man (12) und -(18) in (9) ein und wendet überdies auf (9) die reziproke 
Substitution von linksher an, so entsteht aus (9) (diep',, und jOq sind als 
von den y unabhängig mit T vertauschbar und es gilt T-^T = 1): 

( 14 ) {T-'y,Tp, + Pf,]u = 0. 

Der Vergleich mit (8) liefert als Bedingung für T 
( 16 ) ” y,a,„ = T-^y,T. 
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A. Wir stellen jiis zunächst auf den ersten Standpunkt, der uns 
der natürlichere scheint. Wir haben zu zeigen, daß die durch (11) 

definierl.en y'^den^Pen Charakter haben wie die y im Ausgangs-System, 

(laß sich also auch sie antikommutativ verhalten und ihre Quadrate gleich 1 
Wir behaupten also 

(i'i) 

/lim Beweise schreiben wir die linke Seite von (16) nach (11): 

(^uaVa avt/Yfi + a,a?u K « S/^)’ 

Hier sind die // und r feste Indizes, nacli den a, ß wird summiert. Die Be- 
/,(r‘ichnung der Summations-Tridizi's ist aber gleichgutjg. Wir dürfen also a 
und ß vertauschen. Dabei bleibt der AVert der ( ) ungeändert. Wir können 
daher statt der rechten Seite auch schreiben: 

i {ya yfi + 7 “) 

Hut verschwindet der erste Faktor für /9 W a. Mithin bleiben nur die V 
rdieder mit /? = a. ])ie8(' werden wegen y'^ = 1 und mit Bucksicht auf die 
Orthogonalitäts-Bedingungi'n (5) in d(‘r Summe über a: 

Dies ist die rechte Seite von Gl. (16), welche somit b(‘wiesen ist. 

Die y sind also dieselben hyperkomplexen Einheiten wie 
die y. 

Sodann müssen wir erläutern, was unter der Gl. (10) n — ii zu verstehen 
ist. Offenbar das Fidgende: u ist eine gegebene Funktion der y und x, 
i/ eine gesuchte Funktion der y und x\ Um letztere aus ersterer zu erhalten, 
hat man in u (y, x) die x nach Gl. (6) in die x' und die y nach (11) in die y' 
uinzusetzen, also zu schreiben 

u (y, x) = V {a^ay'f^ 

Ordnet man letzteren Ausdruck in eine Funktion der y', x' um, so entsteht 
die gesuchte Funktion v' (y', x'). Die Identität u = u' besteht dann für alle 
\\ erte- Quadrupel y, j-eÄerseits und die Lorentz-Transformierten y', x' 
andrerseits. 

Mit der Invarianz von u und dem Vektor-Charakter von y, Gl. (10) 
und (11), hängt unmittelbar der Nachweis zusammen, daß sich die in § 8 
eingeführte und schon dort als „Vierervektor“ bezeichnete Btrom-Dichte- 
Oröße bei Lorentz-Transformationen wirklich wie ein Vierervektor verhält. 

"WOr definieren wie in (8. 6) 

(17) Sa=vy^u 

und entsprechend für ein gestrichenes Lorentz-transformiertes System 
(17a) S't, = vyaU 


17 * 
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Wegen (11) ist aber 

y'a = 

mithin 

Sa == aa^vy^u = 

Dies ist aber wegen (4) das einen Vierervektor charakterisierende Verhalten. 

Wir haben nur noch den Beweis nachzutragen, daß die Invarianz 
von u auch diejenige der adjungierten Wellenfunktion v nach sich zieht, 
wie wir in (17 a) stillschweigend angenommen haben. Zu dem Ende schreiben 

wir die adjimgierte Dirac-Gleichung [vM) = 0, Gl. (8.5) und (8.4), vgl. 
auch Anm. 1 von S. 257, in folgender Form 

<- 

(18) »{ + Po! = 0, 7« = - y ^ j 

Hier ist p« ebenso wie fa ^*1« Vierervektor, transformiert sich also nach 
Gl. (7a), wälirend die frühere Invariante iiWpC ist. (18) ist also 
identisch mit: 

(18a) ® + J)«| = 0. 

Dies vergleichen wir mit der adjungierten Dirac-Gleichung im gestrichenen 
System, die wir in Analogie zu (9) schreiben: 

(18b) f' (p!y! +Pol = 0 

oder auch wegen (11): 

(18c) |p! o,„ ya + Pol =• 0- 

Aus dem Vergleich von (18 a, 18 c) folgt nun in der Tat unsere Behauptung 

v' — V. 


Da der Vierervektor S die für physikalische Schlüsse wesentliche Größe 
ist, bedeutet der Nachweis seiner Lorentz-Kovarianz den Kernpunkt der 
Dira eschen Theorie. 

Bekanntlich ist die Divergenz eines jeden Vierervektors eine Invariante. 
Im Palle unseres Vierervektors S ist der Wert dieser Invariante Null nach 
der fundamentalen Kontinuitäts- Gleichung (8, 8). Also 


dSa . A 


Durch Integration über den dreidimensionalen Baum dr bzw. dr' folgt 
hieraus wie in (8. 9) 


(19)* jsjr-^C 6ez. js,dT = C'. 
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Wir setzen C = /'[^rmierungs-Betogung (8. 12), Wahrscheinlichkeit 1, das 
Teilchen irgendwö'iP Baum dr voillEinden]. Wir müssen zeigen, daß auch 
^ r wird. (Anderenfalls wäre die Wahrscheinlichkeits-Deutung nicht 
Ijorentz-invariant !) 

Wir benutzen dazu den vierdimensional erweiterten Gaußschen Satz 
(Ula) j DWSd = j Sndxn 

{(] T =■ vierdimensionales Eaumelement, = dreidimensionales Element 
(liT Begrenzung, n = äußere Normale) und wenden ihn an auf den Doppel- 
keil, der von den Hyperebenen =■ Const und x\ ^ Const gebildet wird. 
!)](' Begrenzung besteht aus diesen beiden Hyperebenen und aus zwei 
llyperfläcben im Unendlichen. Die letzteren geben keinen Beitrag zur 
ri'chten Seite von (19 a), da u und r, also auch S, im Unendlichen ver- 
schwinden sollen. Die linke Seite von (19a) verschwindet wegen der Konti- 
nuitäts-Gleichung. Daraufhin schließt man aus (19a) mit Eucksicht darauf, 
daß die äußere Normale n längs x\ — Const die Bichtung von —dx^ hat, 
wenn sie längs x^ = Const mit -j- dx^ ubereinstimmt: 

(19b) js.dT = js;rfT'. 

(19 b) ist aber wegen (19) gleichbedeutend mit unserer Behauptung C = C. 
l)ie Normierungs-Bedingung C—F ist Lorentz-in variant und 
hat C — F zur Folge. 

Wir haben gesehen, daß sich die y selbst und die mit ihnen gebildeten 
tirößeii/S = ryw wie Vierervektoren verhalten. Wir können hinzufügen, 
daß die y-Produkte und die mit ihnen gebildeten Momente 

(je sechs, Größen) einen Sechservektor bilden. Die (jii,v räumlich) 
traten in (2.11) beim magnetischen Moment des Elektrons sowie in 
(2. 12) {fl V raumzeitlich) i)eim elektrischen Moment desselben auf. Die 
(Iröße ,, bedeutet dann die Momentendichte. \ 

Der Sechservektor-Charakter von y^„ folgt unmittelbar aus der Trans- 
formationsformel (11); es gilt nämlich: 

(20) y;,,, = “ Clya%^)yaßy 

wobei im letzten Ausdruck ol <ß gemeint ist, so daß jedes Produkt y„ß nur 
»inmal auf tritt. (20) ist nun in der Tat die einen Sechservektor charak- 
terisierende Transformation, indem die ( )-Koeffizienten die Unterdeter- 
Miinanten des Schemas der \%ß\ sind. ♦Dieselbe Transformation gilt von 
'iiiserem Standpunkte A aus auch für die sechs Komponenten der Größe 
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wie unmittelbar aus der bei (17) ^^chg; 9 |ührten, entsprechend verall- 
gemeinerten Überlegung hervorgeht. 

Man sieht ferner leicht ein, daß für die vier Produkte zu dreien 
wieder die Transformationsformeln des Vierervektors gelten und daß ^1234 
' eine Invariante ist. 

Die dreifachen y- Aggregate „ treten in dem Ausdruck für die 
Spindichte auf, die wir durch 

definieren wollen; diese transformiert sich dann, ebenso wie y^,„, wie 
ein Vierervoktor. Hire drei räumlichen Komponenten lassen sich in 
der Form vay^u schreiben. Der räumliche Spin-Operator ist von dii'sem 
Standpunkte aus oy^. 

Dagegen wurde früher der in (2.13) eingefuhrte \ektor o selbst ah 
Spin-Operator bezeiclmet. Wir wollen demg(‘genuber misi^re jetzige Defi- 
nition ö y 4 des Spm-OpiTators lH‘grunden und dann das A i'rhältnis beider 
beleuchten. 

Man beachti' zunächst, daß die Bi'dmgung für die zeitlu'he Konstanz 
eines Operators A allgemein lautet (sielie Gl. \ von S.2G3): 

(21) Hy,A - y,AH - 0 

oder was vermöge dAjdt = 0 hiermit gleichla^deutend i^t 

(21a) Ly^A -y,AL - 0. 

H ist der unten durch (I) definierte ,,Haniilton-Opürator“, L der in (3. 2) 
definierte ,,Dirac-Operator‘‘, d‘"r, m (‘iitsprechendor V eiM^ wie H ge- 
schrieben, lautet ; 

4 

L — 2 y« Va r Po- 

1 

Indem man nun in (21 a) A glf'ich dem Operator N des Drehimpulses maclit, 
erhält man eine von (2.21) abweicbendt* Gleichung, in der N durch y^A 
ersetzt ist. Um also das genaue Analogon des klassischen Drehimpulses 
zu definieren, müssen wir das N aus (2. 27) noch mit y^ multiplizieren. 
So entsteht der oben angegebene Spin-Operator o'y 4 au^ dem friiheren (j 
Der Oporator N aus § 2 hat aber trotzdem eine sel))ständige physi- 
kalische Bedeutung. Soll nämlich eine Komponente dos Drehimpulses in 
einem gewissen Zustand (Wollenfunktion n) einen scharfen Wert besitzen, 
so muß nicht etwa 

= Cu 

sein, sondern \\ie in (2.28) gefordert, 

Ajg M = C U. 
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Denn dann ist der Mittelwert des Drehirnpulses y 4 .N^i 2 vermöge der Nor- 
mierung von u gleich dem Eigei:i||h:t C, nämlich 

är — C^^'y^u(lT = C. 

Hierdurch kann unsere frühere Bezeichnung von N als Drehimpuls und 
voll a als Spin-Operatfir motiviert werden. 

Zum nachträglichen Beweibi* von (21) .sclm'ihe man die Dirac- 
(Ili'iehung in der Form 

(I) - j - Hl,. H 1 1, jSr.r« ?« + r. /'..j + 1' 

und die adjungierte 

|Sr-<r< /‘a + r, /'u| r r. 


Für den MittiFvi'rt .1 (‘me> melit explizit von / abhangigmi Operators A 
eilt dann: 


I j* 

(111) V J - ~\rA iniT 

^ dt df] 

Hkt ist nach (II) 


f( 


d r () u 

. 1 u + r J — 
dt dt 


dl 


? 

7/ 


I ((' K Au— r A H v) d T. 


f r AM udr --- f / {je !2r«74F« r r4?^J d- 1 ’) 0 udr. 

' 1 * 

])urch partK'lle IntegratKm vni\\>i sicli mit Buck^icllt auf die Definition 
\on und in Anni. J von S. 2r)7 

j vK A u d T j'i cv |2ru?a + 0)1 Ti -1 + j ^A uäx 

- j Hy^ A u d r. ^ 

(III) gtdit hiernach über m: 

iTf'^ = j^i'ir^Hy^J ~äH)i,,1t. 

S^)ll der Mittelwert von A für btdiebige Lösungspaare u, ? zeitlich kon- 
stant sein, so muß der Integrand verschwinden, Mbr haben also 

(I V) y^Hy^ A —AH = 0 
oder, nach Multiplikation mit y^ 

fV) H y^ A — y^ A H = 0. ^ 

Dies ist unsere Behauptung in GL (21). 

^ Auf den Standpunkt B wird inan sich dann stellen, wenn man 
<be y durch spezielle Matrizen darstellt, wie das gewöhnlich geschieht, vgl. 
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den vorigen Paragraphen S. 252. Dann wird man, um die einmal ein- 
geführten Matrizen beibehalten zu Hannen, y' = y setzen, Gl. (12). 
Infolgedessen hat die Transformation der Wellenfunktiqjj^, Gl. (18), für die 
Invarianz der Dirac-Gleichung und die Kovarianz des Strom-Dichte- 
Vektors aufzukommen. Ersten' war gewährleistet, wenn die in (18) vor- 
kommende Substitution T der GL (15) unterworfen wurde. Indem wir die 
Auflösung dieser Gk'ichung nach P zuruckstellen, beschäftigen wir uns 
zunächst mit der Kovarianz des Strom-Dichte-Vektors. 

Dazu müssen wir außer der Transformation der V’ellenfunktion u 
diejenige von r kennen. Wir setzen an 

(22) r' = vT 

und haben die hier eingefuhrte Transformation T zu bestimmen, nämlich 
durch T auszudrucken. Dabei verfahren wir analog wie bei der Bestimmung 
fVon T in den Gin. (12) bis (15). Wir setzen also (22) in (18 b) ein und multi- 
plizieren von rechts mit T. Es entsteht mit y\ = y, : 

(22a) vQ\ fy,T-fp,TT) = 0. 

Durch Vergleich des Koeffizienten von mit dem in (18a) folgt T T = 1, 

also 

(28) T = T-\ 

Daraufhin wird auch der Koeffizient von in (22 a) mit dem in (1 8 a) identisch 
vermöge Gl. (15). Gl. (22) lautet also definitiv: 

(24) v' = r T-\ 

Jetzt können wir den Strom-Dichte-Vektor (17) transformieren. Wegen 
(18) und (24) ergibt sich 

(25) ' S', = vT-^y,Tu. 

Benutzen wir Gl. (15), in der wir v durch a und a durch ß ersetzen, so er- 
halten wir 

Sic = 

Dies ist aber wegen (17) soviel wie 

( 26 ) = a^^Sß. 

I Wir schließen daraus wieder, indem wir etwa mit (4) vergleichen: Der 
I Strom-Dichte- Vektor S transformiert sich als Vierervektor, 
w. z. b. w. 

Die Lorentz-Invarianz der Normierung folgt jetzt aus der Kontinuitäts- 
Gleichung und dem Gaußschen Satz, Gl. (19a), genau so wie unter A. 



TV. 6. 28b 


Invarianz gegenüber Lorentz* Transformationen 


266 • 


Ebenso wie der Vierervektor-Charakter von S kann man den Sechser- 
\ ektor-Charakter von M (vgl. S. beweisen. Man hat nur in der zu (25) 
iiiialogen Gleichung 


V/,', y = V T ^ y^yT u = v T~'^ • T ^y^ Tu 

Gl. (15) zweimal anzuwenden. Man findet dann zwischen und M^ß 
(|(‘iiselben Zusammenhang, wie in Gl. (20) zwischen und welcher 
iur d(‘n Sechservektor charakteristisch ist. 

Wir haben uns jetzt näher zu befassen mit der Natur der in (13) ein- 
gfduhrten Transformation T und mit der Lösung ihrer Bestimmungs- 
gleichung (15). AVir schicken ein einfachstes Btispiel voran, nämlich die 
sjiczielk' Loren tz-Transformatioii, die der Kelativbewegung längs der 
j-Achse mit der Geschwindigkeit ßc entspricht: 

x, + ißx, 

X, = Ij = Ij, 

X, - ißx, 

Xi = , X« = X.,. 

\1~ß^ 


Das Schema der Transformations-Koeffizienten schreiben wir 


COS 0 

0 

0 

sm 0 

mit tg 0 

iß. 

0 

1 

0 

0 

C(» 0 — __ 

1 

0 

0 

1 

0 

u 

T-+ 

~ sin 0 

0 

0 

Cos 0 

sin 0 = __ 

>ß 

VI 

-ß^ 


0 ist ein imaginärer Winkel, also cos0 >]; Nun verlangt Gl. (15) 
wegen der ersten und vierten Zeile des Schemas (27): 

I ri <-«f< ^> + 71 sin (f> = 7’-> y^ T. 

(— yj sin 0 + 74 0 — y^ T. 

^\ir formen die linken Seiten um, indem wir zum liallien AVinkel uber- 
gehen: 

/ 0 0 \ 0 0 
(28a) (cos* - - sin* -j + 2 y, sin _ cos - 

/ 0 . 0. / 0 . 0\ 
= (cos - - sm jj y, (cos - + 7 ,. wn j)- 

(28 h) -2 y, sin ^ cos I + 7 . (cos* j - sin* jj 

10 . 0\ i 0 . 0\ 

=:(C06- _y,^8in-jy,(c08- +71.“'° j)' 
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Der Vergleich mit den betreffenden rechten Seiten von (28) zeigt dann, daß^) 


(29) 


T = 

y-i ^ 


0 . .0 
0 0 


Somit ist unsere Bedingungsgloichung (15) für den in Rede stehenden 
Spezialfali nach T aufgelost. 

Wir schreiben statt (29) abkurzend: 


(30) 





7-1 





Diese Selireibweis(‘ liedarf der Erklärung, da ja bisher die ... 

nur als Einheitsfaktoren, nicht alx^r als Exjxmt'nten definiert vareii. Die 
Erklärung soll dimdi die Taylor-Reilu' gegeben sein- 

.. a'‘ 

ciM“ ^ 1 4- a + yU .7, + yU + • • •• 


Benutzt man Iikt die Beziehung yl^ — - — 1 , so kann inan uniordnen- 


(31) 


I 4 ' 


, „ a a 
— ( ^ ■ ÖT + 41 + ' 




— cos a + 714 sin a. 

Daraus folgt mit a = ± t^/2 die GäachviTtigkeit di-r Darstellungen (29 > 
und (80). Es zeigt sich hier abermals (\g]. z. B. S. 2J1). daß du' Produkte 
der imaginären Einheit aijuivalent sind. Die tUtereinstiininung doi 
Gin. (29), (80) i>>i so gesehen nichts anderes als die fundamentale Euler- 
sche Relation zwischen Exponential- und trigonometrischen Funktionen 
Wir gehen zu einem zweiten Sonderfall über, nämlich zu einer Drehung 
um den reellen Winkel (/?, sagen wir in der Ebene diT jg« Ge Eas Trans- 
format lons-Schcaiia heißt ähnlich wie in (27) ziisainrni'ngefaßl . 

10 0 0 

/o.o I I ^ sin Q) 0 

^ j • 

1 0 — sin q) cos f 0 

0 0 0 1 


G (29) ist eine mögliche Lösung von (28). Daß es die einzige ist (las 
auf einen belangloben Zahlenfuktor, sagen wir A l ei T und 1/A bei ' 
folgt daraus, daß nach der zweiten und dritten Zeile des Transforinations- 
Schemas T mit yg und vertauschbar sein muß. und iiberdies mit dem 
Skalar 
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Wir fragen nach der zugeluirigen Transformation T im Sinne von (15). 
Ersichtlich ist jetzt T von und unabhängig und wird im Anschluß 
an (80) abgekürzt dargestellt durch 

!L _ V 1 

(33) T = = 2’-.=,’”^. 

In der Tat felgt hieraus leicht durch Ausrechnung. 


7--, 7-^1 y» ‘■O’' V + 1^ 

Wiis in der Tat unserer früheren Forderung (15) zusammen mit dem 
S(‘liema (32) (‘iitsprieht. 

Man kann du* beiden Transforrnaliom'n (27) und (88) nacheinander 
.iiisfuliren und erhalt dann du* allgeinemi'n' Transformation 


(84) 


T r= V 


Zn der bei 7’“^ vorgt'nornmeneii Abandiuung in d('r IhnhenfoJgi' der Exponen- 
tial-Faktonni ist zu bemerlum, daß sie in diestun Ibdle gegenstandslos ist, 
wnl und y,^^ a ('itaiischijar sind, daß sie aber im allgemeinen notig wird. 
W 11 haben es ausdrücklich \ermi('den. das Additionstheonnn diT Kxponen- 
lialfunktioii zu beiiiitzi'ii, d. h. zur Sumnu* der Exponenten uberzugehen, 
weil das wegen der ^/-Faktoren nicht zulässig wann 

Die allgena'inst(‘ Loreiitz-Traiislormation (allgemeinste orthogonale 
Tiansformatioii des \'ierdiuiensionajen Kaunii'S) kann aus drei speziellen Lo- 
naitz-Transformationeii in den Klnmen 11,21.81 und aus drei speziellen reellen 
J Teilungen in den Ebenen 23,31,12 zusaniinengesetzt werden und enthält da- 


her sechs Paramettu. die wir mit 0, (9, A’ und r/), 0,X bezeichnen wollen. ^All- 

n (n — 1)\ 

gt'iiiein ist die Parameterzahl im ??-])imensionaleii gleich j. Diese 

allgemeinste Loren tz-Transformation wdrd sclieinatisch dargestellt durch 


(35 j 


I 2’ 


)14 V 5 


.Y (f 

>'a 4 ~ ^2 I “ ) .t 1 


'i . e * ' e 2 • <' ' ä . g 


~ 3 1 2 T ~ /J 1 ‘T 
c ^ • e ^ • f 




4' 

-•314 r 


Dabei ist zu beachten, daß die jeweils folgende Operation auf Achsen be- 
3^('gen ist, die aus den vorangehenden Operationen resultieren. 

Charakteristisch für alle diese Transformationen ist das Auftreten 
halber (reeller oder imaginärer) Drehwinkel. Die in gewöhnlicher Weise 
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geschriebene orthogonale Transformation der | a^^\, welche von den ganzen 
Wi^ln abhangt und welche wir auf dem Standpunkte A allein benötigten, 
.wird vom Standpunkte B aus in zwei Teile T und aufgespalten, welche 
mit den halben AVinkeln gebildet werden (Analogie zum Ausziehen einer 
Quatlratwuirzel). Diese Aufspaltung ist aus der gewöhnlichen Mechanik der 
Drehungen (Kreiseltheorie) wohlbekannt. Wir werden darüber in Zusatz 17 
berichten und werden dort unsere Transformation T in Zusammenhang 
bringen mit den Cayley-K lein sehen Parametern der Kreiseltheone. — 
In der Literatur über die Dirac-Gleichung wird f als Spinor und T 
als Spinor-Transformation bezeichnet und es werden die Spinoren 
der Dirac-Theorie den Tensoren der Belativitätstheorie gegenubergestellt^). 
Wie wir gesehen haben, läßt sich das explizite Auftreten der Spmor- 
transformation vom Standpunkt A aus vermeiden. Auf diesem Standpunkte 
kommt man mit den gewöhnlichen Tensoren (Vierervektoren usw.) aus. 
Nur auf dem Standpunkt B hat man die gewöhnliche Lorentz - Trans- 
formation in die Spinor-Transformation aufzuspalten. Daß die Spinor- 
Transformation im Grunde nicht über die Lorentz-Transformation hinaus- 
geht, zeigt sich schon darin; daß man auch im Dreidimensionalen die 
gewöhnliche orthogonale Transformation durch das Analogon zur Spinor- 
Größe T ersetzen kann, vgl. Zusatz 17. 


§7 

Kepler-Problem und Feinstruktur-Formel 


Die Differentialgleichung des Kepler-Problems schreiben wir nach 

(2.4) mit y 2 

0. = 0. = 0,-0, ~ ie0. = V = 

r 

für den stationären Zustand 


u = xpe ^ — xpe 

in die reelle^) dreidimensionale Form um: 

(1) L V) = (y grad) tp + (y^ 7,-^ -j- p = 0, 

7c 

fie ’ " //c 


( 2 ) 


7c. = - 


1) Vgl. z. B. die Besprechung des S. 252 zitierten Buches von L. de Broglie 
durch P. Jordan in den Naturwiss. vom 30. August 1935: ,,Die Relativitäts- 
theorie erhielt eine nachträgliche unerwartete Bereicherung durch die Auf- 
deckung physikalischer Brößen (Spinoren), welclie den gewohnten Tensoren 
zwar nahe verwandt, aber doch charakteristisch von ihnen verschieden sind.'* 
•) Der hier definierte reelle Wert von weicht von dem in (4. 8) defi- 
nierten rein imaginären um den Faktor ? ab; dort war bei der ebenen 
Welle das imaginäre, hier ist das reelle bequemer. 
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Der besondere oben angegebene Wert von V wird erst gegen Ende dieses 
Paragraphen von Bedeutung werden. Alles Folgende, bis Gl. (85) ein-^ 
s(‘liließlich, gilt nicht nur für das Coulombsche, sondern auch «für ein| 
lieliebiges sphäriscii -symmetrisches Feld. I 

Um GL (1) 7Ai integrieren, suchen wir nach dem allgemeinen Plane in 
Kap. III, §8, solche Operatoren auf, die mit L vertauschbar sind, 
und die daher Integrations-Konstanten des Zustandes liefern. Wir 
kennen bereits einen solchen Operator, nämlich den mit dem Flächensatz 
/iisammenhkngendeii, um du' Sjanwirkung erweiterten IMomenlen-Operator jV 
:ius Gl. (2.27), (2.27a) 

^ 

Hierfür schreiben wir mit dem Werte von a aus (2. 18) und dem von M 
iiiis (III, 8. 18) 

klj j N = [r grad] 4- l y r, 

wo gesetzt ist 

(I) t = also D = (ras-rsi-ria)- 

OfCeiibar gilt 

(la) = - 1, ry — yr, (yy) = 8. 

Neben N stellen wir als zweiten solchen Operator 

(■■>) A' = /,{([rgrad]4)T- 

t’ber seinen Zusammenbang mit N werden wir uns im nächsten Paragraphen 
l»ei GL (10) unterrichten. Hier handelt es sich darum, zu zeigen, daß K mit L 
vertauschbar ist, und verständlich zu machen, wie man zum Ausdruck (5) 
geführt wird. 

W ir sagten schon, daß N mit L vertauschbar ist und uberzeugen uns 
leicht, daß außerdem N mit dem zw^eiteii Glied von L für sich vertauschbar 
ist (man beachte, daß nur von r, nicht von xyz einzeln, abhängt!). Daraus 
iolgt, daß N auch mit dem ersten Gliede von L für sich vertauschbar ist, 
so daß wdr haben: 

(ti) [r grad] {y grad) - {y grad) [r grad] 

= 1 (y grad) yT-iyT{y grad). 
Wir vereinfachen die rechte Seite dieser Gleichung, wenn wir sie 
i'iit yr von rechts her skalar multiplizieren. Das erste Glied derselben wird 
d;mn nämlich wegen (4 a) 

(K.) 


I {y grad). 
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Bei derselben Multiplikation des zweiten Gliedes benutze man die ein- 
leuchtende Identität 

(6 b) {y grad) y = — y (y grad) -f 2 grad, 

wobei man erhält, 

(6c) - “ (y grad) + (y grad) = - i (y grad). 

also in der Summe von (6a) und (6 c) 

(6d) -2(ygrad). 

Multipliziert man andererseits die linke Seite von (6) skalar mit yr und 
führt die vorulairgehende Abkürzung ein 

(7) (j = ([rgrad],7)r, 

BO entsteht 

(7 a) ([r grad] (y grad), yjr- (y grad) q. 

Hier formt sich der CTste Term nach (6 b) um in 

{- ([r grad], y ) (y grad) + 2 ([r grad], grad)) r. 

Aber das zweite Glied innerhalb der { } verschwindet, weil es auf die h\)rm 
(r, [grad, grad]) 

gebracht werden kann, und das erste Glied laßt sich einfach durch q aus- 
drucken. Für (7 a) erhält man auf diese M eise 

(8) ~q(y grad) - {y grad) q. 

Dies ist die mit yr multiplizierte linke Seite von (6). Da die ebenso 
multiplizierte rechte Seite von (6) gleich (6d) war, hat man 

(9) - (7 grad) - (7 grad) q =- 2 {y grad). 

Indem wir von rechts mit y^ multiplizieren, erhalten wir hieraus 
(9 a) ^1- q 74 (7 grad) - (7 grad) ^ 74 = - 2 (7 grad) 74. 

Diese Gleichung kombinieren wir mit der unmittelbar einleuchtenden 
Beziehung: 

(9 b) y, {y grad) - {y grad) 74 = - 2 (y grad) y^. 

und erhalten 

(10) {q - 1) 74 (y grad) - (y grad) (g - 1) 74 = 0. 

{q — 1) 74 ist aber bis auf den belanglosen Faktor h identisch mit unserem 
obigen Operator K in (5). Wir haben also auch 

(10a) K (7 grad) ~ (7 grad) K = 0 . 
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Tiiser üperator K ist also mit dem ersten Gliede (ygrad) von L ver- 
täu sch bar. Er ist aber ersichtlich auch mit dem zweiten Gliede von E 
\ erf auschbar. Wir haben also schließlich: 


/]]) =---- 0, 

\viis zu btiweisen war. 

Wir kennen jetzt zwei mit. L vertauschban' Ojieratoren, die iiberdies 
untereinander vertauschbar sind: den skalaren Operator K, Gl. (5), 
und den vektoriellen Operator N, Gl. (3). 

Von den drei Komponenten Nj, Ko, K^ des letzteren benutzen wir 
s[»eziel] iVg (wegen Auszeichnung der >Achs(' in dem sogleich einzufuhrenden 
Polar-Koordinaten-System) und gelien über zu N] (aus liealitats-Grunden, 
s. unten). 

Wir stellen also der Gl. (11) an die Beite 
( 12 ) N",L~LNl 0 . 

Jtiese beiden Gleichungen besagen: Ist- eine* Lösung d('r Dirac-Gleichung 

=Z Oj so gilt 

(hS) LKf — 0 und — 0. 

Daraus folgt (die W ahl d('r Wirzeichen ist. belanglos, aber für das Folgende 
lie(piem) : 

(14a) K f ~ l'Ji 

(14b) A'f y “ — 

h und — sind (\on den //-Faktoren abgesehen) die Eigenwerte der 
Operatoren K und A^.j oder, vom Standpunkte der Int.egration der Differen- 
iialgleichungen (13), Integrations-Konstanten. 

Gl. (14b) besagt nach (3) und (‘2.2ha) 



liier können wir wegen = — 1 für 7n^ auch schreiben — und 

können daraufhin zerlegen: 

"O + {m + i) rn} l/y - 0'- - i) r.ü} V = 0- 

Ihe beiden Faktoren links können miteinander vertauscht und daher einzeln 
gleich Null gesetzt werden. Ihre Integration liefert formal 

(IC,) y =«("■- i) >' = A bez. V’ = ^ B. 

Ihe allgemeine Lösung ist 
(17) V' = = 
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Die Integrations-Konstanten A und H sind von (p unabhängig, hängen 
aber von den übrigen Koordinaten §, r ab, ebenso von den y. Aus letzterem 
Grunde müssen sie hinter die Exponentialfunktionen in (16) und (17) 
gesetzt werden. 

Wir haben schon in ( 6 . 31) erklärt, was wir unter 

) 1 2 

verstehen wollen, nämlich 

(18) — cos a -f ^in a. 

Da in unserem Falle 

a = (ni — l) 7 ) bzw. a = — (/// -r i) <P 
ist, muß, damit rp in q) die l^eriode 2 n hat (Eindeutigkeit der Eigenfunktion !), 
m halbzahlig sein. (Im nicht-relativistischen Kepler-Problem wurde 
die 99 - Abhängigkeit durch mit ganzzahligem m beschrieben.) 

Da die ursprüngliche Dirac-Gleichung (2) reelle Koeffizienten enthält 
(in dem Zahlkorper dery^, . . ., 74 ), ist es günstig^), die imaginäre Ein- 
heit bei der Integration des Kepler-Problems überhaupt zu vermeiden. 
Dies ist der Grund, w^eshalb wir in (14) von dem üperator Kg, dessen De- 
finition ( 8 ) die imaginäre Einheit enthielt, zu ubergegangen sind. 
Dementsprechend werden sich auch die A und B in (17) als reelle Größen 
ergeben. 

Sodann beschäftigen wir uns mit der Gl. (14a). Sie spielt sieb 
in dem von den Einheiten yi2>y23’73i Z 4 g^^^üdeten Zahlkörper ab 
[vgl. die Definition von K in Gl. ( 0 )], gehört also zur Biquaternioneii- 
Gruppe. Wir reduzieren sie auf die Quaternionen- Gruppe durch 
den Ansatz: 

(19) V’ = (1 + Yi) X+ + (1 - Yi) %-■ 

(14a) verlangt dann: 

{{[r grad], f ) T - 1 } (1 + Yi) t* ~ {([r grad], y ) t - 1 } (1 - 

= - fc (1 + r,) ;^+ - ^ (1 - Yi) %-■ 

Ebenso wie bei der Pauli-Gleichung in (5. 14) spaltet diese eine Gleichung 
bei der Multiplikation mit 1 ± 74 von links auf in das von ^4 freie Gleichungs- 
paar 

(20) (([r grad], y)T -]);;+ = 

wofür wir nach linksseitiger Multiplikation mit t auch schreiben können 
(r« = - 1) 

(20a) ([rgrad], Y)%±= -{Tk+ i}rx+- 


') Darauf weist W. Franz hin (1. c. S. 252), dem wir uns auch sonst in 
diesem Paragraphen eng angeschlossen haben. 
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Dieses Gleichungspaar wird von deny befreit durch Iteration (Quadrieren 
des Operators links und des Faktors rechts). Es entsteht zunächst: 

(21) (frgrad], yfxi = - (=Fi+ l)^fc- 

Um die Ausrechnung links zu vereinfachen, benutzen wir die allgemeine, 
unmittelbar verständliche Formel: 

(22) (ay) (by) = (ab) + ([abjf)T. 

Für die Anwendung auf unseren Fall setzen wir^) 

(22a) a = b =- [rgrad], (ab) [rgradf, fab] = — [rgrad], 
also 

(221)) {[rgrad], y)2 = [rgradf - ([); grad], y ) t. 

])ie rechte Seite laßt sich von den y liefreien, wenn man Gl. (20) benutzt. 
Man erhalt dann statt (22b) 

(22(') ([r grad], yf = fr grndP - (Tf A- + 1). 

Daraufhin geht (21) über in 

[rgrud]2;K. = {(T;,-+ 1)- (Tt+ l)-}x+. 

(ider, was dasselbe ist: 

(28) {[r grad]2 + (T fc) (T h + 1)) Zi = ('• 

Der tlperator 

[r gradp = - ^ 2«” 

Wird in Zusatz 12, Gl. (17), ausgerechnet und gleich dem Differential- 
Operator der Kugelflächenfunktionen 

1 d / . .± \ 1 (T 

Sin ^ d i) \ ^ di}/ sm® i} d 

gefunden. Gl. (28) wird also integriert durch die Kugelflächenfunktionen. 
Und zwar erhalten wir die an den Stellen cos == di 1 regulären Funk- 
tionen, wenn nF ^ (T ^ "F I) gleich einer der Zahlen / (/ -|- 1) ist mit 
/ — 0, 1, 2, 8, . . . . h muß also ganzzahlig sein. Der Kugelfunktionsindex 
ist der nicht negative von den beiden Werten ^ k und di Ä: — 1. 

Um dieser etwas lästigen Fallunterscheidung aus dem Wege zu gehen, 
definieren wir eine Kugelfunktion mit negativem Index — / — 1 als gleich- 
t»edeutend mit der Funktion des Index l — k und d' ^ — 1 bezeichnen 

0 Die letzte Gl (22 a) beweist man am bequemsten in rechtwinkligen 
Komponenten; nur die Differentiationen von r tragen zum Resultat bei, die 
idirigen heben sich fort. 

Sommerfeld, Atombau. II 


18 
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dann, als Indizes von Kugelfunktionen, dieselbe Kugelfunktion, ebenso 
4- h und — /c 1. Wir können daher als Kugelfunktionsindex durchweg 
einen der beiden Werte verwenden, z. B. 4- k. Dann haben wir als Integral 
von (28): 


(24) 



;’“,(cos 


[Du iiin/u (p\ 


Die Koeffizienten welche von {)• und (p unabhängig sind, hängen 

noch von r und den y ab; außerdem naturlicli von // und k. 

Vergleichen wir diese \'erbältnisse mit dem unrelativistischen Fall, so 
sehen wir, daß die in Gl. (14a) eingefuhrte Größe k als Quantenzahl an die 
Stelle des Schrödingerschen l getreten ist. Da k alle ganzen Zahlen, 
l aber nur die positiven (uftd 0 ) durchläuft, hat sich die Zahl der Zustande 
gegenüber Schrödinger verdoppelt; das bat seinen physikalischen Grund 
in den zwei Einstellungsmöglichkeiten des Elektronenspiiis. — Daß zu allen 
/c-Werten auch wirklich verschiedene Zustände gehören, sieht man aus 
Gl. (14a), die für alle k verschieden lautet, weil k linear darin vorkommt. 
Eine entsprechende Gleichung gibt es im unrelativistischen Falle nicht; 
vielmehr kommt das Schrödingersche / nur in der Verbindung 1 (/ 4- 1) 
in den Gleichungen vor. 

Wir werden am Ende dieses Paragraphen zeigen, daß der Wert k — 0 
auszuschließen ist. Die zulässigen Werte von k sind also 


(25) 


14- 1, 4-2, 4-8... 

|__ 1 , __ 2 , - 8 ... 


Dabei wollen wir ausdrücklich hervorheben, daß dieses 4: wohl zu unter- 
scheiden ist von dem in (24) vorkoninienden 4i bzw. 4-* Letzteres war, 
vgl. (19), den Faktoren 1 i ^4 zugeordiiet, hatte seinen Ursprung also 
nicht in der Unbestimmtheit des Vorzeichens von k. 

Einen weiteren Schluß können wir aus dem Vergleich von (24) und (17) 
ziehen, daß nämlich der obere Index // nur zweier Werte fähig ist, nämlich 
bei gegebenem m der Werte 


(26) 



m — I 

(w 4- ly 


daß sich also die Summe in (24) sowohl in wie in auf je zwei Glieder 
reduziert. Die beiden Werte (26) sind, wie es sein muß, ganze Zahlen 
(m war ja halbzahlig, vgl. S. 272). Zugleich entnehmen wir dem Vergleich 

von (24) und (17), daß wir die j^j^j-Glieder in (24) durch entsprechende 

Verfügung über ihre Koeffizienten C, l) zusammenfassen sollen in Exponen- 
tialfunktionen des Argumentes y^^f^ 9- Indem wir die beiden Glieder von 
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(24) explizit ausschreiben und ihre Koeffizienten weiterhin a und h nennen, 
liaben wir 

(27) X- = ^ (eo» ^ Oj. 

+ (cos + 

Zu dem oberen Index der Kugelfunktion in der zweiten Zeile ist noch zu 
bemerken, daß es nach (26) eigentlich // ~ — [m -f ^) heißen wurde. 
Indem wir statt dessen = -f (/// -f 4) wählen, was für das Folgende 
etwas bequemer ist, machen wir uns die Tatsache zunutze, daß P'“ gleich 
ist bis auf einen Faktor, vgl. (I. 8. 16g), den wir hier in die Defini- 
lion des noch triuen Faktors aufnehmen können. 

Unser Ausdruck (27) wurde als Lösung der iterierten Gl. (28) ge- 
funden. Er soll aber auch der schärferen, nicht-iterierten Gl. (20) 
gt'uugen. Das liefert eine Beziehung zwischen d(Mi Koeffizienten und b+, 
welche die r-Abhangigkeit von (27) ausdruckiui, während die /L qi-Ab- 
liaiigigkeit durch (27) bereits endgültig bestimmt ist und daher beim Ein- 
setzen in (20) herausfallen muß. 

Den 111 (20) vorkommendtui Operator 

([rgnidj, y ) 

werden wir in Zusatz 16 unter A auf Ikdar-Koordinaten uinreclinen und 
auf die beiden Addenden von (27) anwenden. Dabei ergibt sich aus Gl. (9) 
daselbst 

.28a) ([rgrad],?)i'"';b.>' = ^”'-i)'' 

= T(m - i)P"\ - 1 )'/ 

(28b) ([rgrad], ^ (« f 1) .(■ 

= - T (m + i) P'“^ ^ ‘ 

+ r (T + m + I) (=F k ~ m + J) ^”7 I Vu- 

Einsetzen dieser Ausdrucke in die auf (27) angewendete Gl. (20a) liefert 
nach geeigneter Zusamuienziehung: 

j(:p fc + 4- J) i .'in-"- l) P”‘+ i 4 n-Umi i) T I 

(öf + (T ^ -h ^is ^+1 — 

Die (^-Abhängigkeit spaltet sich also, wie es sein sollte, in Gestalt des 
ersten Faktors ab und wir erhalten die folgende Beziehung zwischen 
und 6+: 

(29) ^ ~ 4- i) 7 i3 


18 * 
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Um schließlich die r- Abhängigkeit unserer Eigenfunktionen zu ge- 
winnen, haben wir auf die ursprüngliche Dirac-Gleichung ( 1 ) zurück- 
zugehen. Wir haben also die Darstellung (19) mit der Bedeutung von 
aus (27) und von 04 aus (29) in ( 1 ) einzusetzen. Wir wissen im voraus, daß 
hierbei die Winkelabhängigkeit herausfallen und eine Differentialgleichung 
für die r-Abhängigkeit ubrigbleiben muß. Dies wird in Zusatz 15 unter B 
verifiziert. Und zwar ergibt sich dort in Gl. (32) als radiale Differentiam 
gleichung: 

(30) ^ + Zs (T + K) h — 

Um sie y-frei zu machen, fuhren wir ein: 

(31) = 

Dann sind 7?^ und reine Funktionen von r, welche den beiden simul- 
tanen Differentialgleichungen genügen 


Indem wir die Bedeutung von und aus (2) emfuhren, (»rhalten wir 


( 88 ) 





Wir ziehen hieraus zunächst eine qualitative Folgerung. Das Auftreten 
von Eq-}- E in der ersten Zeile und von E^^ — E in der zweiten zeigt, 
daß im Schrödingerschen Grenzfalle R^^Ri gilt, vgl. hierzu die Aus- 
führungen über die „große“ und ,, kleine“ l^aulische Näherungslösung 
in (5.22a). Nun gehörte R^ nach (81) zu dem Koeffizienten also zum 
Kugelfunktions-Index — k in Gl. (27), 7.Vi h_, also zum Index -j- k. 
Beim Übergang zur nicht-relativistischen Wellenmechanik haben wir also 

(84) R 2 (FB>kioT von (Faktor von P_fc). 

(Der obere Kugelfunktions-Index ist weggelassen.) Wir können leicht R^ 
näherungsweise durch R^ ausdrücken. Vernachlässigen wir nämlich V gegen 
E Eq'^ 2 Eq, so folgt aus der ersten Gl. (33) : 


R, 


_ Ä6* / 
"" ~2E\ \\ 


2EAdr 


+ 



(84a) 
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und beim Einsetzen in die zweite Gl. (38): 


1 -f k 


— f" 




+ ^0 + ^) 


Durch Ausrechnen ergibt sich mit Eq ~ E ~ Eq — W 

' d“ . o, d k(k — ^)\^^ — 2Wrt 

d r 


^dr 


-- + 2 - 

' r‘-i ' , 






» (W - F) J?,. 


Dies ist dieriidialc Scdirddingfir-Glcichungiii dorForni viiii Kap. II, Gl. (1.3). 

Um die Ü1 lereinstimmung vollständig zu machen, müssen wir das 
Schrodingersche / (/ -| 1) ideiitjfizii'ren mit dem Diracschen k (k — 1). 
Dies gibt die beiden Mogiiclikeiten; 


Gilt die schon bei Gl. (24) hingewiesen wurde und auf die wir ini nächsten 
haragra})hen zuruckkomnieii werden. 

Wir schließen nii< dem Deweise dcT Feinstruktur-Formel. Dazu 
müssen wir die Integration diT Gin. (83) in allgemeinen Umrissen durch- 
iiihn'ii. unter Zugrundelegung d('s besoiuh'ren C'ouloni hschen Wertes 
r — — /c^/r. der iTst jidzt wesentlich wird. 

Der erste Schritt zur Integration besteht, wie immer, in der Unter- 
suchung des asyrnptotisclu'n ^h‘rhaltens. Wir streichen also in (33) alle 
(ilieder mit 1/r, zu denen aucli U gehört und behalten: 


dE, 
d r 
dB, 

d r 


” //c 


= ~ {E,-E) R, 


Hier machen wir den für lineare Differentialgleichungen mit konstanten 

Koeffizienten charakteristischen Ansatz 

(3(!) 7i’, = .4,c ^2 = -dj 

und finden als Destimmungsgleichiingen für Z, -4j. Hg- 


— ~ Ä7- 

-A.d, = U 


1 hiraiis folgt unter der Annahme E < Eq (Linien-Spektrum) und bei Aus- 
wahl des richtigen (positiven) Vorzeichens der Wurzel 
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Ähnlich wie beim nicht-relativistischen Kepler-Problern benutzen wir 
als unabhängige Variable 
(88) ^ = 2 Ar, 

und ergänzen den asymptotischen Ansatz (36) zu einem exakten, indem 
wir als abhängige Variable zwei Funktionen und Tg Q einführen 
(Striche bedeuten Differentialquotienten nach q): 

7?2 = 

f' =2k(v[- l,v,)e^ = 2 A (t-; - i r,) ^ . 

dr “ ar 

Daraufhin ergeben die Gin. (88) nach Division mit *2 A und nach Weg- 
lassung des Faktors e ' mit a = e^/h c (PVinstruktur-Konstante) : 



(40) 






E \ 




Q 2 \E-i~-p) 


D,. 


Indem wir zur Untersuchung des Nullpunktes ulxTgelien, setzen wir an 
(41) V, = (?i S<»ve'> ‘’a = Q‘ S brQ' 

mit dem gleichen Exponenten y, aber mit verschiedenen Koeffizienten 
a,,h^. y bestimmt sich daraus, daß wir in (40) den Koeffizienten von ^ 
auf beiden Seiten vergleichen: 


(y + 1 - A-) a„ = aZ/>(„ (y -|- 1 -J- A) Aj, = - ix.Z%. 

Beim gliedweisen Multiplizieren beider Gleicbungen fallt Uq, h„ heraus und 
es bleibt 

])2-k2 = -a2Z2, 

woraus bei richtiger (posit]\ er) Wahl des \'orzeichens der Quadratwurzel folgt : 
(42) y _ 1 4- 

Wir berechnen nun die Kekursionsformel für die indem wir 

die Koeffizienten der Potenz in den Gin. (40) beiderseits einander 

gleichsetzen. Dabei fuhren wir vorübergehend die Abkürzung ein 


(48) 



/ gp - -g 
■®o + g' 


mithin 


\e4 - P 


Sei - 


1^ 

8 


und nehmen die Glieder mit nach links, diejenigen mit a, „j, 

nach rechts: 


{y + V + 1 - k) a, - a.Z h, = I (o,,_ , + d fc,, _ i) 
(y + V + 1 + k}b, + aZ a, = J (6,_, + £o,_,). 


( 44 ) 
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Hieraus ergibt sich zunächst eine Gleichung für das Verhältnis 
ajh^,, wenn wir die zweite Gleichung mit — Ije multiplizieren und zur 
(Tsten addieren. Dann verschwindet nämlich die Summe der rechten 
Seiten und man hat: 

K F(y-\-v~^l—k) — oLZ 

Sodann denken wir uns in (44) v durch r -f l ersetzt und bringen die rechten 
Beiten einzeln zum Verschwinden, indem wir machen: 


Dann verschwinden nacli (44) alle folgenden Koeffizienten 

+ 1 ’ + 1 • öl 4- -2, 4 2 ' • ” 

(4(5) zusammen mit (46) ist also die Bedingung des Ahbrechens unserer 
Entwicklungen (41). Soll dieses Abbreclien bei dem «^t,en Gliede statt- 
fmden, so haben wir-in (45, 46) v ~ zu setzen und erhalten: 

olZ 

(47) Uf y 1 — k — -\-e(xZ-\- Hy. = 


also mit dein Wrte (42) von y bei gehöriger Zusammenziehung 
(48) rir -\~]k^ - ^Z} = (“ ~ ^) • 


Uf ist der gemeinsame Grad der solcherweise entstehenden Polynomial- 
Bestandteile von und r^. Nach diT Bedeutung von e. Gl. (48), ist 



Gl. (48) besagt also 


(r>0) 


/E 

{ I 

VK7 


1 = 


^0 l 






(ri,+ V/c^-a^y 


1 + 


Dies ist die wohlbekannte Feinstruktur-Formel aus Bd. I, 
Kap. V, S.278, Gl. (26). Sie ist aus der Diracschen Theorie des Fdek- 
trons gleichzeitig von Gordon^) und Darwin^) abgeleitet worden. 


D W. Gordon, Zeitschr. f. Phys. 48 , 11 (1928). 

*) C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. 118 , 664 (1928). 
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Beim Vergleich der jetzigen mit der älteren Formel zeigt sich, daß 
unser jetziges k^) die Kölle des früheren (,, azimutale Quantenzahl“, die 
ja früher ebenfalls oft mit dem Buchstaben k bezeichnet wurde) über- 
nommen hat, aber mit dem bedeutsamen Unterschiede, daß k sowohl 
positiver wie negativer Werte fähig ist, während seiner Natur nach 
positiv sein mußte. Für die Lage der Feinstruktur-Niveaus hat dieser 
Unterschied keine Bedeutung, da in (oO) k nur quadratisch vorkommt. 
Aber er hat wichtige Konsequenzen für di(‘ Bezifferung der Feinstruktur- 
Niveaus, wie wir im nächsten Paragraphen sehen werden. Diese zählen 
(im allgemeinen) doppelt, wodurch der Weg geöffnet wird für das Ver- 
ständnis der Dublett-Struktiir der Wasserstoff-Terme und ihn' Analogie 
zu den Alkali-Termen. 

Daß inshesondere k 0 als Pligenwi'rt aiiszuschh('ßen ist, erkennen 
wir äußerlich daran, daß die Energie' für k ~ 0 nach (50) imaginär werden 
wurde. Wegen der gena.ueren Begründung ^gl. S. 287. 

Über die experimentelle Prüfung der Feinstruklur-PÖinnel sind die 
Akten immer noch nicht geschlossen. AV ahrend sorgsame amerikanische 
Arbeiten (besonders von W.V. Houston und Schülern) eine kleine Ab- 
weichung von der Theorie zu ergeben scheinen, bestätigt eine unter Leitung 
von Kopferrnann^) gemachte Arbeit die Formel innerhalb der Fehler- 
grenze. Die ideale Versuchs-Anordnung wäre nach freundlicher persönlicher 
Mitteilung ^'on K. AV. Meissner die transversale Beobachtung an AVasser- 
stoff-Atomstrahleii, weil hierbei der Doppler-FAfekt fast ganz ausgeschaltet 
wäre. Die Frage, um die es sich dabei letzten Endes handelt, ist die, ob 
neben der Coulomb-Kraft noch A\’echselwirkungen zwischen Proton und 
Elektron eingehen von der Art, wi(' sie in der Kernphysik zu betrachten sind. 

§B 

Die Quantenzahlen der Feinstruktur-Niveaus. 

Nähere Diskussion der Eigenfunktionen 

Die Quantenzahlen der Dirac-Theorie, wie sie im vorigen Paragraphen 
der Reihe nach eingefuhrt wurden, waren 

m, A', rij.. 

Wir vergleichen sie mit den Quantenzahlen der Schrodinger-Theorie, die 
wir zum Unterschiede schreiben wollen; 

m, l, Uj.. 

1) Dirac gebraucht statt k den Buchstaben j (ebenfalls mit doppeltem 
Vorzeichen). Uns scheint diese Bezeichnung nicht glücklich, da man j auch 
künftig für die nicht zu entbehrende innere Quantenzahl auf heben muß. 

®) Maria Heyden, ZS f. Phys. 106. 499 (1937). 
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ni, ist ganzzahlig im Gegensatz zu dem halbzahligen m, der Dirac-Theorie. 
Dieser Unterschied hat natürlich seinen Grund in dem Elektronenspin, 
der das mechanische Moment I hat und zu dem Schrödingerschen m 
liiiizutritt. Wir deuten das an, indem wir schreiben: 

' 1 ) ?// =r W E: U 

l)('r Hauptunierschied zwiscIk'ii beiden Quanten-Bezifferungen besteht 
III dem doppelten Vorzeichen von k hei Dirac gegenüber dem positiven 
( harakter von / hei S(‘hrodinger. I)u‘ Zuordnung dieser beiden Quanten- 
/alileii wurde bereits im vorigen l’aragrajdK'ii diircli den tibergang zum 
iiiclit-relativistisclK'ii Grenzfall aufgez('igl, in dem nach (7.84) nur die 
Kiig(4funktion mit dem Index — k ubrigbleilit, w'obei, wie wir wissen, k selbst 
iKK'b positiv od(‘r negativ sein kann. Daraus (Tgab sich in (7. 8o) der folgende 
/aisammenhang zwischen unsen'ni jetzigen /rund dem Schrödingerschen /: 

\ k - / -I \ ...k 0, 

Drittens handelt es sich um die Zuordnung zwischen den beiderlei 
radialen Quantenzahkai und r/,. Zu dem Zweckt* b(*trachten wir die 
}l.iu])tquHntenzahl u, dit* Ih*i Schrodingt^r dtai einzelnen Balmerterm. bei 
hirac den Termkomjdex einer IDanstruktiir festlegt. Bei Schrödinger ist 

(Ba) n + / -f 1, 

iui Dirac hat man das Analogon zu n aus dem Nenner der Energieformel 
i7. dO) für a~>() abzuleiten: da die dann vorkommende Quadratwurzel 
,iiis dem \\ erte (7. 42) von y hervorging und daher mit jiositiveni Vorzeichen 
zu rechnen war, erhall man 
(Bl)) a “ -E V/f^ ~ -E |/r|. 

Durch Vergleich mit (3a) folgt nach (2) 

_ . . . /r .^‘0, 

^ [n^ E 1 . . . /c < 0. 

Dl, (8a) zeigt, daß der einzelne Balmerterm unrelativistisch aus u zusammen- 
talDndeii EiUTgieniveaus besteht: kann ja bei gegebenem n alle Werte 

\()ii 0 bis n — 1 annehmen: zu jedem ist dann / eindeutig bestimmt. 
Andrerseits scheint (8 b) zunächst zu zeigen, daß die zu gegebenem n ge- 
licrtmde Feinstruktur aus 2 n Energieniveaus (zusammenfallenden oder 
Wenig getrennten) besteht, weil n^. aucli hier die AVerte von 0 bis u — 1 
aiinehmen kann und weil zu jedem zwei im Vorzeichen verschiedene 
^V rte von k gehören. Wir werden aber zeigen, daß der Fall 0 eine 
Sonderstellung einnimmt, die sich aus der Rekursionsformel (7. 44) ab- 
ksen läßt. 
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Mit = 0 werden die Polynomial-Bestandteile in Crl. (7. 41), 

vom nullten Grade, also bez. gleich und h^. Nach (7. 44) haben wir dann 
für Uf) , die beiden Gleichungen zu erfüllen : 

|(y + 1 - fc)a„ - a2i„ = 0, 
l(y + 1 -|- fc) (» 1 , -)- ixZ ün = 0. 

Beide Gleichungen geben w'egen der Bedeutung von y in (7. 42) denselben 
Wert für das Verhältnis nämlich 

a. OL Z 

( 6 ) ^ 

>>o l'fe“ - k 

Ferner gilt die Bedingung des Abbrechens (7.46), nämlich: 


Hier ist e nach (7.48) positiv, also a^lh^ negativ. Nach (6) ist aber 
üjh^ negativ nur bei positivem A*. Zu rij. — 0 gehören also nicht zwei 
im Vorzeichen \ erschiedene k-Werte, sondern nur der eine positive k-Wert 
k = + -n. Daher besteht der Feinstruktur-Komplex nicht aus 2 u, sondern 
nur aus 2 n — 1 Energieniveaus, einem einfach zahlenden = 0 und n -- 1 
doppelt zählenden 1, 2, . . — 1. 

= 0 entspricht den Kreisbahnen der älteren Quant (‘ntheorit. 
rif. = n — \ den Elhpsenbahnen. Jene geboren in dem PVin- 

struktur-Komplex jeweils zum obersten Niveau, diese der Reihe nach zu 
den tieferen, man vgl. die Fig. 75, 76, S. 21)8 und 295 in Bd. I. Wir fassen 
zusammen: Der Komplex der Feinstruktur-Niveaus bei gege- 
benem n besteht nach Dirac aus einem obersten Niveau, 
welches einfach zählt, und « — 1 tieferen Niveaus, welche 


doppelt zählen, da sie zu zwei im A’orzeiclien verschiedenen 
Ä:- Werten gehören. Von der hinzukomnienden ^/-Entartung werden 
wir unten handeln. 

Die doppelte Natur dieser Energie-Niveaus von gleichem \k\ 
bleibt zwar im reinen Coulomb-Felde latent. Sie äußert sich aher 
sofort, wenn ein Magnetfeld oder ein inneratomares Zentralfeld hinzutritl, 
d. h. im Zeemau-Effekt oder im Falle wasserstoff-unähnlicher Atome, ins- 
besondere der Alkalien. In den Röntgenspektren treten die beim Wasser- 
stoff zusammenfallenden Niveaus (gleiches |/c|) vermöge verschiedener 
Abschirmungs-Verhältnisse in den sog. „Abscliirmungs-Dubletts“ aus- 
einander. Die beim W^asserstoff getrennten Niveaus (verschiedenes \k\) 
behalten in den Röntgenspektren ihren durch die Feinstruktur-Formel 
gegebenen relativistischen Charakter bei und heißen daher „relativistische 
Dubletts“. Dies wird im einzelnen durch die schon genannten Fig. 75 
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und 76 in Bd. I erläutert. Die Beschriftung links in diesen Figuren 
\\eist auf den Zusammenhang hin zwischen der Dirac sehen Quanton- 
/iilil h und der früheren ,, azimutalen Quantenzahl“ von dem schon 
all! Ende des vorigen Paragraphen die Rede war. 

Die nächste Tabelle zeigt für die Hauptquantenzahl w = 3, also den 
Vüfangsterm von nochmals die gegenseitige Zuordnung von k, l und 
wie sie bereits in den Gin. (2), (3) und (4) zum Ausdruck kam. Außerdem gibt 
si(‘ in den beiden letzten Spalten den Zusammenhang mit der üblichen 
jleziachnung der Alkalit(*rme: Das idierste Niveau der Wasserstof f-Fein- 
^Iruktur entspricht dem Term in dem zweiten Niveau fallen die Terme 
und IN ^ zusammen, in dem untersten die Terme In der 

Irtzteii Spähe ist die ,, innere Quantiaizahl“ j (besser Quantenzahl des 
n,'samten Drehimpulses) angegeben. 


n 


’'r 




k 


IVnii j 


3 


0 

1 


3 


1 


-!- 3 

. 2 
u 2 
1 

- 1 - 1 


1 

2 I 
1 1 
1 I 
0 


J) 

P 

S 


I 

1 

I 

l 


2 


Wir wollen zeigen, dati diesem / eine legitime Slidle in der Dirac- 
l'ljeorie zukommt, im Gegensatz zu dem aus der Sclinidinger-Theorie 
(iitlehnten, in der Dirac-Theorie illegitimen / (Quantenzahl des Bahn- 
iitiilaufes). 

Zu dem Ende lK*tracbten wir den Operator N des Gesamt-Drehimpulses, 
<il..(7. 3), und gehen zum ..Quadrat dessellien“ 

N2 ^ NJ -i- Xj Nl 

utii'i'. Nacli (7.3) ist mit Benutzung der Ri-clieiiregein (7.4a): 
iS) = — P j [r grad p + ([r grad], ? ) t — f j . 

Ki riier betrachten wir den Operator K aus (7. 6) 

K == //{([rgrud], y)T- \]y^, 

mid bilden sein Quadrat, abermals mit Benutzung der Rechenregeln (7. 4a) 
p {- ([r grad], y )2 - 2 (|r grad], y ) t + 1}. 

erste Term der Klammer wurde in (7.22 b) ausgerechnet. Durch 
l'aiisetzen des dortigen Resultates ergibt sich 

fH) K* = P {— [r grad]2 - ([r grad], y ) t -f 1}. 
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Indem man (8) von (9) subtrahiert, erhält man 

(10) ^2 _ JV2 = (1 - //2 = I h\ JV2 =: Z2 - J 7/2. 

Nach (7. 14) war — hh der Eiii^enwert von K\ also ist /r2//2 der Eifi:en- 
we^t von 7i2. Daraus fol”:t nach (10), wenn wir die eigentlich beider- 
seits hinzuzufu^a'iiden Ei^^i'iifunktionen in den foEendc'u Gh'ichunsen 
\\e<j[]a^sen : 

(11) (/.-=- \)h^= (|^|_ + 

Setzen wir 

(12) , = |A-| - L 
-fio haben wir also 

(18) N^=i(,+ \)/>K 

Durch (12) ist ] in der Dirac-Theorie legitimiert, niunhch auf unsere ur- 
sprüngliche Quantenzahl k zuruckgefuhrt ; dagegen war j in der Schrodinger- 
Theorie oder der alteren Quantentheorie ein Fremdling, nur eingefuhrl 
durch die besonderi' Vorstellung des Spins und seiiaT ^t’^^^'i^'^hierung nach 
dem Bahnmoment /. Die dort postulierte zweideutige Beziehung 


(14) 


' 11 -j 


wird bei Dirac in einfachster eise zuruckgetuhrt auf das dopjielte Voi- 
zeichen von k. In der Tat geht (12) in (14) über mit Bucksicht auf die Zu- 
ordnung (2) von k und /: für A: 0 erhält man aus (12) / f 1 — A bzv. 
l-l 

Gl. (18) besagt, dab das Quadrat des Gesamt -Drehimpulses N (Bahn- 
impuls -f Spin) in der Dirac-Theorie durch ] in derselben \\'eise gequanteh 
wird, wie das Quadrat des Bahnimpulses M in d(*r Schrödinger-Theorie 
durch 1. In der Tat fanden wir in Kap. III, Gl. (8. So) und (8. 88) (wir 
schreiben jetzt l statt L): 

(15) ü/2 = /(/-f 1)7)2 

Bisher haben wir nur das Skelett der Eigenfunktionen, ihre Quanteii- 
zahlen, betrachtet. V\hr wenden uns nun zu den Eigerifunktionen selbst und 
fassen ihre im vorigen Paragraphen entwickidte analytische Darstellung 
in vereinfachter Form zusarnrruui. 

Indem wir (7. 29) in (7. 27) einsetzen, entsteht zunächst ; 


4- >i2(® + i) '!• j bj. 


( 16 ) 
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Hier setzen wir b+ aus (7. 81) ein und bilden: 

<|7) (1 + r,)x^ = (- k - «' + i) 

i)«-) (l+yj 


,18) (i-r.)z- = - + 


Hierzu ist ZU beiiH'rken, daß 1 -f ^4 über die { } 111 der ersten dieser (Hei- 
(liungeii hinuliergesehoix'n werden durfte, ebenso 1 — über die {} in 
(liT zweiten, daß sieli aber 1 — y^ Ixain Hinubersehiebt'ii über y^ in 1 -f ^4 
aiiderl. In der SuiniiK' lialK'ii wir also nach (7. 10 ) 


HO) 


_l_ j)'» + ^ > 1 2 + 2) 'r 1 


+ 


(1 + 7,)- 


Hier niussi'H wir eine Einsehaltung machen betr. die zulässigen Werte der 
Qiiaiitenzahl m. Nach einem wohlbekannten Schema (vgl. z. B. die Big. 29 
1111(1 80 aus Bd. I, S. 138 und 184) ist w die Komponente des gesamten 
Jirchimpulses in einer vorgegebenen Riehl ung und ] [bzw. V/ (/ + 1)] der 
ßcirag desselben. Mithin erwarten wir: 


120) ] — Wjnax’ ^ ) ^^huin* 

Xar für die Zwischenwerte \m\ ^ ) stellt (19) eine Lösung der Dirac- 
blcichung dar. Das hängt damit zusammen, daß die bei der Ableitung 
0)11 (19) benutzten Kugelfiinktions-Relationen in Zusatz 15 nicht für be- 
liH)ig(> obere Indizes der Kugelfunktioneri gültig sind. 

übrigens bemerke man, daß der Ausdruck (19) für |m| > j im all- 
iii'iiieinen identisch verschwindet, w^eil dann teils die Kugelfunktionen 
"HOst, teils die sie in (19) multiplizierenden Quantenzahl-Faktoren Null 
erden. 

Wir müssen jetzt die radialen Teile Rj, in (18) näher ins Auge 
Hssen, wobei wir uns nunmehr auf das Kepler-Problem spezialisieren 
Hllcs Vorhergehende galt für ein beliebiges sphärisch-symmetrisches Poten- 
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tial). Die Struktur von ist in den Gin. (7. 89), (7. 41), (7. 42) ent- 

halten; durch Zusammenfassung derselben erhält man 


( 21 ) 


{21a) 


n. 


= (’ 2 p ~ 1 + VA- - 


0 = 


fiv 


iEl - E\ 


(e) 


= roJynome vom Grade n, in g. 


Dabei niöj^e man sieb in g die Energie E nach der Eeinstrukturformel (7. eO) 
durch a, und die Quantenzahlen 1% ausgedruckt denken. 

Der erste Faktor rechts in (21) zeigt, daß im Unendlichen die radialen 
Dirac-Eunktionen von derselben Ordnung verschwinden wie die radialen 
Schrödinger-Funktionen, nämlich exjionentiell, und zwar um so starker, je 
kleiner die Hauptquantenzahl ist. 

Der zweite Faktor in (21) bewirkt, daß alle R l)ei r = 0 verschwinden, 
sofern 


^ = :i: 2, ± 8, . . . 


Nur für k = i 1 ergibt sich eine schwache Unendlichkeit sstelle von 
der Ordnung wo 

(22) h = 1 - 

Widerspricht dies den Bedingungen des rrol)lems, d. h. dem im allgemeinen 
zu fordernden stetigen Verhalten der Eigenfunktionen? Offenbar nicht, 
denn sonst wären beim AVasserstoff alle^) S- und P,;.^-Terme, die nach der 
Tabelle von S. 283 zu /r = + 1 gehören, unmöglich. 

Für die eigentliche Begründung \'erweisen wir zunächst darauf, daß 
trotz der Singularität (22) die Normierung der Eigenfunktion keine 
Schwierigkeit macht, da der Integrand des Normierungsintegrals (3. VI] 
wegen dr ~ r^dr für r = 0 keineswegs in unzulässiger Weise unendlich 
wird, sondern sogar verschwindet. 

Aber die Normierbarkeit an sich ist noch kein hinreichendes Kriterinm 
für die Zulässigkeit einer Singularität in der Eigenfunktion. Um dies zu 
erkennen, gehen wir vorübergehend auf den unrelativistischen Fall (hs 
Kepler-Problems zuruck, nämlich auf die Schrödinger sehe Eigenfunktieii 
mit negativem Exponenten — 1 im Nullpunkte. In Gl. (II. 1.7 b) fanden 
wir als Losung der charakteristischen Gleichung die Wurzeln 

1 und — / 1, 


D == + 1 gehört nicht nur zum Grundzustand 1 S, sondern zu ali(‘n 
Termen nS; ebenso k ~l nicht nur zum tiefsten Term 2 Pi/j, sondern zu 
allen Termen n Pi/j. Z. B. war ja die in Rede stehende Tabelle insbesondere für 
n = 3 angeschrieben. 
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Hin welch letzteren zwar die Werte ~ 2, -- B, ... wegen mangelnder 
NOrmierbarkeit unzulässig sind, nicht aber der Wert — 1. Trotzdem muß 
.lucb dieser ausgeschlossen werden, wie sclion daraus hervorgeht, daß das 
System der Schrödingerachen Eigenfunktionen mit / — 0, ], 2, . . . in 
.i(h vollständig ist (d. h. zur Darstellung eines willkürlichen Aiifangs- 
/iistaiides ausreicht), also keine Erwtäterung zulaßt. 

Den physikalischen Grund hierfür sehen wir in folgendem: Wenn wir 
4v' Singularität des in unser Problem eingefiilirten Potentials 1" = c^Zjr 
Zinn Verschwinden bringen, indem wir z.B. Z->() gehen lassen, so muß 
,iU(h die Singularität in der Wellenfunktion verschwinden. Das ist nun 
hci einer unrelativistiscben LosungP mit 1 ~ ~ ] nicht der Pall, Sie geht 
Mihnehr bei dinn genannti'ii Grenzubergang in die Funktion ajr über, 
A\()bei also die Singularität im Nullpunkte erhalten bleibt. Das ist sicher 
i^tgeii die Afeiimng des Jh^gnffs der Eigenfunktionen. Diese Losung ist 
dalK'r auszuschließen. 

Dagegen wird in unserer relatn istischen Losung mit h 1 der in (22) 
aiigeschrieben(‘ Grad des rntaidlichwerdeiis bei dian m Rede stehenden 
(Iretizubergang tatsächlich ghach Null: 

// -> 1 -- 1 für Z 0. 

Indem war also außer (hr Xormierungs-Bedingung die wvitergeheiide 
Inrderung stellen, daß btain A\*rsclnvinden der in der Wellengleichung vor* 
kdinmeiideii Singularität auch die Singularität in d(T Kigenfunktion ver* 
scliW'inden soll, rechtfertigen wnr das riieiidlichw'erden unserer Eigen- 
iimktiorien /?2 für p = 0 und erkennen die Eigenwerte k — + 1 
iils zulässig an. Das Unendhchwerdeii d(T Eigiaifunktioneii erweist sich 
hier nur als Folge der unphysikalisclien Schematisierung des Kraft-Ansatzes. 
\\ eim wdr die Unendlichkeits-Stelle bei r = 0 nn Potential abrunden wurden, 
"e wurde auch die Unendhclikeits-Stelle in der Eigenfunktion fortfallen. 

Dieselbe Schlußwadse zeigt dann aber aucli an, daß der W>rt A: = 0 
als Eigenwert unzulässig ist. Denn in diesem Falle hätten wir statt (22) 
c22a) 7 j — 1 i iaZ also /y -> 1 für Z -> 0, 

w.is wir ausscliließen müssen. Diese Bemerkung ist wesentlich zur ab- 
M liließenden Begründung der in (7. 25) gegebenen Aufzählung der Eigen- 
^orte von k. 


L Diese ist mit logarithmiHchen Glitdcrn anzusetzen, vgl. Zusatz 2 bei 
*'l (7) und entspricht, wenn sie iin Unendlichen verschwinden soll, keinem 
^'iHizen Werte des Energieparameters (II. 1. 9 a). Beim Grenzübergang Z->0 
\HMf liwinden die logarithmischen Glieder und es bleibt nur das erste Glied 
hl Potenzreihe ohne Logarithmus übrig, nämlich das im Text angegebene 
'■iH-d ajr. 
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Dieselben Gesichtspunkte führen auch zur Ablehnung einer von 
Ternple^) vorgeschlagenen Erklärung des Neutrons. In der Tat besitzt 
die in dieser Erklärung herangezogene Losung der iterierten Dirac-Gleichung 
eine Singularität, die mit /->-() nicht verschwindet, die also einer legitimen 
Eigenfunktion nicht zukomrnt. 

W’ir kommen jetzt zu dem letzten Faktor der Darstellung (21), nämlich 
zu den Polynomen 1\, welche in (7.41) dargestellt waren durch du' 
abbrechenden Keihen 

p, = 2a,o', p, = 

Im Prinzip sind sie duridi die Kekursionsformeln (7. 44) bereits gegeben , 
um aber üiren analytischen Ausdruck zu finden, ist es bequemer, auf die 
Differentialgleichungen (7. 40) zuruckzugreiteii und diese' durch Abspaltung 
des Faktors von r^, fg auf 1\, Pg umzurechnen. Man erhält so: 

e p; + (- fe + r - 1) c. = Uz + P, 

(23) 

0 P2 + ^ + I — ^2 = ^ 

bedeutet hier und im folgenden die positive Zahl e ist die Ah- 

kurzung aus (7. 48). 

Man multipliziere, wie angedeutet, die erste Gl. (28) mit p, die zweite 
mit 1, addiere bzw. subtrahiere und setze 

(24) P2-MP1 - ^1, -= ^2' 

woraus sich berechnet 

1 ^2 I _r ^2 

(25) Q,. 

Dann erhält man statt (28) einfacher: 

e <31 + (r + -- 2 ~, - e) «1 = ?. «r 

(26) , ePl + (l~- aZ )e3 = 

= _/c4-aZ 2^- ^ ^2 = -2£ * 

Nachdem jetzt die rechten Seiten q nicht mehr enthalten, kann man leiclit 
von den simultanen Gleichungen erster Ordnung für und zu eini'r 
Gleichung zweiter Ordnung für oder ubergehen. Man braucht nur z. J !• 

1) G. Tempi e, Proc. R. Soc. 145, 344 (1934). 
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f^)2und92 ersten Gl. (2G) auszureclmen und in die zweite einzu- 

>('tzen, um zu eliminieren. Im Besultat hebt sieh ein Faktor q heraus 
und man erhält nach kurzer Kechnung: 


‘27) 


|eQi' + (21' +!-£,)();- (l“ + 1 - = 0. 

jee;' + (2 r + 1 - o « ~ (r“ - = o. 


Luide Gleichungen sind von der Form der Differentialgleichung der 
konfliK'nt (‘11 hypergeometrißclien Funktion“, vgl. Kap. II, §2, 
(il. (20), (22). Bezcuclinen wir di(*se allgeriK'in mit F{a,c% q), so heiht ihre 
I »iflerentialgleichung 

oF" — (c — p) F' -- (iF — 0. 

Wir haben also 


— 2f> (^1 - a/ + D 21 -fl, pj. 

= 2r + i,e). 


I»ie Ixadeii letzten Argumente sind in beiden Funktionen gleich, das erste 
ht in Ql um eine Einheit großer als in Q^. Den Faktor von F in haben wir 
willkurliclKT- aber beqiiemerweis(f gleich 2 f g(‘setzt. Das Verhältnis A 
ilcr Faktoren von Q^ und (Ij ergibt sich dann aus (26). Am einfachsten 
^t'tzt man p ” 0 und findet aus d(‘r ersten oder zweit-eri dieser (lltüchungen 


1 + a Z 


- A 


k — oiZ 


1 - r’ 
2e 

\ T? 

2f 


k -f aZ 


txZ 


1 -f 
2e 
1 — 
2a 


Aus der Form des (‘rstim Arguments von oder Q 2 losen wir von neuem 
unsere Feinstruktur-Formel ab, Soll nämlich die hypergeometrische Reihe bei 
firier bestimmten Potenz, sagen wir bei der abbrechen, so muß nach 

«lern Bildungsgesetz ihrer Koeffizienten a -f 71^ verschwinden, also a gleich der 
negativen ganzen Zahl — ti^ werden . Diese Forderung liefert , angewandt auf Q 2 : 

1 — aZ/l\ 

28 h) 1 -aZ = — (V> "der (28c) n, + V = ^ (t ~ 7 


'28c) ist, aber genau die Gl. (7.48), aus der wir die J’oinstruktur-Forintd 
‘■utwickelt liattwi. Zugleich vereinfachen .sich liierdurch die Ausdrücke 
'nii (?,, Q^. Man hat, statt (28) 

= 2rF(--«,+ 1.2r + l. 0. 

“ ' = 2r.477-n„ 2l"“+], y). 

Sommerfeld. Atombau. II. 1fl 
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Qsj ist vom Grade n,, (?i vom Grade n^-]. Unsere Ausgangs-Polynome 
Pj, Pj werden beide vom Grade wie wir os in § 7 verlangt hatten. Man 
hat nämlich nach (24) 

(80) P, = -2 ^ «?. - (?.)• P, i («. +9.'- 

Unsere Darstellut)g (21) für die radialen Eigenfunktiunen fi’i, nimmt 
beim Einsetzen dieser Worte von Pj, Pj ihre definitive Form an. 

Als Beispiel wollen wir den einfachsten Fall, nämlich den Grundzustand 
des Wasserstoffs n = 1 behandeln. Hier ist k = + 1 und nach (3 b) », = 0. 
Daraus folgt nach (29) Gj = 2e A. Dagegen wäre ebenfalls nach (29), 
keine abbrechende hypergeometrische Eeihe, wie wir es doch allgemein 
verlangt haben: denn der erste l’arameter « ist keine negative ganze Zahl, 
sondern vielmehr + 1. Dies ist aber deshalb keine Schwierigkeit, weil 
der beiCj stehende Faktor A unendlich groß ist. Es wird nämlich wegen 
n, = 0 nach (28b) der Nenner irn letzten Gliede von (28a) gleich Null, also 
in der Tat A = oo. Daher verschwindet Q-^ gegen Ca und ans (80) iolgt: 
Pj = - A, Pj = f A. 

Somit nach (21) und (21a), wenn wir einen Norimerungstaktor N hinzufugen 
und in diesen A aulnehmen: 


(31) 


1-^1 -1 - 1 - 


] 1 «2 


v'p;f -- E^- 
h (‘ 


Im jiicht-relativiHtiscIieii Grenzfalle 


a _> 0. /• 0 

wird, wie es sein muß, 

E ^ N er 

und, in Übereinstimmung mit (7. 84) 

7?2 = 0. 

Schließlich betrachten wir die Abhängigki'it der Eigenfunktion y) von 
den y-Einheiten, wobei wir die Darstelluiig (19) zugrunde liegen wollen. 

Die beiden erstim Zeilen in (19) enthalten, wenn wir die Exponential- 
funktionen nach (7.18) in cos und sin aufgelöst denken, die Einheiten 


ü 712’ 731' ^23» 

und zwar linear; dieser Teil der Funktion gehört also zu einer Quaternionen- 
gruppe. Die beiden letzten Zeilen enthalten die aus den vorigen durch 
Multiplikation mit hervorgehenden Einheiten 


73’ 7i23» 71’ 72’ 
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dife zusammen mit den vorigen eine Biquaternionen- Gruppe bilden. Auf 
diese Untergruppe ist dureii das rechtsseitige Heraussetzen des Null teil er s 
1 -f die ursprüngliche volle Gruppe von 16 Einheiten bereits reduziert. 

Wir vervollständigen diese Beduktion, indem wir rechter Hand in (19) 

1 y^ ersetzen durch den Nullteiler /"aus (5 80). Dies isl ohne weiteres 
(Haubt, weil unser y) ja noch nicht normiert ist. Wir wissiui (S. 246), daß 
durch den in F (‘nthaltemai Faktor 1 + '*">'12 abermalige R(‘duktion 
der Einheiten aut die Hulft(‘ erreicht wird. Wir veriolgen dies iin einzelnen, 
tis wird, wenn man abkurzend a (ni -f 1) q) bzw. “ (la — 1) (p setzt: 

I C -f <^^, 2 ) {coBa--y,aSina) (1 -fiyj.J 

= (cosa + ?sina)(l + iy\i) — + ^ria); 

+ O+iris) = (i+ühs)- 

krst bei dutser Beduktion wird also die imaginäre Ihnlunl in unsere Eigen- 
lunktion eingelubrt. dafür \ ersdiwmdet aus di'ii Exponenten. 

Aus (19) wird 

' C'" J i (■' (- k - III + .1) 

(38) V’ = > 1 ( n 

I " ^ 

J ppy' 

l8Sa) r = 1 (> +>’,)(!+ »yu)- 

Diese Darstellung ist mit der \on Saut er') gegebenen in allein Wesentlichen 
identisch. Sie enthalt innerlialb der [] nur noch die Einlu'iten der auE 
und ^3 gebildeten Qiuiternionengrupja' 

1 71 73 Fai’ 

jede imiltipliziert mil einer y-freieii Funktion, die wdr lizw. 
i34) V'i V 2 Va ^4 

iieniK'ii wollen. Man kann also statt von der eimm Dirac-Funktion (38' 
^I)rechen von den vier simultanen Dirac-Funktionen (34). Damil 
j'ewinnen wir den Anschluß an da^ gewöhnliche Darstellungsweise dei 

D Gl. (12) in Bd. 63, 1. c. S. 252: Sanier schreibt ini Index der Kugel 
liinktionen k— 1 statt —A in Dbereinstimniung mit unserer Verabredung be 
<'l (7. 24). Die Symmetrie der Formel kommt aber vielleicht besser zun 
Ausdruck, wenn man — A beibchalt. Es sei auch auf eine spätere Arlieit voi 
lauter verwiesen: Zeitschr. f. Phys. 97. 777 (1935). 


19 * 
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Dirae-Theorio mittels vierreiliiger Matrizen, aber die wir in Zusatz 13 
handeln werden. In diesem Sinne sclireiben wir: 

(3.-)) V’ Wi + ri vh y-i Vi + i v’ 4 } r . 

Die Funkt] oiu'n • V '4 bangen dabei ersichtlich noch von dem zur 

Eeduktion gewählten, in der Matrizen-Schreibw(‘ise ein für allemal unter- 
drückten Nullteiler F ab. 

Ebenso wie von vier Dirac-Funktioneii spricht man gewöhnlich von 
vier Diracschen Differentialgleichungen, die dann y-frei erscheinen. 
Von unserem Standpunkte aus kommt man zu ihnen, wenn man die Dirac- 
Gleichung {7. 1) ihrerseits mit dem Nullteiler F reduzierl : 

(36) [(y grad) f + (^4 ^4 + K) 

Für \p denke man sich (35) eingefuhrt. Man kann dann zunächst aus 
d(‘r [ ] entfernen, indem man es über f hinuberschiebt und mit dem Faktor 
1 -f y^ von F vereinigt : 

(36 a) y 4 (^1 + yi + ra Vh + 73 1 = ( Vh 7i V ’2 “ 73 V ’3 + 73 1 V 4 ) 

Ferner kann man das Glied mit y^ in der [ ] folgendermaßen um- 
formen : 

ys V>I'= at ( V’i - n fi - V:. V'a + y» 1 fi) Tl 

0 U 

Schreibt man hier auf di^r rechten Seit(‘ 


72 “ '^7i (^712) 

und multipliziert iy^g hi den rechts folgenden Faktor F, — i y^ in die links 
davor stehende Klammer, so entsteht: 


ß 

dx ^ ' 

Daraufhin erhält man, indem man auch noch y-^dipldx^ und y^d xpjdx.^ 
ausmultipliziert : 

(36b) (ygrad) rpF = (v >2 + yi V, - ys V ’4 - y»i fj ^ 

ß 

- ^ d x ^ 

+ (v'.. + yi v’i + y:i v’i + y.11 y») r. 
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Irn ganzen hat man nach (86) und (36 a, h), wenn man die Faktoren von 
1, yg, ygi einzeln Null setzt: 

/ d . d \ d ,, , ^ _ 

lö I, + ' ö x) + ö 

(/x, “ ^ L) + d\ + ''«) V. = 0. 

“ (/x, + ^ dx) + öx... V’» = 

“ (/x. ~ ' /xj + öx, 

,ils() in der Tat Mer y-freie, simultane Difimajtialgleicliungeii fur die vier 
Funktionen . • V^4, in denen noch nach (7.2) zu setzen ist 

+ K — r ^ + 1 )• 

{37 a) 

/C^ + fey == ^ (Fy F E -- I ). 

Entsprechende Gleichungen erhält man auch für den allgianeineii Fall 
mit Vektorpotential mid Zc'itahhangigkeil . wm dann auch Differentiationen 
öjdx^ auftreten werden. Aber die Form dieser Gleichungen ist schwer zu 
liehalteii und hängt überdies von der Wahl unseres Nullfaktors /'(oder, was 
dasselbe ist, \on der Matriz(‘n-Dar8tellung d(‘r y) ab, die noch in mannig- 
facher Weise variiert werden kann. Deshalb haluai w'ir unser an Saut er 
anschließendt^s Verfahren mit allgemeinen, nur nachträglich reduzierten 
}'-FinhGiten \ orgezogcai. 

Orthogonalität und Normierung^ Auswahlregeln 

Wir schreiben die Liisung der Dirac-Gleichung in der Form (8. 35) 
und entnehmen die Bedeutung der • • • Wi ersetzen 

wir aber von jetzt ab bequenierweise P (unter der Annahme k > 0, 
\gi. S. 278) durch P4 _ i und fugen einen (reellen, y-freien) N orinierungs- 
läktor Is liinzu. 

fl) f = N {vi + Yifi + Y 3 V 3 + Y3iV4\r. 

v’i = ■' ^1- 

_ p”‘ + i e’ («■ -!)'<’ 
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Die El, siiJd als reelle, y-freie Funktionen gegeben durch (8. 21), (8. 80) 
und (8.- 29); unter /'verstehen wir den auf 1 normierten, in sich vertausch- 
baren und sei bstadjungier teil Nullteiler aus (ö. 30). Die zu y) adjungierte 
Wellenfuiiktion y) wird nach den Regeln (8. 10a, b) gebildet (Vertauschung 
der Reihenfolge der y und Vorzeichenumkehr bei y^. 

(8) V = A' f I v’f - Yi V* -ViV* +71 : V'?l • 

Die Grundlage für alk^s Folgende bildet der Vierervektor aus (S. 6) 

(4) = ry„u. 

durch den nach (3. 14) Strom und Dichte bestimmt sind gemäß 
(4a) ; = i (• (S, , .S', , S,), Q r = S^. 

Die in (4) eingehenden zeitabhängigen V’ellenfunktionen ?/, v mögen zu 
im allgemeinen verschiedenen, aber stationären Zuständen gehören. Wir 
setzen 

(5) u = y)c "'’G, V = 

wo y) durch fl) und (2) gegeben ist, durch (8) bei Vertauschung von 
y)* ... y)* mit X* > • • X* \ die Normierungsfaktoren seien bei y) bzw.;^. 

Die reduzierten Ausdrucke \on Dichte und Strom haben wir schon 
in § ö. Gl. (80) bis (89) gebildet. Wir lassen den Zeitfaktor exj) {? (eig — <x>i)t} 
sowie den Nullt eiler F fort und schreiben nach (5. 30) 

(6) e = ix* Vi X* v ’2 + X* v'.i + xt v.) ; 

ferner nach (5. 39) 

P) '1; = 2 <■ ix* Vs - xt V, - xt V, + xt V'a) 

und bei passender Zusammenfassung von (ö. 87) und (ö. 38) 

( ii + O 2 = - 2 i<-^ iN 2 (j;.; + xt Vs)- 
Oi - O 2 = 2 icN^N^ {xt ii>2 + xt n)' 

Die Bauart dieser Formeln legt folgende Bemerkung nahe: Vertauschung 
von y) und y, u-lso etwa von Anfangs- und Endzustand unseres Überganges, 
verwandelt 

(9) Q in e*: h i“ it J, ± ih »* 0, T O,)*- 

Hieraus folgt im besonderen, wenn tp und y identisch sind, die Realität von 
Q und ji, worauf schon S. 249 eingegangen wurde. 

Von der Darstellung (6) aus gelangen wir, je nachdem tp und y ver- 
schieden oder gleich sind, zur Orthogonalitäts-Bedingung einerseits, 
zur Normier ungs- Bedingung andererseits. Die erstere lautet nach (8. 9) 

(10) j gdr = 0. 
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Wir untersuchen sie, indem wir die in dx enthaltenen Integrationen nach 
X ~ cos § und r einzeln betrachten, 

a) Sind die zu (p gehörigen Quantenzahlen Wj und in rp und y ver- 
schieden, so tritt ni allen vier Gliedern von (6) der Faktor 

(w, - mv)v> 


licraus, der hei der Integration nach y Null ergibt. Gl. (10) ist dann erfüllt 
wegen der ^^-Abhängigkeit . 

b) Es sei 71/ j 'w/g — 7/1, aber 4^ k^. Dann treten in je zwei 
Gliedern von (G) die Produkte auf 

P», (3^) K, (^) ''Pz- I't, 1 P", 1 (x), fl = iii 4= i 

Fiese \erschwinden l»ei der Integration nach x von — 1 bis -fl- Gl. (10) 
ist dann erfüllt \veg(‘ii der //-Abhängigkeit. 

c) Es seien mj -- ///g ///, k^ — k^ — k, aber die in den radialen 

Funktionen enthalt<ui(*n Quantiuizahlen ^ erschiediui. \^’]r nennen zum 
Fnterschied von h\, Jfg die zu y gehörenden radialen Bestandteile 

Bann wird 


I ijiIt = + p,fj 7', R, r*(/r + (p, + /g j 'J\li,r’‘(lr) 

/', = f IPrrf’d®. JU = (- fe - + i)f [PF 

p, = (fc ^ m + ij f [P”-if,lx. p, = I [P; ^ ifilx. 

Mittels der Formel (1.9.80) 


ergibt sich nach einfacher Zusaniinenziehung der Fakultäten 

(/c-f w- J)! 


?'l +P,=p3 + h= ^ 


(k ~ m — \)l 


und daher 


( 11 ) gdx — i 71 N^N, 


{k + m- J)! 
(k-m - I) 




-f Tj Äg) r^dr. 


Wegen (10) heißt daher die Orthogonalitäts-Relation für die ra- 
dialen Anteile der Dirac-Punktioneii bei gleichem m und k: 


( 12 ) 


|(T,R, + T,B.)r><Jr = 0. 
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d) Sind auch die radialen Quantenzahlen gjleich, also — R^, 
= R^ und = N 2 — N, so ist (10) zu ersetzen durch die Nor- 
mierungs-Bedingung aus (8. 12) 

(13) j Qdr — 1. 

Indem wir den Normierungsfaktor N in die von (p einerseits, von r an- 
dererseits herruhrenden Faktoren und A", aufspalten, haben wir 

ersichtlich wegen (11) und (18) 


/ 1 (k — rn — -i) ! 

471 (fc + OT - J)!’ 


N? {R‘{ + Kl)r^dr = 1. 


Vir werden die Ausreclmung von Kr nach dem Wubilde von Kramers 
in Zusatz 8, anschließend an das keiitinuiiTliche Spektrum geben. Die 
direkte Bestimmung von Nr auf Grund der hypergeometrischen Darstellung 
von R^ und R 2 ist recht mühsam^). 

Bei den Rechnungen, die zu (11) führten, hatten wir k > 0 voraus- 
gesetzt. Ist k < 0, so hat man im Index die Kugelfunktioneri k durch 
\k\ — 1 und /c — 1 dmch | A:| zu ersetzen, wahrend die Faktoren i Ic — 'w? 4- J 
in den Gin. (2) ungeändert bleiben. Das hat zur Folge, daß in (11) und daher 
auch in (14) \k\ an die Stelle von k tritt. 

Wir schalten hier eine Bemerkung ein über die Kugelsymm c'trie der 
Dichte Verteilung im ,9-Terin (die uns aus der Schrödinger-Theorie, 
vgl. S. 92, bekannt ist) und des Pi,.^-Terms (die der Schrodinger-Tlieorit' 
wegen fehlender Spin-Aufspaltung unzugänglich ist). Diese beiden Termi' 
gehören zu den folgenden Quantenzahlen (vgl. z. B. die Tabelle von S. 288 
und Gl. (8.20). 

I Ä: / ) VI 

N-Tenn -j- 1 0 1 i i 

Pi/j-Term — 1 1 ^ ^ 


Wir berechnen daraufhin nach den Gin. (6) und (2) mit y = indem 
wir z. B. w = -f ^ nehmen: 

Qs = [P'J Bl + B^ + [P/]^ P’ + [?,?]= ni 
Qp = [p;p p? + [Pj]» p“ + [P!,7 B! + [P.»]5 p?. 

Hier ist 

P« =1, PI = 0, [Pl'p + [P,']> = cos» & + sin» ^ = h 


1) 'K. Bechert, Ann. d. Phys. 6, 700 (1930); insbesondere Gl. (38). 
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also bleibt 

= gj, — E'i 4- -Kl = reine Funktion von r. 

Dasselbe ergibt sich für m = — J. 

Wir wenden uns zu den Auswahl -Eegeln. Nach dem allgemeinen 
\’erfahren von Kap. I, § 8, Gl. (18) u. ff. haben wir das \>ktorpotential ^ 
der Stromverteilung zu bild(*n. Da wir mis für die diskreten Eigenfunktionen 
interessieren, Fall J von S. Gl, können wir von dem ,, Retardierungsfaktor“ 
.ibsehen. Wir werden aber nicht, wie 1. c. Gl. (17) vorgesehen war, den 
Übergang zu d(m Matrixelemiaiten machen, die in der Diracschen Theorie 
lormal komjilizii'rter sind als die Komponenten von 'ill. Die letzteren sind 
iiiunhch nach Gl. (1.8.18) jirojiorlional mit 

iKI) ji^T. i =h’l‘2’lr r -■= yi’Vi’Vy 

Wir heschäftigc'ii un> zunächst mit der dritten Komjioneiite von (l.")) 
und verfaliren schrittwinse wie vorher: 

a) Gl. (7) ergibt als rp-Ahhaiigigkeit in allen \ier Gliedern (ni^ und 
i^udionui bzw. zum Zustande und ;<): 


Dies liefert bei der Integration nach f Null, es sei denn, daß 
(IG) iz/j == ni^, d h. Ja/ = 0. 

b) Wir nehmen vi^ ~ tn.^ — »i, und /cj, /»o zuniudisl laude als ])ositi\ 
an. In (7) treten Uodiikti^ auf vorn Typus: 

(1") i'k, 1^4 lind ij“ = i I 

Diese verscliwindim lau der Integration nach x “ cos ß, es sei denn, daß 

(18) /i2 ~ /i'j 1 ' ih h. .i Ä' — 4r 1 • 

c) Ist ///^ = VI 2 ~ ^v, k-i — k, A'g — A- + 1 und sind 'I\, 1\ wie oben 

die zu gehörenden radialen Eigenfunktionen, so verschwinden von den 

Mer Gliedern von (7) das zweite und dritte bei der Integration nach x, 
weil die unteren Indizes der Kugelfunktionen verschieden sind; da überdies 
die beiden anderen Glieder mit dem gleichen Faktor auftreten, erhält man: 


(19; 



S7iicE\E\ (k -j- w -f- !)• 
2 k 4- 1 (k — w — A)! 




T, R,r^dr. 


1 >108 gilt für den Übergang k k -f- 1 . Die Formel für den anderen in (18) 
( rithaltenen Übergang k~^h — l erhalten wir aus (19) durch Vertauschung 
\on k mit k — 1. 

d) Unsere Diskussion bei b) ist aber noch unvollständig, da wir beide k 
als positiv vorausgesetzt hatten. Sind beide k negativ, so bleibt (18) 
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bestehen, und es ist nur nöti”, in (19) k durch \k\ ~ 1 zu ersetzen. Es 
kann aber auch sein, daß z. B. /cg negativ, k^ positiv ist. Dann 
haben wir die Produkte (17) zu schreiben 

^kx - 1 ~ 1 I i l • 

Diese verschwinden bei der Integration nach x dann nicht, wenn 
(18a) jA-jl = l/rgj, d. h. A\k\ = 0. 

Bei dieser Schreibweise ist zugleich der Fall h\ nega i i \ und k^ positiv rnit- 
berücksichtigt. Statt (19) erhall man jetzt 


<19a) 



8 71 i c VI Ng 


(1^1 + 

(I k| 4- VI 


IV- 



1 - 






■2\k\ + 


T 7? 
^ 1 ■'D 


Bevor wir diese Besultate diskutienui. erledigen wir noch die Kom- 
ponenten der Zusammenfassung /j ij^, GJ. (8). 

a') Die (^'-Abhängigkeit in beiden Gliedern der lieiden Gin. (S) ist 
dieselbe, nkmlidi 

f,i (mx 


Die Integration nacli q> liefert also Null, es sei dt'im, daß 

(20) 

wobei sich das i -Zeichen auf die erste bzw. zweite Gl. (8) bezieht. 

b') Es seien kj, k^ positiv und = vi, vi^ = w i 1 . In (8) treten die 

Produkte auf 


P'i P'ki - 1 und P“j fl = VI ±L 


Damit sie bei der Integration nach x nicht beide verschwinden, muß sein 


(21) ^2= Zik = ± 1. 

Hier gilt das ^-Zeichen für beide Gin. (8). 

c') Es sei VI ^ = VI, vi^ = ?/i -p 1, k^ ~ k, kg = k -f 1. Man be- 
rechnet aus der ersten Gl. (8) (eines der beiden Glieder verschwindet bei der 
Integration nach x): 



öl + ’ h) T 


— (k + m + |)! 

^fe' + T {k-m - l)\ 


i 


T, E.r^dr. 


Ebenso aus der zweiten Gl. (8), wobei nach (20) zu setzen ist vi^ = m, 
— m — \ : 


(22 a) 



SjiicN^N^ (k -f m — J)! 
YlT-fr (fc - VI - J)! 


1 


T, R,r*dr. 
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VuT den anderen in (21) enthaltenen Übergang hat man in diesen Formeln k 
mit k ~ 1 zvL vertauschen. 

d') Sind beide k negativ, so tritt die unter d) genannte Vertauschungs- 
legeJ (jA:| 1 statt k) in Kraft. Haben und k^ verschiedenes Vor- 

zeichen, so hat man statt (21) die Auswahlregel (IHa); man berechnet dann 

(■■^8) 1(11 +*1)2 dt 


^{k - m- J \2fc + 1 ^ 


(23 a) — 


, , , -f 711 — J ! 

= 4 Tti cA, A„ , 

' in - l\ 


v.n T,n, \ o., 

eJUfc + i + 2 /C- 1 )" 


Wir iassen zusammen, was wir ini \orstehend(‘n uIxt die AuswaliJ- 
regeln gelernt halieii: 

Die Regeln (16) und (20) ihr die magnetische Quantenzahl m lauten 
ebenso Mie im Schrödinger-Falle, 01. (TT. 5. 2a). nämlich 
Avl — 0 oder Am ~ 1- 


Auch die Zuordnung zu den Achsenrichtungen (hier des \’ektorj)otentials 2 
dort der Matrixelemeiite) und die daraus folgend(‘ l^ilarisationsregel bei 
magnetischer Auflösung ist dieselbe wie dort. Dali m jetzt halbzahlig ist, 
macht für die Auswahlregel, die nur \()n Am handelt, keinen l'nterschied. 

Andererseits ist die Auswahlregel (TH), (21) für die Diracsche azimutale 
Quanteiizahl k zwar mit der frulieren Regel (II. 5. 2) für / identisch, sofern 
^s sich um zwei k von gleichem Vorzeichen handelt. Denn dann gilt nach 
H. 2) die Zuordnung /r =- / -f 1, Ä' - 0 und ~ k l, k < 0, so daß man 
n beiden Fällen hat ; 


Ak =r. Al =: ±1. 

\ber es kommt die neue Auswahlregel (18a) hinzu, von der in der Schrö- 
lingerschen Theorie nicht die Rede sein konnte, weil es dort keine im 
Vorzeichen zweideutige Quantenzahl gab, nämlich bei ungleichem Vor- 
zeichen der beiden k: 


'^V)a) z1|A:| = 0. 

Air zeigen, daß in l umgeschriebenV auch (25a) auf Al — ±^1 führt, 
laß aber der Unterschied zwischen (25) und (25 a) zutage tritt, wenn wir 
leben I die Quanteiizahl j des Gesamtimpulses, also nach (8. 12) 

‘* 26 ) i-m-i 

11 Betracht ziehen. Im Falle (25) hat man j = 1 -f- ^ bei positivem fc, 
= l — I hei negativem k. Beidemal folgt dann aus Al ^ ± l auch 



300 


Die Diracsche Theorie des Elektrons 


IV. 9. 27 


/Ij = -J- 1. Anders im Falle (25a). Nehmen wir z. B. k > 0, 

/cg = — k < 0, so udrd zwar wegen 1 = k = I 2 : 

Al = l2--li= 1 , 
aber zugleich nach (26) = k — also 

Aj — 0 . 

Entsprechend gilt im Falle ~ k < 0, k^ = k > 0 zwar Al — — 1, 
aber zugleich wieder 

Aj = 0 . 

AVir können hiernach statt (25) und (25a) auch schreiben 
(27) Al = ± 1, = ± F 

(27 a) AI==±1,A]= 0. 

Die der Schrödinger-Theorie fremde Quantenzahl j ist also der Auswahlregel 
unterworfen 

(27b) A] ± 1 oder Aj = 0, 

wobei der Übergang /I y = 0 dem Übergang A\k \ = 0 in (25 a) entspricht und 
die Zweideutigkeit des Vorzeichens von k in der Dirac-Theorie widerspiegelt. 

Diese Eegeln und Quantonzahlen hegen der ganzen Theorie der Dublett- 
Serien- Spektren und daher auch der Eöntgen-Spektren zugrunde. In der 
Tat gilt alles Vorhergehende nicht nur für das Wasserstoff-Kepler-Problem, 
sondern für jedes Ein-Elektronen -Problem bei beliebigem Potential Tb 
AVir wissen aus Bd. I, Kap. A7II, daß unsere Eegeln darüber hinaus auch 
für Multiplett -Spektren ihre Gültigkeit behalten. 

Zugleich mit den Auswahl-Eegeln sind auch die Intensitäts-Eegeln 
in den vorstehenden Formeln enthalten, wenigstens im Falle der Dublett- 
Spektren. Indessen würde uns ihre Ableitung hier zu weit fuliren. A\’ir ver- 
weisen daher auf Bd. I, S. 572 und 579, wo diese Eegeln bereits in ihrer 
definitiven wellenmechanischen Form und für beliebige Multiplett-System^' 
angegeben worden sind. Nur soviel sei zur Erläuterung ihres ganzzahligen 
Charakters gesagt: Die verschiedenen Übergänge innerhalb eines Multi- 
pletts unterscheiden sich durch die AA inkel- Quantenzalden k, j und eventuell 
m, stimmen aber in der radialen Quantenzahl und daher auch in den 
radialen Eigenfunktionen des Anfangs- und Endzustandes überein; die 
Intensitäten dieser Übergänge wurden durch unsere Formeln (19), (19 a) usw. 
bestimmt. Letztere hängen von den AAünkel- Quantenzahlen rational ab: 
ihre Abhängigkeit von den radialen Quantenzahlen, die transzendent ist, 
ist in den genannten Formeln innerhalb eines Multipletts die gleiche [auch 
bei (19a), wie eine nähere Untersuchung zeigt]. Sie hebt sich dalier bei 
der Bildung der Intensitäts-Verhältnisse heraus, welche somit durch 
ganze Zahlen bestimmt werden. 
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§10 

Das kontinuierliche Wasserstoff- Spektrum. Negative Energie-Niveaus. 
Die Entdeckung des Positrons 

Bisher wurde vorausgesetzt E < E^^, was soviel bedeutet als gebundenes 
Elektron (Bindungs-Energie W — Eq~ E). AVir betrachten jetzt das freie 
Elektron im Beide des AVasserstofl-Kerns E ; Dabei bleibt die Inte- 
i^rations-Methode des § 7, soweit sie die W'inkelabliängigkeit betrifft, völlig 
erhalten. Ein Unterschied tritt erst auf im asyrii}>toti8chen Vorhalten der 
radialen Eigenfunktionen Gl. (7. 8ö). Hier wird nämlich k, Gl. (7. 37), 
ifnaginär, so dab die beiden Aäirzeichen von A glei(*hb(^rechtigt worden 

,1) A = ± A W-Bl 

h c 

Setzen wir wie in (7.88) g ~ 2Xr und nehmen bei / das positne \A>r- 
/eichen, so wird 

da) 0 ~ 2ixr, X \E'^ - - E^. 

" n c 

X ist die zur Energie E im kräftefreien Falle gehörende AA'ellenzalil. (AA'ir 
^chreiben x statt k, weil wir k für die azimutale Quantenzahl im Dirac scheu 
Sinne reservieren müssen.) In der Tat besagt der Energiesatz Gl. (1. 4) 
liir V = 0 

. 2 ) = = 

Euter Beibehaltung des Ansatzes (7.30) gelten die Diffenmtialgleichungen 
(7. 40) für fj, Ü 2 ungeändert. Daraus folgt, daß das Verhalten im Nullpunkt 
‘^ciiau so wi(‘ früher durch g' beschrieben wird ; y wird wieder durch (7. 42) 
mit positivem AVirzeichen der Quadratwurzel gegeben, ist also auch jetzt 
<‘ine reelle Zahl, die im allgemeinen positiv ist und nur für k = 1 einen 
kleinen negativen AVert annimmt. Aber das Abbrechen derKeilien für v-^, 
laßt sich nicht erreichen. Die in (7. 41) eingefuhrten Keihen reduzieren sich 
also nicht auf Polynome, sondern sind ganze transzendente Funk- 
tionen, nämlich , vgl . ( 8 . 29) , allgemeine konfluente hypergeometrische 
lE-ihen. 

AVir können sagen: die Eligenfunktionon bleiben für E > Eq in azi- 
üniialer Hinsicht immer noch diskret: die Quantenzahlen m und k 
t" halten dieselbe Bedeutung für die AATnkel-Abhängigkeit wie bei E < Eq. 
Aber in radialer Hinsicht bilden die Eigenfunktionen eine kontinuier- 
liche T'olge: alle Energie-AVerte E^Eq sind zulässig. 
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Aber iiichi nur die positiven Energie-Werte E ^ E^, sondern auch 
die negativen 

Wir haben zwei getrennte Energie-Eunder, eines oberhalb 
-f das andere unterhalb — E^^, beide ins Unendliche ver- 
laufend! 

Man wende nicht ein, daß dann auch ini diskreten kSpektrurn negative 
EiKTgien inöglicli wären. Aäirzeicben-Unikebr von E vertauscht in (7. 43) 

e mit \je und macht daher die bei E ; • 0 
positivt* rechte Seite von 01. (7. 48) negativ. 
Damit ist nach eben dieser Gleichung die 
Existenz eines ganzen positiven n^. unver- 
träglich. Es gibt also keiiK' diskreten Niveaus 
\on negativer Energie^). Das Niveau-Schema 
sieht, von allen Eeinstrukturunterteilungeii 
abgesehen, so aus. wie t‘S Eig. 16 darstellt. 
Dasselbe Niveauscheina gilt übrigens aiicli 
für die relativistische Schrödinger- 
Gleichung aus § 1 (nur die Eeinstruktiir- 
Unterteilurig iTgab sich dort anders als bei 
Dirac). Laßt man in Fig. 16 die diskreten 
Energieniveaus fort, so erhält man natürlich 
das Niveauschema des freien Elektrons, und 
zwar sowohl irn Diracschen wie im rela- 
ti vistisch -S c h r 0 d 1 n g e r sehen Falle . 
ln der Figur ist linker Hand angedoiitet , daß der Abstand der beiden Band- 
kanten in Elektronen-\’olt gerade rund 1 Älillion betragt . In d(‘r Tat folgt aus 



Energiespektrum des Atoms, 
nicht maßstäblich gezeichnet, 
weil sonst die diskreten Ener- 
gie-Niveaus mit der Serien- 
grenze E = E„ merklich zu- 
sammenfallen wurden. 


eV 

mit e — 1,6- 10“^ (elektroinagn.) und 2 E^ — "2 • 0,9 • • p • 10^ 

— 16 ■ 1(H erg 


( 8 ) 


V = 10’\ U = 10* Volt. 

Ladung 


Denken wir uns diese Energie-Differenz monochromatisch ausgestrahlt 
nach der Quantengleichung 


Ä,. =:ä| = 2£;„, 

Wir komien dies, unter Vorwegnahme von Spaterem, folgendermaßen 
verstehen: Bei negativer Energie verhalt sich das Elektron wie ein Positron. 
Es wird daher vom Kern abgestoßen. Diskrete Zustände sind aber nur mög- 
lich, wenn das Elektron vom Kern angezogen wird. 
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s() berechnet sich als AA'ellenlänge der Ausstrahlung 

3 m) ^ — = -^ Xc 12 A'-Einheiten, 

2 m^^c 2 

wo Ap die Compton-W ellenlange ist. Zum Vergleich (>rinnern wir an die 
Wellenlängen der härtesten y-8trahlen 

IhiC ThC" 

— 6,0 und .“),G A’-Einh. / 4.7 A-Einh. 

V - 1.8 • !()<> und 2.2 • IO« Volt ]'=_ 2.6.1 • IO« Volt. 

Eigentlich kann uns das Auftreliai negat i\ er Energien nicht überraschen, 
da es sclion der ndativistisclien Punkt mecliamk nich* Iremd ’st. In der Tat 
destininit Gl. (2) zu ('iia'in geg(‘l)enen Impuls p eindeutig nur die (rröße von 
- El. Eur E sidbst (Tgibt sich daraus die zweideutige Pestimmung 

E ^ i 

Infolgedessen werden auch du' in der relativistischen Jhmktmecluinik zu- 
lässigen Energie-Aneaus durch die beiden Bänder der Eig. 16 dargestellt, 
hetzten Endes ruhii diese Zweideutigkeit natürlich her von dem Auftreten 
der Vl -- ß“, die sclion in die (irundlagen der Pelativitätstheitrie (Lorentz- 
Traiisformation) eingeht . 

\Vähr(*nd alxT in der klassiscli-relativistischeii Mechanik die beiden 
hander getrennt sind und kein IPaTgaiig von diun positiven zu dem negativen 
haiide fuhrt, können sie in der relativistischen AVellenmechanik miteinander 
kommunizieren. Dies schien einige daliri' hindurch eine ernstliche Schwierig- 
keit für die Diracsche Theora* zu l)ed(‘Ut<-n. bis es sich zeigte, daß t'bergänge 
\om negativen zum jiositivt'ii Band und umgekehrt durcli du* Beiibachtungs- 
ikitsacfieii unter gewissen Beilmgungt'n g(*radezu gefordert werden. 

B(*vor wir dies naher (‘rlautern können, müssen ^Mr die Natur der 
kontinuierlichen Eigenfunktioiu'n etwas nalu*r studieren. 

Wir gehen zurück auf die reduzierte Form (8.83) derl hgenfunktionenund 
'Enten sie, unter Hinzutugung des erfordiTlichen Normierungsfaktors, so an: 
41 v-= 


hu‘ beiden { } behalten genau ihre frühere Form bei. Auch den analytischen Aus- 
hiick für 21*2 können wir iimt. mut. aus (8.21), (8.30), (8.29) ubernelinien. 



c 


ä {l'\ + -1 C), 


\l~ = ye - a-J?', .-1 am (il. (8- 28 a) 


|F = C(- 2|- 4J. g), 

F(- +1. e). 
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Wir haben nur zu beachten, daß q und s rein imaginär und durch 
(8. 28 b) als komplex definiert ist. Neben werden wir auch die Bezeich- 
nung n = Tif . )/” als Ersatz der „Hauptquantenzahl“ übernehmen; sie 
wird nach (8. 28c) im kontinuierlichen Spektrum rein imaginär, und zwar 
entsprechend unserer Festsetzung bei Gl. (!) negativ imaginär im 
positiven, positiv imaginar im negativen Energieband. 

Für F, benutzen wir am besten die Darstellung durch Doppel- 
Ümlaufs-Integrale aus Zusatz 16, Gl. (7): 

F (’ 

F, = (7, (£« ■ (1 - tif ' ^ '*-• “ ' < ■ " u. 



C und C\ sind durch die dortige GL (6) gegel)en mit 

a = — y = 2 + 1 bzw. a — — -f D y == 2 + 1. 

Zunächst eine Bemerkung über die Eealitats-Eigeiischaften der radialen 
Eigenfunktionen. W’ ahrend im diskreten Spektrum reell waren, sind 

sie im kontinuierlichen Spektrum nur „wesentlich re(41“, d. h. bis auf einen 
gemeinsamen konstanten Idiasenfaktur. Man sieljt dies so ein: Für ^ = 0 
\vird 


F = Fl = 1, C-W2 1, p 1 


‘ 1 • c ^ 


(“1 + 1 ) 


Daher, wenn wir nur die nicht-reellen Faktonui zum Ausdruck bringen: 

(5) F, ~ c“ ' (1 - A). Fj ~ ('■J' (1 + A). 

Es ist aber | = 1 nach (8. 28a). Betrachten wir z. B. die erste der dort 

gegebenen Darstellungen, so wird die Norm des Zählers (e ist imaginär, 
also = — |r|^ : 




4kr^ 


und dies ist zugleich die Norm des betreffenden Nenners. Man kann hiernach 
schreiben 

(5a) M = 

und erhält aus (5) 

(5b) A - 
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Aus diesem Verhalten im Nullpunkt folgt aber nach den Differential- 
gleichungen (7. 88), welche reell und linear sind, daß R^, JRg in ihrem ganzen 
Verlauf „wesentlich reell“ sind, mit demselben Werte des Phasenfaktors 
wie in (5 b). Eine Bestätigmig dieser Aussage liegt in dem asymptotischen 
\^erhalten von R^, R^, Zusatz 16, Gl. (15), wo wir auf einem unabhängigen 
Wege denselben Phasenfaktor wiederfinden werden. 

Wir wollen jetzt den Norinierungsfaktor N in Gl. (4) bestimmen. 
Wir spalten ihn wie früher in die beiden Faktoren und auf. ,,, hat 
den in (9. 14) angegebenen AVert. Bei aber müssen wir beachten, daß wir 
im kontinuierlichen Spektrum aus Konvergenzgründeii statt des dortigen 
Integrals 

Ot) 

(fi) j(ß? + 

nach Kap, II, §8, Gl. (10a) zu betrachten haben* 

i6a) X = Lim [ r^dr [ {R,[ R^ -f R^ R^)dx\ 

r, - « i A 

Hier ist der Badius einer Grenzkugel, Ax(^m Wellenzahl-Gebiet, welches 
die beiden zu , R^ und R \ , R[y gehörenden W ellenzahlerH) x und x enthält . 
Bezüglich der Bealitäts- Verhältnisse ist folgendes anzumerken; Nach dem 
Muster von (11,8, 10a) wäre in (6a) statt 7?,. R^ zu schreiben gewesen 
B *, R *. Da aber die radialen Eigiuifunktionen, wie wir soeben sahen, 
..wesentlich reell“ sind, kann man liiervon abseheii. Die konstanten Phasen- 
faktoren gehen dann jn den Normierungsfaktor N,. ein. welcher dabei seiner- 
seits seinen reellen Charakter verliiTt. Dies hat keine Nachteile, wird vielmehr 
die folgende Darstellung etwas vereinfachen. 

Wir haben nun das Analogon zur Green sehen Identität (II. 8. 6) auf- 
zuBuchen, welche uns damals instand setzte, die r-Integration auf Grund 
lediglich des asymptotischen Verhaltens der radialen Eigenfunktionen 
auszuftlhren. Dazu betrachten wir die radialen Differentialgleichungen (7. 33) 
für Ri,R 2 , Eigenwert E, und denken uns darunter die Differential- 
gleichungen für R'ifR'i, Eigenwert E\ geschrieben. Wir multiplizieren diese 
^ ier Differentialgleichungen der Eeihe nach mit 

Ej, -e;, E, 


^) Während wir 1. c., Kap. II die betreffenden Wellenzahlen nannten, 
\ ermeiden wir hier die Indizes 1 und 2. weil diese zur Unterscheidung von 
und Ej gebraucht werden. 

Sommerfeld, AtombAn. II. 


20 
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und bilden ihre Summe. Die Größen V, Eq und die Quantenzahl k, welche 
in allen vier Gleichungen die gleichen sind, fallen dabei heraus. Es entsteht 
rechts 

links entsteht zunächst 


^ (Ir ^ dr ^ dr ' ^ dr r ^ ^ ^ 




Dies wird nach Multiplikation mit ein vollständiger Differentialquotit'iit, 
nämlich gleich 


d 

d r 


rHR, 


b: 


B\ B.^). 


Infolgedessen haben wir als Analogon des Green sehen Salzig 

(7) J (7f ; R, + K, n,) r^dr = (77i R, - R, R',). 

Setzen wir hier die in (6 a) vorgesehemai Integrationsgrenzen 0 und r„ 
ein, so läßt sich die rechte Seite aus der asymptotischen Darstellung (15) 
in Zusatz 16 bereclirKun Man t‘rhält 



Rechterhand gehören die Argumenti* p und p' bzw. zu den W’ellenzahlen 
x\ die . . . deuten auf die Glieder Ir?! log j p| — 1. c. hm. Durch trigono- 

metrische Umformung entsteht: 

(7a) R, R, - R[R, = [{\t\ - ie|)sm( IP' + ■..) 

+ (|t| + ,«'l)sin(-!"t::rid +---)j- 

Hier verschwindet das erste Glied der Klammer gegen das zweite für x' x. 
Ferner können wir unter Vorwegnahme des Grenzuberganges x-^x setzen : 

B, = B, = R, K| + Ie = 2|e! 

und vor der Klammer, vgl. (la): 

lel = le'l = 2«»-; 

dagegen muß es im Argument des zweiten Sinus heißen: 
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wobei die in (7 a) ungedeuteten Zusatzglieder ... für das Folgende belanglos 
werden. Mit diesen \ ereinfachungen wird die rechte Seite von (7) für r = r 
(H\ B^\e\hc 1 ^ 

E' ~1e 

.letzt ist noch die in (Ga) vorgeschricbene Integration nach tf' auszufuhreii, 
wobei wir als Integrationsveriable x = pr' - benutzen können. M ir 
stutzen uns dabei wie S. 127 auf die bekannte Gleichung: 

f f> 




F (x) Mii r„ 3- Y = nF (0) für r„ 


00 , 




K 

h^r^x' 


(^0 


'Oa) A' = 


X = 


I » I (.‘1 la^ in\ 


In Anwendung auf (8) setzen wir 
\\egen (la) ist aber 

dx _ 1 E 
dK hf ■^~jF>~:rEi 
Mir erhalten so aus (Ga), (7), (7a) und (8) 

7t f\ E 

h V x^ 

»dar mit Benutzung des Wertes von B in Zusatz ](>, 01. (10) 

■ TZ \e\E E 1) 

/nx-^ + 

\r ist Wie in ( 9 . 14 ) das iB'ziproke hiervon: 

. Hif -/T2r>r) • 

Der Vergleich von (10) und (.7b) zeigt nun unmittelbar, daß die nor- 
"lerten radialen Teile der Eigenfuuktion, nämlich und beide 

cell werden, indem sich nunmehr die imaginären PhasenfaktoreJ in diesen 
'rodukten aufheben. Hiervon werden wir auch später, z. B. in Zusatz 8 
Gebrauch machen. 

Bas Bisherige gilt nicht nur für das obere, sondern auch (unter Vor- 
aiohenumkehr hei der imaginären Hauptquantenzahl n) für das untere 
iand des kontinuierlichen Spektrums, d. h. auch für Zustände negativer 
nergie. ® 

Es entsteht nun die Frage, ob es spontane Übergänge gibt von dem 
rundzustande des M asserstoff-Atoms (oder einem anderen seiner 
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diskreten Zustände) nach einem Zustande negativer Energie. Wenn 
sich für solche Übergänge eine endliclie Wahrscheinlichkeit errechnete, 
würde das W'assorstoff-Atom instabil sein und insbesondere der Grund- 
zustand nicht inelir seinen Namen verdienen. 

Die Berechnung erfolgt auf Grund der vorangehenden Ausdrucke für 
die Eigenfunktionen nach den Übergangsformeln von § 9 (integrierte 
Stromkomponenten) unter Beibehaltung des hierbei wesentlichen Re- 
tardierungs-Faktors. Sie liefert, wenn man über alle Endzustände im nega- 
tiven Energieband integriert, nach einer Abschätzung von Oppenheimer^) 
eine so große Übergangs- Wahrscheinlichkeit, daß die Lebensdauer des 
Grundzustandes nur etwa 10~® sec betragen wurde! Das W asserstoff- 
Atom wäre also vollständig instabil. Bevor wir das gegen diese 
Instabilität von Dirac vorgesehene radikale Heilmittel besprechen, müssen 
wir auf folgenden Umstand aufmerksam machen. 

Der Übergang ms negative Energieband ist nur möglich im Felde des 
W' assers tof f-Kernes: Bei fehlender Kernladung, also beim freien Elektron 
wird die Übergangs-Wahrscheinlichkeit Null. Das gilt nicht nur für den 
Übergang aus einem positiven in ein negatives Energie-Niveau, sondern auch 
für den aus einem positiven in ein tiefer gelegenes positives Niveau, ent- 
sprechend der evidenten Tatsache, daß ein Kathodenstrahl niemals in einen 
Kathodenstrahl geringerer Energie unter Ausstrahlung der Energie-Differenz 
übergehen kann — was ja eine spontane Erzeugung von Röntgenstrahlen 
im Vakuum ohne bremsendes Hindernis bedeuten würde ! Es ist aber lehr- 
reich, dies ausdrücklich aus unseren Formeln zu beweisen. Dabei kann das 
tiefere Niveau zum negativen oder auch zum positiven Energiehande gehören. 

Wir stellen das freie Elektron im oberen Zustande (Wellenzahl k, 
Energie E) durch die W'ellenfunktion v, im unteren (Wellenzahl k', 
Energie E') durch die adjungierte W'ellenlunktion v dar, die ^vir beide 
aus (5. 45) entnehmen können, benutzen wie dort den Reduktionsfaktor 
= J (1 iy^g) (1 y^) und spalten den Zeitfaktor ab, indem wir 
ähnlich wie in (5.88) und (5.84) setzen 

(n\ 1“ v «'**'*> V = (v’i + yi Vä + Va + y... vJ r. 

[v = X = rix* - yix* -y>z* + yia*)- 

Der Vergleich mit der Darstellung der u, v (5. 45) liefert dann bei Weg- 
lassung aller gemeinsamer Faktoren und gehöriger Reduktion: 

J. R. Oppenheimer, Phys. Rev. 35, 939 (1930). 
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Wir berechnen z. B. die dem Strom -f ij^, Gl. (9. 8) entsprechende Aus- 
strahlung, unter Hinzufügung der auch hier wesentlichen Kotardierung 
(n == Beobachtungsrichtung, A = Wellenlänge des ausgestrahlten Lichtes) 

(18) X = ^ n, 

nämlich 

(14) ~ j (L + Ms) ^ ' j 7'. 

(14a) C = 2 ic W, ^ ^ (K + ^ K)- 

Das Integral (14) ist abtT ersichtlich divergent. Um Konvergenz zu er- 
zwingen, müssen wir wie bei der vorangehenden Normierungs-Betrachtung 
mindestens eine der beiden WellenzahJen k, k' „unscharf“ machen, d. h. über 
ein endliches Welleiizahl-Intervall integrieren. Statt dessen ziehen wir es 
vor, die eine der Ix'iden Wellenzalilen, sagen wir k, zu ersetzen durch ein 
Wellenpaket von bequemer, z. B. Gaußscher Struktur. Wir fugen also, 
indem wir in (14) k durch K ersetzen, eine lnt{‘gration über den ..Wellen- 
zahlraum K“ hinzu 

(15) 

wobei wir durch hinreichend große Wahl \on g das Gewicht beliebig auf die 
Stelle K = k \’erlegen können, was wir nach Ausführung der Integration 
tun werden. Ersichtlich bedeutet hier (K — k)^ das Abstandsquadrat der 
beiden Punkte K und k im Wellenzahl-Kauin K. Wir integrieren also nicht, 
wie wir es beim X orrnii tu ngsfaktor taten, über ein WeJlenpaket von ,,Kecht- 
ecksforni“ (1 im Intervall Ah\ 0 außerhalb desselben), sondern über ein 
WeUenpaket vom Profil einer Gaußschen Fehlerkur^e. Diese Methode 
wird .uns auch später (beim Compton-Effekt) nützlich sein. 

Wir erhalten so statt (14) das konvergente Integral: 

(15a) V ~ C Lim j dr ^i{K~k' — K,x)^ 

g =. oc 

Wir haben in (1 5 a) ein sechsfaches Integral vom einfachen Fourier-Typus 
vor uns. Seine Auswertung liefert nach dem Fourierschen Theorem, vgl. 
z.B. Gl. (III. 7.8): 

(16) V = {^nfC Lim 

p = oo 

also U = 0, es sei denn, daß 

( 17 ) k = fc' -f 

Diese Gleichung bedeutet ersichtlich (nach Multiplikation mit %) den Im- 
jiulssatz. 
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Es ist aber eine wohlbekannte Tatsache, daß der Impulssatz im vor- 
liegenden Fall (Anfangszustand ein freies Teilchen, Endzustand ein freies 
[feilchen -f ein Photon) nicht mit dem Energiesatz verträglich ist. Wir 
überzeugen uns davon etwa folgendermaßen: Gl. (17) besagt, daß die 
WellenzahJ- Vektoren k, k', k ein Dreieck bilden sollen. Also gelten für die ab- 
soluten Betrage dieser Vektoren die Sätze von der Summe und Differenz der 
Dreiecksseiten : 

k -\~ k' k — k' ^ X. 

Durch Quadrieren entsteht 

k2 + k'2 - ;^2 ^ 2 kk' ^ 0, 

-f k'2 - _ 2 kk' ^ 0 

und hieraus durch Multiplikation 
(18) (/r2 -f k'2 - - 4 k^k'^- ^ 0. 

Der Energiesatz für die Korpuskel in den beiden Zuständen k, k' lautet. 
fl9) //2 c2 k^ = £-2 - El //c2k'2 = £'2 

und der für das Photon 

E ~ E' = hv — tn x, 

oder quadrü'rt: 

(20) //2c2>^2 ^ {E- E'f. 

Wir setzen (19), (20) in (18) ein und erhalten nach gehöriger Zusainmen- 
ziehung 

EUE -E'f so, 

also einen Widerspruch. (17) ist mithin unmöglich und es gilt notwendig 

r - 0. 

Den Grund dafür, daß ein solcher spontaner Übergang beim Wasser- 
stoff-Elektron möglich war, erkennen wir nun darin, daß die Impulsbilanz 
hier durch die Mitwirkung des Wasserstoff-Kerns erfüllt werden kann; 
das gebundene Elektron kann seinen Impuls-Uberschuß an den Kern über- 
tragen, der dann einen Kuckstoß erleidet. Man kann dies vergleichen mit 
der den Chemikern geläufigen Reaktions-Steigerung durch Oberflächen- 
Katalyse, die ja auch auf der Außer-Kraft-Setzung des Impulssatzes beruht. 

Können wir die dem gebundenen Elektron verhängnisvollen negativen 
Energie-Niveaus los werden? Sie gehören zum vollständigen System 
der Eigenwerte so gut wie die Niveaus pcjsitiver Energie. Zur Darstellung 
eines allgemeinen Zustandes sind sie ebenso nötig wie diese. Z. B. hat 
sich gezeigt^), daß sie bei der Streuung des Lichtes mitwirken müssen, 


^) J. Waller, Zeitschr. 1 Phys. 61, 837 (1930). 
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wenn anders die richtige EayJeighsclie Streuformel von der Dirac-Theorie 
wiedergegeben werden soll. Dementsprechend sind alle Versuche, durch 
etwaige Abänderung der Dirac-Gleichung die negativen Energie-Niveaus 
unterdrücken, gescheitert. 

Es kann also nur die Frage sein, wie wir diese Energie-Niveaus unschäd- 
Jjcli machen können. Den ^\'eg hierzu hat Dirac gezeigt. Er dekretiert: 
Alle negativen Energie-Zustände sind mit Elektronen besetzt. 
Dann verbietet das Pauli-Prinzi}) den Übergang in diese Niveaus, und 
die Stabilität des \\ asserstoff-Atoins ist gerettet! 

V ie aber, wcmn wir eines dieser Elektronen aus der Unterwelt der 
negativen Energieniveaus in die Oberwelt der positiven künstlich herauf- 
heben? Das Mittel dazu bietet der Photo-Effekt bei genügender Frequenz 
der erregenden Lichtwelle ^). V ir sahen olxm, daß die härtesten radioaktiven 
y-Strahlen eine Energie hv . • 2 Eq haben, also die erforderliche Hubarbeit 
leisten können. Um so mehr können es die Photonen, die in der kosmischen 
Strahlung enthalten sind. Als liesultat dieses Förder-Prozesses tritt ein 
Elektron als neu-erschaffen in die beobachtbare Oberwelt ein. Aber es 
ist noch etwas Zweites geschaffen, nämlich ein Loch in der Unterwelt. 
Wie wirkt und wie verhalt sich dieses Loch? Wir behaupten: wie ein 
positives Elektron. 

Der allgemeine Beweis dafür liegt in folgendem. Wir schreiben die 
Dirac-Gleicliung (2.4) für den stationären Fall 

(21) u ~ y}f ^ 

in vektorieller Form hin: 


' 1 ) 




K - c F, 
hc 



0 . 


U Wir müssen hinzufugen: ,,und bei Mitwirkung eines hinreichend starken 
Kemfeldes“, welches liier wie bei jedem Photoeffekt (vgl. Kap. VII) für die 
Krfüllung des Impulssatzes sorgen muß. In der Tat kömien wir den hier postu- 
lierten Photoeffekt ansehen als den inversen Prozeß zu dem spontanen Übergang 
des 'Wasserstoff-Elektrons aus einem (kontinuierlichen oder auch diskreten) 
|K>8itiven in ein negatives Energie-Niveau, wobei die ausgestrahlte Energie- 
differenz der eingestrahlten Energie im Photoeffekt entspricht. Ebenso wie 
dei jenem spontanen tibergang ist daher auch bei dem zu ihm inversen Photo- 
< ffekt das Kemfeld für die Impuls-Bilanz unerläßlich. Wir erkennen dies ohne 
Rechnung in dem besonderen Falle, daß die Energie hv des Photons wenig 
irroßer als 2 ist, also zur Erzeugung der Ruheenergie des Paares (Positron und 
blektron) nur gerade ausreicht. Für die kinetische Energie der beiden Partikeln 
I leibt dann kein nennenswerter Betrag übrig. Sie können daher nicht den 
iiripuls des Photons hvfc ~ 2 Wf,c aufnehinen, weil dann mindestens eine der 
l eiden Partikeln eine Geschwindigkeit von der Größenordnung c haben müßte 
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Fj bedeutet die potentielle Energie für die Ladung 1, also dasselbe wie das 
(gewöhnlich mit Kp bezeichnete) skalare elektrodynamische Potential; wir 
Batzen in (1) E >0 (oberes Energieband) und e < 0 (gewölmliches negatives 
Elektron) voraus. 

Jetzt kehren wir das Vorzeichen bei e um, betrachten also statt des 
gewöhnlichen negativen Elektrons ein hypothetisches ,, Positron“. Seine 
Wellen funktion bezeichnen wir mit Wir erhalten dabei aus (I); 


(ii) 


\{l 


grad + 91 


)- 


fic ^f,<4 


r. - 0. 


Andrerseits betrachten wir ein gewölmliches Elektron im negativen 
Energiebande und nennen seine Wellenfunktion ^p' . Wir kehren also in (I) 
das Vorzeichen von E um und erhalten: 


(III) 


(r, grad 


ic E + c F, 

-Äc' + 


K] 

hei 


= 0 . 


Dies ist im wesentlichen dieselbe Gleichung wie (II). ..Irn wesentlichen“ 
soll heißen, daß (II) und (III) sich nur im Vorzeichen von und i unter- 
scheiden. Da aber y — (y, y^) und y' = (y, — y^) sowie + 'i und i' — — i 
denselben Multiplikationsregeln genügen, so erhalt man aus jeder Lösung rp^ 
von (II) eine Lösung xp' von (III), sofern man in xp+ die ,, unwesentliche“ 
Vertauschung (y, %) mit {y\i') vornimmt. 

Dasselbe wie von den Eigenfunktionen gilt aber auch von den Strom- 
dichte-Vektoren, auf die es uns ja eigentlich ankommt. Nach ihrer Definition 
haben wir für das Positron 


ru = rQ+ = ■ip^y^y)+ 

und bei Vertauschung von (y, i) mit {y, i') 

* ^ 

(V) r f = ~ icy}' y if}\ F q' = — y^ y/. 

il'Wenn wir hier von dem gemeinsamen negativen Vorzeichen absehen, ist 
(V) der Stromdichte- Vektor, der zum Zustande y)', also zum Elektron im 
negativen Energiebande gehört. Das gemeinsame negative Vorzeichen 
können wir aber in den ohnehin liinzuzudenkenden Nullteiler aufnehmen. 
Wir schließen also aus (IV) und (V) 

{VI) f = o' = 

und können sagen: 

Das Positron verhält sich im Felde F^, bei positiver Ener- 
gie E ebenso wie das negative Elektron im Felde Fj, ^ bei 
negativer Energie — E. 
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Wir wollen und müssen annehinen^), daß wenn alle negativen Energie- 
Niveaus von negativen Elektronen besetzt sind, dies in der Oberwelt der 
positiven Energie-Niveaus sich in keiner Weise bemerkbar macht. 

Um dieser Annahme Rechnung zu tragen, ändern wir die Dichte- 
Definition (und entsprechend die Strom-Definition) formal in folgender 
Weise ab („Subtraktions-Formalismus“): 

(VII) r Q = S vr. v ~ S vy4 v- 

bosot/t all(> 

E 0 K < (I 

Die erste Summe bedeute!: Summation über alle besetzten Energie- 
Niveaus, positive und negative, die zweite Summe dagegen: Summation 
über alle negativen Niveaus, besetzte und unbesetzte. Die erste 
Summe, für sich genonnnen, wäre nach der Schrodingerschen oder 
Diracschen Dichte-Formel der naturgemäße Ausdruck für die hier be- 
trachtete Gesamtlieit von Elektronen. Da sie aber divergent ist, ziehen wir 
die zweite ebenfalls divergente Summe ab; diese ist konstant, d. h. von den 
Besetzungszahlen unabhängig und ruckt das Nullniveau der Dichte ins- 
Endliche. Zur Prüfung von (VII) spezialisieren wir; 

a) Vakuum, kein positives, alle negativen Niveaus besetzt. In (VII) 
hebt sich der erste gegen den zweiten Term fort und man erhält ^ = 0. 

b) Ein gewöhnliches Elektfron von positiver Energie. Da aUe 
negativen Energie-Niveaus besetzt sind, heben sich die diesbezüglichen 
Anteile in (VII) heraus; es bleibt, wie es sein soll, nur die Dichte- Ver- 
teilung des einen besetzten positiven Energie-Niveaus übrig. 

c) Ein Diracsches Loch, kein positives, alle negativen Niveaus 
besetzt, bis auf eines. Es bleibt in der Differenz nur die diesem einen 
Niveau entsprechende Dichteverteilung übrig, und zwar mit negativem 
Vorzeichen (fehlendes Elektron!). Gehen wir von der Teilchen-Dichte q 
durch Multiplikation mit der Elektronen-Ladung — jej zur Ladungs- 
Dichte über, so erhalten wir in |c| |p| auch formal die Lad ungs- Verteilung 
des Positrons. 

Daher unsere obige Behauptung: Ein Diracsches Loch verhält 
sich wie ein Positron. Es wird von einem Proton abgestoßen, 

^) Die Schwierigkeit dieser Annahme besteht darin, daß selbst im Vakuum 
lalle Zustände positiver Energie unbesetzt) wegen der Zustände negativer 
t'nergie unendlich große Ladungen vorhanden wären. Es kommt darauf an, 
diese Ladungen (z. B. für die Licht-Fortpflanzung im Vakuum!) formal un- 
schädlich zu machen, indem man neuartige Vorschriften für das Rechnen 
niit diesen Ladungen macht, vgl. namentlich P. A. M. Dirac, Proc. Cambr, Phil. 
Soc. 80 , 160(1934), und W. Heisenberg, Zeitsohr. f. Phys. 90 , 209 (1934). 
Fnser Ansatz (VII) ist nur ein erster Schritt in dieser Richtung. 
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von einem Magnetfeld im umgekehrten Sinne abgelenkt wie 
ein Elektron. 

Wir schließen mit einem Dokument^), welches durch die Studien des 
Ehepaares Curie-Joliot ans Licht gefördert ist: der Wilson-Aufnahme von 
der Gehurt eines Zwillingspaares Elektron -Positron, hervorgerufen durch 
die y-Strahlen von ThC", einer veritabien und photographisch fixierbaren 
,, Materialisation“ von Strahlungs-Energie. Beide Korpuskeln treten 
plötzlich aus dem Nichts (der Dirac sehen Unterwelt) im gleichen Raum- 
Zeitpunkte auf: das Elektron links, aus seinem Anfangszustande 

negativem Energie durch 




Eig. 17. 

Aufnahme von Curie-Joliot 
Paar-Erzeugung durch 7 -Strahlen von ThC". 


den Photo-Effekt des y- 
Strahles in die Oberwelt 
emporgehoben, das Po- 
sitron rechts, die ent- 
standene Lücke in der 
Unterwelt anzeigend. Die 
Krümmung der Elek- 
tronenbahn links bringt 
die Wirkung des einge- 
schalteten Magnetfeldes 
zur Anschauung, die um- 
gekehrte Krümmung der 
Positronenbahn rechts 
zeigt, daß das Magnetfeld 
auf das Diracsche Loch 
im umgekehrten Sinne 
wirkt, wie auf das nega- 
tive Elektron, also in 
demjenigen Sinne, der 
einer Korpuskel von 
gleicher Masse und ent- 
gegengesetzter Ladung 
entspricht. 


Trn einzelnen lesen wir aus der Eigur ab: 

Die Geschwindigkeit beider Partner ist verschieden; das Positron 
(schwächer gekrümmte Bahn rechts) hat den größeren Teil der verfügbaren 
Energie übernommen. Diese ist (vgl. S. 308): 

/iVTh c" - 2 = 2,6 • 10« - 1,0 • 106 ^ 1 . 106 e-Volt, 


Compt. rend. 196 , 1581, Mai 1933. 
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Avas ziemlich genau übereinstimmt mit der Summe der aus den Bahn- 
krlimmungen zu entnehmenden Energien von Elektron und Positron. 
Nur diese Summe ist vorgeschrieben; die Aufteilung auf die beiden Partner 
bleibt unbestimmt, wobei aber nach einer Untersuchung von Bethe und 
Heitler^) bei ,, kleiner Total-Energie die Aufteilung zu gleichen Teilen, 
bei „großer“ Total-Energie die Bevorzugung eines der beiden Partner am 
häufigsten A^orkommt, \ on der Art des Kerns, der, A-gl. die Anm. auf 
&. 811, bei der Paar-Erzeugung iiotwendigerAveise mitwirken muß (im a er- 
liegenden Ealle Luft, in anderen Fällen Al, Pb usav.) scheint die Aufteilung 
merklich unabhängig 2). 

Bei der Deutung der Figur wurde* angenommen, daß die Massen von 
lOlektron und Positron gleich sind. Dies ist durch schöne Ablenkungs- Ver- 
suche von Thibaud^) (e/m-Messungon) mit bemerkenswerter Genauigkeit 
direkt nachgewiesen worden - die Diracsche Lochertheorie schließt diese 
Massengleichheit offenbar als notwendiges Postulat ein. 

§H 

Das Kleinsche Paradoxon 

0. Klein^) hat entdeckt, daß sich die Diraesebon Zustande negativer 
Energie unter Umständen ini \ erhalten eines Ijlektrons positiver Energie 
l»emerklich machen und zu höchst paradoxen Folgerungen führen, ohne daß 
wie im \ origen Paragraphen das Elektron aus der ,, Unterwelt“ des negativen 
n die „Oberwelt“ des positiven Energiebandes durch einen Strahlungs- 
Prozeß gehoben zu werden braucht. 

Es handle sich um den Durchgang eines E^lektrons durch eine Potential- 
Schwelle F, wie wir sie in Kap. 1, § 4 nach Schrödinger behandelt haben. 
^\ir nehmen die Schwelle wie dort zunächst als unendlich steil an. Die 
^prungstelle liege wieder bei x = 0; der Zustand sei eindimensional (nur 
i nii X abhängig). Die Zeitabhangigkeit sei gegeben durch 

e ^ , K positiv und > E^. 


0 H. Bethe u. W. Heitler, Proc. Roy. Soc. 146 , 83 (1934). 

M Nach Bemerkungen von F. Joliot in Rapports du Congräs Solvay, 
Vis 1934. 8. 149; vgl. auch G. Herzog u. P. Scherrer, Joum. de Phys. 6, 
189 (1935) (Beobachtungen auf dem Jungfrau- Joch, durch die die Regel von 
iethe und Heitler bestätigt wird), ferner H. Klarmann u. W. Bothe. 
ö*it8chr. f. Phys. 101, 489 (1936) (Nebelkammer-Beobachtungen in Xenon und 
Arypton). 

®) J. Thibaud, Joum. de phys. 5, 1934 (e/m-Messungen). 

*) /eitschr. f. Phys. 58, 157 (1929). 
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Wir setzen in der Dirac-Gleichung ( 2 . 4) 

r 0 ... 


<P, = <Pj = ^ , = 0, 0, 


\f) C 


a; < 0 
a; > 0 


und haben daher 


(1) x<0...y,^5 - 


d j __ y, E - E, 
ä X 7i c 


(II) 


->0 - 


d yi y, {E - F) — E^ 


fl C 


y) — 0 . 


AA ]e wir sehen, spielen sich beide Gleichungen innerhalb der einfachen 
Quaternionen-Gruppe (1, ^ 14 ) ab. 

Zur Lösung von (I) setzen wir an 

( 1 ) 

A muß dann wegen (I) der Gleichung genügen: 

y^E - F,,' 

hi- 


( 2 ) 


(j’;;y, - 


A = 0. 


Daraus folgt, vie in (4.5) und (4.9) 

E' 

(3) fc“ = -^ 




und 

( 4 ) 



y^ s + E» 

he 


r. 


(3) ist der Energiesatz für das Gebiet I, identisch mit (vgl. 4. 7) 

(8 a) 6-2 f = 7 i ;2 „ 

Mit der Partikular-Lösuiig ( 1 ) der ,,e]nfallen(Ieri Welle“ ist gleichberechtigt 
die Partikular-Lösung 

( 5 ) y) “ A’ er 

der bei a: — 0 „reflektierten Welle“. A' muß der mit umgekehrtem Vor- 
zeichen von k genommenen Gl. ( 2 ) genügen. Daraus folgt wie in ( 4 ) 

(e) + 

Den y-freien Faktor B durften wir hier hinzufugen (der entsprechende Faktor 
war bei ^ zu 1 normiert). Der Energiesatz (3) bleibt beim Vorzeiohenwechsel 
von k natürlich ungeäridert. Die allgemeine Lösung von (I) folgt aus der 
Superposition von ( 1 ) imd ( 5 ) zu: 

(7) y) = -f A' 
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Für das Gebiet II setzen wir 

iS) = 

mit der zu (2) analogen Bedingung 

y,(E-F)-£o\ 
h c 

Per Ansatz (8) war iin Gegensatz zu ( 7 ) eingliedrig zu wählen, weil keine 
.ms dein positiv Unendlichen einfallende Welle vorhanden sein darf. Aug ( 9 ) 
lolgt wie oben in ( 3 ) und ( 4 ): 


( 9 ) 


ik'y, 


'^) A" = 0 . 


( 10 ) 

ill) 


A" 



(E - Vr - ES 

^■y^(E — V) + E„\ 
Ar ) 


wegen Hinzufugung des y-freien Faktors (' vgl. das bei Gl. (6) (iesagte. 

\\’ir haben jetzt die bm j' == 0 geltendtaj Grenzbedingungen heranzu- 
ziehen, durch die die L(»siuigen ( 7 ) und (8) miteinander gekoppelt sind. 
J)a die Dirac-Gleichung, ini Gegensatz zur Schrödinger-Gleichung, von der 
ersten Ordnung ist. gewinnen wir nach der in Kaj). 1 , § 4 . Gl. (IV) beschrie- 
lieiieii Methode nur die eine Bedingungs- Gleichung 

(12) -- ^>1, ... für X — 0, 

.ilso 

n3) A -f A' = A". 

J)ie8e eine Bedingung zerfällt aber wegen der y-Faktoren in zwei. Jlabei ist 
der rechtsseitige /'’-Faktor in ( 4 ), (6) und (11) zu beachten. Wir wählen ihn 
;ils Nullteiler unserer Quatermonen-Gruppe, also^) z. B. gleich ^ (1 -f 74). 
Ihinn können wir in den Ausdrucken für A, Ä und A*' einfach durch 1 
ersetzen. Wir schreiben also unsere Gl. ( 18 ), indem wir sie nach y^F und F 
< 'rdnen : 

nk(\-B)-k' C]y, r - V [(E+E„) (\ + B)-{E-r + E,) c]r = 0. 


Pii beide [] einzeln verschwinden müssen, folgt: 


( 14 ) 


A 

k' 


(1 - B) - C, 


E + E, 

E-V + K 


(1 + B) C. 


0 Durch den Faktor V2 „normieren“ wir F „auf Eins“, so daß H ~ F 
'ord. Gleichberechtigt mit V2 (1 + ^4) wären bei unserer Quatemionen- Gruppe 
die Nullteiler 

Vi (1 V 2 G 

so lche aber nicht wie 1+^4 selbstadjungiert sind. 
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Tm nicht-relativistischen Grenzfalle Eq — > oo erhält inan hieraus genau die 
beiden Gin. (IV c) aus Kap. I, §4. Unsere eine Bedingung (12) ist also 
in der Tat den beiden dortigen Bedingungen (IV), (IV a) äquivalent. 
Aus beiden Gin. (14) folgt durch Elimination von (' 

k £* -f K’o 

lu. ^^ + ^0 
V 


a - h 
a h* 


E + K 

i? - T’ + E,. 


(15) B 

E-V + E, 

letzteres mit Rücksicht auf (3) und (10); zugleich folgt aus der (Tsteii oder 
zweiten Gl. (14) 

(16) 


k (I -j" e 


E -f 


E — T E^^ a-{- (> 
Wdr betrachten die folgenden Spezialfälle: 

1) E ^ 0, n, B = 0. 

2) F B - K,, = 0, B =. 1 

3) V = E h h — CO, B — ~ 1 
a - 1 


B‘^ 


4) F = oD, h =--1, B = 


fl -[- 1 


Aus dem letzten Ausdruck ergibt sich übrigens durch Ausquadriereii im 
Zähler und Nenner bei Benutzung von (3a) die \on Klein angegebene 
Formel : 


(17) 


B^ = 


E — cy 
E -f- cy 


Wir nennen, vorbehaltlich näherer Begründung (s. unten), B ™ |B|^ den 
Reflexion 8- Koeffizienten. Wir haben dann nach (15) 


(18) jC + l!) ,md V>E + E, 

1- \l... (<iT E ~E^<V <E + E„ 


und konstatieren: 

Zwischen 1) und 2) verhält sich R im wesentlichen wie in Kap. I, § 4 
für V ^ TF geschildert wurde und wie es der Erwartung entspricht. V = 0 
liefert natürlich keine Reflexion, V ~ E ~ E^ totale. 

Zwischen 2) und 3) liegt das Gebiet der Totalreflexion, das wir 
uns 1. c. durch den Hinweis auf die Optik verständlich machten. In diesem 
ganzen Gebiet ist < 0, also b rein imaginär, während a reell bleibt. 
Hier wird daher, wie bereits in (18) angegeben, B = 1. 

Zwischen 3) und 4) dagegen wird das Verhalten paradox. Hier sind a 
und 6 reell, also B < 1. Die Reflexion ist nicht mehr total, sondern partiell, 
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trotzdem die Energie E nicht ausreicht, den Potentialwall 
V ' > E zu uberwinden. Es gibt also eine endliche A\ahr* 
sclieinlichkeit dafür, daß das Elektron in JI eindringt. Das ist vom 
Standpunkt der Mechanik sowohl wie 
der Schrodingerschen Wellenmechanik 
unverständlich (in letzterer entspricht das 
tragliche Gebiet dem Grenzfall V -> oo). 

18 gibt eine Übersicht über das Ver- 
halten von Ii (Abszisse) hei wachsiuidem E 
(Ordinate). 

Zur nalieren Begründung der Aussage 
P = |B|2 berechnen wir Dichte und Strom 
einerseits für die einfallende. andrerseits für 
die reflektierte A (die. (hdir die Interferenzen 
zwischen beiden \\ (dien int(‘r(^ssi(Ten wdruns 
iiadit , genauer gesagt : wir deiiktui sie uns 
durch Mittelbildung über ein geg(‘n di(‘ 

W (dlenlänge großes Intervall forlg(‘S(diafft.) 
l)azu müssen wir zainachst die adjungiert(*n 
Wellenfunktionen ki'iiinui. W ir nennen su' 
und st(dlen sie mit d(Ui urs]>rungli(dien f 
zusammen, weduu wir bei Benutzung des glei(dien sidlistadjungiertt-n Null- 
ttulers r "b Ya) vorkommenden durch 1 

ersetzen können. 

Einfallende M eile 

(19) — qe'^^ r, (}' = 

E 4- E^, 

q = ?/rpj — — ^ ist selbstadjungiert. 

Reflektierte W(dle 



Eg 18. 

AMiaiigigktUl des ]{ fli'Xions- 
Ko. ffjzKUiteii }t und des Duridi- 
laß- Koeffizient en J) von d('r 
Hohe (Es Potentidlwalli's 1'. 


(20) — B q* c~ r, (p = B*rq*c^ 

Zur Bildung d(*s Dichte-Ausdrucks^) 

(• 21 ) 

lienierken wir, daß hei doi Überstdiiebung von y^ über dtui in ip enthaltenen 
lüiktor q (bzw'. q*) dieser ubergeht in q* (bzw. q). W ir haben daher 



D Die hier folgenden Reclmung(*n sind offenbar nur Spezialisierungen des 
allgemeinen Reduktions-Verfahrens in § 5, das dort für die volle Gruppe von 
!'( y-Einheiten durchgeführt wurde, hier vereinfacht für unsere Quatern- 
1' Uten- Gruppe. 
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Hier ist q q* y-frei, nkiniicli 



V ir können also auch schreiben 


iE{E + E,) 


{22) 


= I M 

e,l 


EG, 


2 (£ + EJ 
{h c)- 


Sodann treten hei der Bildung des Stromes 


(23) Fj = t c y yi V’ 

die Ausdrjicke aut 

'■ qy^q l.zw. q*yiq*. 

von denen wegen der rechts und links anschließenden Xullteiler F nur die 
y-freien Bestandteile uhrigbleiben. Diese sind bzw. 

E 4- E 

= ±ihhcG. 

nc 


MitKücksicht aut die Faktoren ic in (28) und B, B* in (20) folgt ersichtlich 


(24) 


h 1 

Ir 1 


khc^ 


l-l-er 


Die Gin. (22) und (24) enthalten zunächst den Beweis unserer Be- 
hauptung R \B\^. ln der Tat können wdr ja den Beflexions-Koeffi- 
zienten B definieren entweder durch das ^"e^hältniB Pr- (^2), oder 

durch das negative Verhältnis j^: jg, Gl. (24). Überdies eni halten dieselben 
Gleichungen die Aussag(‘ 


(25) 


je Qe’ jr Qry 


WO V die korpuskulaje Geschwindigkeit des Elektrons der Elektronen welle 
bedeutet. In der Tat ist jo, kJf ~ mv der Impuls der einfallenden und 
reflektierten Welle und E = rn ihre Energie. 

In derselben Weise läßt sich der Durchlaß-Koeffizient 1) berechnen, 
und zwar aus dem Verhältnis : 'jg (das Verhältnis : Og ist wegen der 
Verschiedenheit der Geschwindigkeit r in beiden Medien hier nicht un- 
mittelbar zu brauchen). Die Kechnung verläuft bei reellem k! der in 
den Gin. (28) bis (24) gegebenen parallel und kann daher unterdrückt 
werden. Sie liefert 


(27) 



J^E-V + E, 
k E Ef^ 


|cp 


Eur Auswertung der rechten Seite beachten wir, daß bei reellem k' (es 
handelt sich dabei um die beiden Gebiete V <E ~ E^ und V >E + Eq) 
auch h und C [vgl. (15) und (16)] reell werden. Wir können daher | C|* == 
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lulderi, indem wir die beid('n in (Ifi) angegebenen Werte von C miteinandiT 
multiplizieren und in (27) eintragen. Dabei ergibt sieh einl’aeli 

•" = e<. Uder V > E + E„. 

Dal) es im letzteren Dalle, wo die EiuTgie E des Elektrons lange nielit aus- 
reicht., um den Potentialwall V > E E^^ zu überwinden, trotzdem einen 
t'ndliehen Durehlaid-Ko('t'fizi(‘nten 7) gibt, ist t‘b(‘n das Klein sehe Para = 
(1 oxon. 

Ist dagegen // imaginar ((Jebief der Totalreflexion E — E^ < F 
E 4- Eq), so wird diT dem obigiai q ents})reel]ende Ausdruek naeh (H) 
und (11) 

K~r + E„ 

q -- i/;>, /, <; ./.,/ = 


tiiil ret'llem q und / und der adjungUTte Ausdruek 
'/' = - !/ri - /; 

iiilolgedessi'ii enthalt das Produkt keine \on fn'K'ii Glii‘d('r und 

('S wird q>yi y) -- 0, also auch 

f2!t) 1,1 =- 0. I) r~ 0. 

W ir lialx'ii aiil diese (‘ise lormal begiundet, ^\as in Ka]). 1, 4, (11. (\ II a) 

.ds physikalisch selbst \ erstandlieh M)rweggenomm('n wurde: im Palle der 
Totalrefh'xion gibt es keinem Strom im zwedteii MtxliuiiD) und daher auch 
keinen Eh'kt roiien-Durelilab. IAtiut haben wir die in Kaj). 1, §4,. 
aiige'iiu'rkte (11. (Vlll) 

CTO) E 4 7> - 1 


letzt allgemein abgeleitet, wie* eh'r N’e'rgle'iedi \oii (IH) mit ( 2 b), ( 20 ) unmittcl- 
liar zeigt. Gl. ( 30 ) wird auedi eluredi unsere* Pig. IS illustrie*rl , indem die^- 
^elhe* Kurve* zur I)arste*llung \oii I\, naeli re‘^*ht.s weisi'iiele Skala, wie* vein E, 
eaeh links we'ise'iuh* Skala, elie'iie*!! kann. Als Gn‘nzwe‘rt \e)n D für cc 
iigifit sieh aus ( 30 ) unel ( 17 ) in dem Sehre*ib\\e*ise* \e)n Kle'in 


m) 


]) = 


E 4- cj)' 


l»zw. in unsereT Schreibweise naeh (2K) mit b 


41 a) 


J) = 


4 a 


^\as sich leicht in (31) umrechnen laßt. 


G Wohl aber gibt es eine (exponentiell abklingende) Dichte. 
Sommerfeld, Atombau. TI. ’ 21 
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Die lolgende Figur soll zeigen, dah das Klein sehe Paradoxon eine 
notwendige und verständliche Konsequenz der Dira eschen negativen 
Energie-Niveaus darstellt. Wir haben in der linken Hälfte der Figur, 
x < 0, r — 0, das uns bekannte Energie-Schema für freie Elektronen aus 
Fig. Ib wiederholt. In der rechten Hälfte diT Figur haben wir dasselbe 
Schema gezeichnet, aber um die Strecke 1’ ' E Eq hinauf geschoben. 
Dadurch kommt da,s ursprünglich negative Energiehand von rechts mit 
dem positiven Energieband von links in Kontakt. In letzterem hegt du* 

Energie K des einfallenden Elektrons. 
Da der tMiertntf in das zweite Medi- 
um bei konstanter Energie erfolgl, 
wie schon bei Fig. 4 betont, so fuhrt 
er in das ursprünglich negati^ e 
hhiergieband, also in ein nach der 
Diracsclien Theorie erlaubtes 
hhiergie-Niveau. Damit erklärt sich 
der Durch! ri 1 1 durch die Poten- 
t lal-Scliwelli' r >E-\r Eq. i\nders 
bei kleinerer Verschiebung d(T rech- 
ten PI älfte der Figur gegen die linke, 
wenn nämlich E -- E^^ <: \ E 4- -E'^. Dann wurde an di(‘ in Frage kom- 
mende Partii' des schraffierten Plnergiebandes links ein nicht schraffiertes Ge- 
biet rechts anstoßen und der Übertritt wäre verboten: es tritt Total- 
reflexion ein. Unsere P4gur zeigt also, daß das Kleinsclie Paradoxon 
seinen Grund hat in dem verschobenen negativen lünergiebande 
der Dirac-Theone. 

Daraus ergibt sich als weitere, fast noch paradoxere Folgerung, daß 
im Zustande 1' ' - H 4 Im])uls und Geschwindigkeit des Plek- 
trons entgegengesetzte Eichtung haben. Wir schließen daraul 
folgendermaßen: In dem unviTschobeiHm negativen Energie-Bande 
E <0 ist , 

^ 

ri/ = < 0, cj) = ]E^ — E'i > 0 

(bei positiver Wahl des Vorzeichens der Quadratwurzel) und die Gruppen - 
geschwindigkeit 

In dem unverschobenen Zustande ist also v und p entgegengerichtet. 
Dasselbe gilt aber auch in dem um V verschobenen Energiebande. Hier 



Fig 19. 



IV. 11.32 


DaB Kleinache Paradoxon 


32i 

übernimmt E — V die Eolle der ,, Energie“ E und ea ist E — F < 0 (naei 
unserer Annahme l\>E-f sogar < — Eq). Daher wird auch jetz> 

vf~^, > 0 

lind 

» = ^ T’ < 0- 

A\'ir erkennen hiernach auch in diesem Verhalten von Iinjmls und Gc' 
schwindigki'it eine Folgi' d(*s riegalixen Diracschen Energie-Bandes. 

Klein war uisjiruiighch geneigt, in du'Si'ii Paradoxien eine ernstlich( 
Schwierigkeit i'ur di(‘ Diracsidie Theorie zu sehen. J)ie praktische Beseitigun*. 
dii'ser Schwierigkeit \erda.nk(‘n wir E. Sanier. Er ersetzte die unendlicl 
steih* Stufe durch einegeneigt e und zeigte, daß dann im GiEiete TE -E-f E, 
der Durclilaß-Koeffizieiit J) klein gegen 1 wird, \orausgesetzt, daß de: 
Allst, leg des Pot ent lals für die Strecke der Comptonschen Wellen 
lange klein gegen E^^ ist. Eur di'rart ahgt'glichime Stufen ist dann dit 
Kleiiische l^iradoxie j'raktisch beseitigt. 

Saut er legti' zuerst ^ einen geradhmgeii Anstieg von der Art de 
Eig. 8, S. 20. zugrunde, wurde daliei aber zu recht komplizierten analytischei 
\’erhaltnissen geführt. Einlaclier ist eine zweite Methode^), bei der dr 
analytisch einheitliche Stufe der Pkg. d xoii S. 30 zugrunde liegt. 

Dann gilt für das ganze Gebiet -- oo < x -y + oo die Dirae-Gleichuiij 



vgl. den Ansatz (1. 4. 8) für das Potential, in dem wir jetzt wegen de 
Anschlusses an das vorhergende 1 statt E g(*schrieben haben, so daß 1 
jetzt di(' Stufenhöhe, nicht die Stufenform bedeutet. Durch die Substitu 
tion y — — \gl. (1.4.0), entsteht 

(82) y, y (1 - y) || J [(> “ .'/) iy, - ■1^’,,) - Vt V’ = <>■ 

Zur Integration dieser Gleichung ist es wegen der in (34) auszufuhrendei 
Elimination bequem, \on den drei S. 817 genannten Nullfaktoren de 
Quaterni()nen-Grupp(‘ 

/’=H1+y4). c-ni+yi)- C=i(l+iyi4) 


D Zeitsohr. f. Phys. 69, 742 (1931). Diese Arbeit ist auch deshalb bemerkenf 
wert, weil sie den analytischen Apparat enthält, auf den Heisenberg un 
Euler eine Verallgemeinerung der Maxwel Ischen Theorie für starke Felde 
gründen; vgl. Zeitschr. f. Phys. 98, 714 (1936). 

D Zeitsohr. f. Phys. 73. 547 (1931). 


21 * 
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den letzten zu wählen, und den Ansatz zu machen: 

(83) V = ifo + ?! V’i) r = l(\ + iy^i). 

Beim klintragen in (82) kann man y^ durch — t ersetzen, weil 

y^r - ‘iyi''^rii^ und iy^^r = r 

ist : es bleiben also nur Terme mit /'und F übrig, die (dnzeln verschwinden 
müssen. Man erhält daher die simultanen Ditb'reiiÜalgleicbungen für y)^ 
und rjij : 


(34) 


y (1 - y) 
y (1 ;/) 


d 71 ,, 
d y 


?/) E - 


d y 

+ /,cu ''' 

?/) E - 

'■In-/': 


(1 - ■ y) v’i - 

(1 - .'/) Vo- 


Eiitninmit man den AA ert v<in y, aus der ersten Gleichung und setzt ihn in 
(iie zweite ein, so folgt eine Dilferentialgleicliung zweiter Ordnung für 
ehenso wenn inan y^Q aus der zweit-en in die erste (ileichung einsetzt, eine 
solche für ip^^. Wir schreihen. beide zusatnineiifassend. 

(85) 1 /( 1 - 


+ 


ii - .'/ 
l(//ca )2 


E - 


V j 

- y> 


Ei 


■I r 1/1 

/ j i I 

hva 1 - //I 


: 0 . 


Dies bringen wir in zwei Bcbnttren auf die Form der by])ergeometriscben 
Differentialgleichung. 

Erster Schritt, \gl. ( 1 . 4 . (l): 7»,,^ — //' 7*0, ■(. bis (‘iilsleht: 

. ^ 1 


(35a) 'if (1 — y) + (2 // + 1) U 0 

V 


y) 


d y 


+ j(i - y) {e‘ + \ {e - j _ - E.?]) -- 


0,1 — 


i V y 
h ca \ ~ y\ 

W ir wollen erreichen, daß diese Gleichung durch y teilbar wird. Dazu muh 
die {} für y — 0 verschwinden. Also 


(// c a) 

[vgl. (10) und (1.4. 18)]. 

Ferner setzen wir zur Abkürzung 

2 = 

^ (hca) 

[vgl, (3) und (1. 4. 15)]. 


(86 a) 
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können dann statt (85a) schreiben: 

(87) y (1 - y) + (2 // + 1) (1 - y) 

+ 1”'^ - + 1 

Zweiter Schritt: = (1 — ij)'- ^ erhalt aus (37) 

(38) // (1 — ;//) + (2// + 1 — (2// 1 2A + 1) y) 

"j- I I ^ ff ^ ^'•) 

W ir \V()ll(‘ii crrciclu.'U, dal.! dir Xciiiii'r 1 — y aus diasw (ileu-linug furtfiilll 
Dazu sdircilK'ii wjr diu { j lol^i'iKlcriualjun um: 

(38 a) j 1 = v‘ - /i^ ■( A (2 /( + 1) - P ) / 

1 /,, - ’■ \ 

+ + {hraf 

Maclu'ii wir iilsu 

(381)) ^ f . 

ft c a 

so V('rsclnMndet das Itdzte (Ihed in (38a) und (‘S lileiöt 
(88 c) { ] -- J'- — 11 ^ 2 /I X - ?r {/i -- v :.l A) (ii - v ± X). 

Damit erlialtiai wir statt (38) 


(88) y (1 - /,) + (2/, + 1 - (2/, 1- 2 A + 1) y) 

— {fl + r :t_ /) (fl ~ V X) Xo,i — 0- 

Dies ist: nun in der Tat dit' hyj>ergeoinetrische Differentialgleichung m 
den Parameter 11 : 


(39 a) 


i ^Iq. 


r± X, 


1 . 


Wir integrieren also (39) durch 

(9^4 Zo,i =' "= — r± K 2// + 1, !/)■ 

Um die Konstante Uo- h(‘Stimmen, müssen wir auf (34) zurücl 

gehen. W ir haben 

(40) = C„ ,< (1 - ijY 1\, Vi = C, y" (1 - y) - 

und insbesondere für ^ — 0 bis auf hidiere Potenzen von y mit Fq — Fi — 

v<. = <0^"’ vi = eji/.“, 

dy., 




y 


dy 


fj,C, y". 
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Somit nach (84) 


woraus folgt 




y n V a 


(E-V) 

fl c a 

Mal) veriziliert nach (86), (86a) und (88 h) leicht 
/ica^ ^ 2 ; 

hat also auch 

+ _ (/i + r ~ l.) (fl - r - A) 

vO,/ i }, /X ■- C 4" i/t + 1’ + ^■) (/* — 

od(‘r nach (89a) 

(401.) (hf = -"'J-, r„= /' , 6'. = -'^. 

«0^. laj(„ \a,/. , 

Aus (88) und (40) folgt hiernach 

(41) y, = c ir (\^- ^ y/* “ ' 1\) r. 

Wir vertahreii nun ebenso wie in Kap, 1, § 4, indem wir zu den beiden 
Grenzfallen uhergehen : 

a) X -f oc,. y b, 

b) - 00 , — 00 . 

a) W’egeii F (0) == 1 und // = — c wird mit Rücksicht auf (36) 
hei passender W ahl des Vorzeichens von //: 


(4-2) v = + r. 

V^o ^0 

b) Die asymptotischen Grenzwerte der F für ^ — oo entnehmen 
wir aus Zusatz 16, Gl. (19) und (24), (24a), nämlich, hei der erforderlichen 
Umänderung der Bezeichnungen; 

-^0 = ^o(- ?/)“"' +E^{- i/)-G, 

y.qs T) -^(^0,1 — ®o,i) ^(^"0,i) p -^(^0,1 ■” ^^o,i) ^ (Co,i) 

X.0,1 - p 0,1 - p 
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P'^erner ersetzen wir in (41) (1 — durch (— und gehen von y 
zu X über. Mit Eücksicht auf (39a) und (86a) kommt: 


(44) 


r = - !>' 


+ r (- ly 


iV“o^ Voifc, J 

Ji.,. + 

V«o^ V“i^J 


^ikx p 


p - ikx p^ 


Hier l)edeutet ersichtlich die erste Zeile die einfallende, die zweite die 
reflektierte Welle, während (42) die durch unsere Stufe hindurchgetretene 
Welle bedeutet, alle drei asymptotisch für i berechnet. 

Wir inferessiiTeii uns hauptsächlich für den Durchlaß-Koeffizienten, 
Gl. (27) 


1) = 


U 

// 


und zwar speziell in dem ]>aradoxen Gebiet, wo // reell und V > E Eq 
ist. Wir berechnen also für j oc das zu proportionale Produkt 
(45) 'I yj, 

wo nach (42) zu setzi'ii ist: 

(45a) ijj = E {— 1)^ -^ (} r, (p ■— C* {— 1)~ “ r ' q 

mit der Abkürzung 

(45b) q = _1__. -I- . 

Tn (45 a) ist (vgl. auch Anm. 1 von S. 817) “ ^Zi 4 ) 

ry,r^ = rr=^o. 

Der in den reduzierten Au>drückeii von ubrigbleibende y- 

Faktor ist also jt*tzt (nicht F selbst), was mit dem nicht-selbst- 

adjungierten Charakter uns(‘res jetzigen Nullteilers F zusammenhängt. 
Indem man diesiui P'aktor yj F in (45) - und ebenso unten in (47) — 
unterdrückt, erhält man aus (45) und (45a, b): 


(46) 


]d = icC( 


(47) 

Mithin 

(48) 


j^, = icCC* 


- M- 

für dit‘ einfalle 
usgehen, so fine 

polWÜMV 


Machen wir dieselbe Rechnung für die einfallende Welle, indem wir 
on der ersten Zeile der Gl. (44) ausgehen, so finden wir: 

u>,r 


1) 


a,h, - a„b„ 


Po|*«.6,-ia,faobo 
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Kuii ist nael) (89 a) 

|«o K = (/' + “i ''i = (/' - 

Ujij a„/(„ = — 4/( A 


und luu'li (43) 

(50) 1/Vi,^ 


r{-2r)r(2ji + l) 2 ^ 

r{u — r i- A) /"(ju -- r ^ A -f 1) 


Wir wollen diesen x\usdruck diskutieren für eine steih', aber niebt zu 
sl(‘ile Stufe'. |Fur eine unendlieli sti'ile Stufe' e'r^ilit sieh aus (uO). wie es 
sein muß, de'r frühere Ausdrue*k (28).] Unit'r ('iner ,,steile'n Stufe“ \ersieheui 
wir eine solche, de^reii Bre'ite' h (gleich 4/r/, vgl. etwa Fig. 5 vein S. 30) 
klein isti gegt'n die de Brogliesclie Welle'iilaiige' de'r einfallenden A\'e*lle 
(letztere preipeertional zu l/'A). Es ist dann 

(50 a) ~ 1, uEo nach (36a) |r|<^Jl. 


Enter einer , .nicht zu steilen Stufe“ verstehen wir, vgl. S. 823, eine solche' 
de^reui Breite große'r ist als die' (’oinpteui-We'llenlangt': 

a II 

b A, , aEü ‘ ' 4. 

Daraus folgt, nach Erwt'iterung mit c: 


a h r 


1 

1 ’ 


und daher aue'h 


a Ti c 


1 . 

4 > 


wegen E > E -j E^^ und 01. (881)) ist dann um so nie'lir 


Was die Große von |//| betrifft, so variiert diese nach (36) in dem 
uns interessierenden Gebiet de'r Kleinscheii Paradoxie E -f <' !'< oo 
zwischen 0 und oo, so jedoch, daß |A^/e| daue^rnd |r | bleibt. 
AVegen (50a, TOb) vere'iiifacht sich (50) zu 




; r{ifi + \) 

\ — 2rr{fi± A) E (/i ^ A + 1 ) 


und nach Zusatz 7, (j 1. (7) (A und /i sind rein imaginär) zu: 

|//| !^±A siiiJi (// i A) sin TT (// =f A) 

27i\v^\ I // =f A i |8in27r /«I 


(51) 




Der hier vorkommende Sinus- Quotient ist identisedi mit 
cos 2 TT A — cos 2 71 IX 
2 I sin 2 71 /x\ 
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und kann bei Vernachlässigung von Exponentialfunktionen mit negativem 
Exponenten approximiert werden durch 
1 D I __ rr I u | 

(51a) , , 

^ ^ , 2 e'^n\u\ 

Neben diesem Exponential-Faktor sind die übrigen Faktoren \on (51) 
belanglos. Derse]))e Expoiumtial-Faktor bestimmt dalu'r auch die Größen- 
ordnung des Durchlaß-Koeffizienten 7> nach Gl. (48), weil auch dort die 
übrigen Faktonai im ZahltT und Nenner belanglos sind. Wir haben daher 
7) 

oder ausgeschri{'b('n 


Hiermit haben wir das Schluß-Ergebnis der zitierten x\rb('it von Sanier 
abgeleitet. 

l)t‘r Ausdruck (52) Ix'tragt an den Gnaizeii des fraglichen Gebietes 
r — K 4“ bzw'. 1— 00 ■ 


l)i(is ist, da K ■ ist, jedenfalls kleiner als 



Unser Durchlaß-Koeffizient 7> verschw'indcd also in dian I\laße, als h ■ 
wird. In demsidben Maße versclnvindet ab(‘r auch dii' Klein- 
sche Paradoxie und di(‘ von liuTaus iin di(' Dirac-Tlu'orie ge- 
folgerte Schwd(Tigk(*it . 

Es hegt nahe, die Forderung b -2^ zum Postulat zu ('rheben, ent- 
spr(‘chend einer schon früher von Bohr geaußertiai \'ermutung. In M orten 
wmrde dies bedeuten; Es ist unmöglich ein Kraftfeld zu erzeugen, welches 
auf der Strecke dem Elektron (*ine großen' Energie erteilt als Eq. Nennen 
w'ir die hierdurch gegebene, unuberschrei tbare IV'ldstärke , so haben war 

(58) ^ ^knt ■^r- — Fj, , fSkrlt — ch 

Nach unseren Erfahrungen beim Klein sehen Paradoxon ist die Gültigkeit 
der Di rac sehen Theorie auf Felder (£ < (Si^rit zu beschränken. Man kann 
aber weitergehen und auch die Gültigkeit der klassischen Elektrodynamik 
für Felder (£ .' 'C^krit leugnen. Die S. 323 genannte Arbeit sucht gerade 
vom Boden der Dira eschen Theorie aus die Elektrodynamik für extrem 
''tarke Felder zu erweitern. \\ ir bemerken dazu, daß am ,, Rande des Elek- 
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trons“ (Elektronenradius r = nach dem Coulomb sehen Gesetz 

eine noch größere Feldstärke als die kritische herrschen wurde, 
nämlich 

(54) (S, = = 2:Tl37(£kr.t. 

Die klassische Elektrodynamik wurde also in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Elektrons sicher nicht mehr zuverlässig sein, was der heute all- 
gemeinen THierzeugung entspricht. 


§ 1 ^ 

Über die Polarisation der Materiewellen 

ln den Anfängen der Dirac-Tbeorie schien es verlockend, nach dem 
wellenmechanischen Analogon zu den beiden Polarisations-Richtungen 
einer Lichtwelle zu fragen. Kann man diese beiden Ricbtinigen vergleichen 
mit den beiden Spin-Richtungen bei einer Elektronen-V’elle? Abgesehen 
davon, daß diese letztere nicht elektromagnetischer Natur ist, versagt der 
Vergleich in folgendem Punkte: Bia der Polarisation der Licht welle 
handelt es sich um zwei zueinander senkrechte, lu'iin Spin d(‘r ^laterie- 
wello um zwei zueinander eiitgeginigesetzt e Richtungen — man 
denke an die Verhältnisse beim Stern-Gerlacb-EPekt, wo der Spin eine 
der beiden Richtungen, jiarallel und antiparallel zum Magmätelde, an- 
nimmt. ln anderen Punkten herrscht aber, wie ^\ir sehen werden, eine 
gewisse Analogie zwischiai d<*n beiden Erscheinungsgebieten. Wir werden 
daher, wie es üblich geworden ist, das ohnehin schon vieldeutige Wort 
Polarisation auch auf die Materiewellen anwenden, in dem Sinne, daß 
darunter jede Vorzugs-Richtung des Spins verstanden wird. 

Bevor wir prüfen, wie eine solche* Vorzugsrichtung experimentell nach- 
zuweisen wäre, wollen wir besprechen, wue sie theoretisch zu definieren ist. 

Wir knüpfen an §2 an, w'o wir in Gl. (13) den Spin -Operator ein- 
fuhrteii durch 

(1) o'^=-iy2S’ 

Wir wenden diesen üperator auf eine beliebige l'bgeiifnnklion y an und 
betrachten die Eigenwertgleichung 

(2) otfc = f V', k = 

W'ir sehen sofort, daß hier der Eigenwert f nur der W erte 1 fähig ist. 

Denn aus (2) folgt durch Iteration 

(8) a| yi = f 

und aus (1) 

Ok -= - y Im = + 1 ; 
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also pfilt nach (8) £ = 1. Wenn man also die Eigenwert-Gleichung (2) 

für die /r- Achse löst (die betr. Stern- Gerlach-Beobachtung anstellt), kann 
man immer nur entscheiden, ob der Spin w fc-Achse parallel (£ = -f 1) 
oder antiparallel (e = — 1) steht. In beiden Fällen spricht man von 
totaler Ih)larisation nach der /f-Achse. Ebenso, wenn sich die Eigen- 
funktion aus zwei Teilen und additiv zusammensetzi, von denen der 
eine zu ^ “ -^1, der andere zu 6 = — 1 gdiört: 

(4) f ^ a VT + “VhT- 

Auch diese Eigenfunktion jst total polarisiert, aber nach einer von der 
/t'-Achse v('rschiedenen Richtung. Reispieh' hierzu geben wir spater 1)ei 
Gl. (24). 

Die Sache h(*gt hier m d(T Tat ähnlich wit' bei den Jnehtwellen. wo 
wir durch t 'berlageriing zw('ier ziu^inaiider senkrechten Schwingungen 
und wieder eim^ jiolarisiert e Schwingung erhalten, die aber im 
■ ])tischen lAilh' nicht linear zu sein braucht, sondern im allgenieineii 
<'lli])tisch })olarisi(Tt ist. Zu d(‘r unpolarisiert en Schwingung des 
iiaturhclK'ii“ Lichtes kommen wir ojitisch mir durch die inkohärente. 
)(hasen-unabhangigM‘ t 'berlageriing der beiden Partial-Schwingungen y'j 
lind zu gleichen Teilen : zu einer jiart iidl polarisiert en Schwingung 
durch eine elauisolche tMierlagerung zu ungleichen Teilt*]). 

Auch dies übertragt sich auf die Materiewellen. A\ir sprt'cht'ii von 
rineiii ..naturlicht'n“ IGt'ktronen-Strahl, W'eiin wir st'int* ])hasenmaßige 
Zusamiiit'iisetzimg aus den s])in-orit‘ntierten Partikular-Jjösungeii 
nicht kennen, was iiii KxptTiment dit* Regel sein w'ird. Die mathematische 
lit'handliuig diesi's Gemischtes besttiit dann in dt«r inkohärenten t'ber- 
i.igt'rung z. R. \on Strom und Diclite der Teilfunktionen. Dadurch kommen 
wir auch hier, je nach dem jirozeiiti.scht'ii Anttul der beiden Teilfunktionen, 
/II eintT un])olarisii*rt en oder einer partiell ])olarisi(‘rt en IGektronen 
Slralilung. 

Wir wtmdt'n dieses Sciienia an auf den einfachsten Fall der ebt*neii 
Wt'lle, obgleich war spater, in Kap. X sehen werden, dah gerade in 
ilit*sem Fall der experimtmtelle Xachw'cis des Spins durch gewöhnliche Ab- 
lenkungs-Versuche unmöglich wird (beim Zeeman- oder beim Stern-Gcrlach- 
lilekt, an denen der Spin entdeckt w^orden ist, handelt es sich ja nicht, wie 
l*ei der ebenen Welle um ein freies Elektron, sondern um ein Elektron im 
\toni- Verbände), 

Die Fortschreitungs-Richtung der ebenen W eile sei die ^-Achse, so 
ial.) — ky — 0 wird. Die Eigenfunktion lautet dann nach (4. 2) und 
<1.9a), w'enn wir den Zeitfaktor und einen Faktor i forilassen: 

v = (y3fe + y4^4 + ’A)r’c'‘'. 
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Wählen wir wie früher F ^ | (1 +74) (1 + ^'^12)’ können wir den 
Faktor im Ausdrucke von y mit F vereinigen und einfacher schreiben 

(5) V' - v’i = + 

Wo mit Diicksiclit auf (4. H) bedeutet 

( ö ) F = /;^ + '^^0 “ ' // r ' 

Wir fragen, ob dieser Zustand eiru* Vorzugsrichtung des Spins nach der 
■--Achse, also in , .longitudinaler Eichtung“ hat. Dazu bilden wir 

(7) a, vi = - ) 712 (73 ''■ + K) r 

Hier laßt sicli i y^o mit der daliintersttdienden Klammer vertauschen und 
mit dem Faktor 1 -|- 'i yio von /^vereinigen. Mau hat also einlach: 

(H) or, 'Vh — ■■ (73 + F) 1 ■ = — Vh- 

Der Zustand yj| ist total nach der negatdven : -Achse polarisiert. 

W ir haben bereits in § ö. S. 253, gc'seheii. daß es außi'r diaii dort durch 
(4')) dargestellten Zustand einen zweiten gibt, der sich von jeiuan durch 
Hinzufugung des Faktors ^ zum Kullteik'r y^untiTScheidet und mit jenem 
zusammen die allgemeinste Liisung d('r kraftefn'uui Dirai'-Gleichung dar- 
stellt. Für unseren Fall (Fortschreit ung --- ,:-Achs(') ist dii^ser zweite 
Zustand gegeben durch 

(9) y = vii = (ys ^ rai r f'* '■ 

Wir behau])ten, daß er die umgekehrt!' Spm-Richtung aufweist wk' 
Zum Beweise wenden wir auf yijj unsern Spin-Operator ~ 

Wdeder ist ly-^^ Klammer (y^k K) vertauschbar, beim Ver- 

tauschen mit ^3^ aber kehrt sich das \ orzeicheii um. Wir erhalten dalu'r 
an Stelle von (S) 

(10) a, y)u =" + 

d. h. der Zustand ist total nach d('r positiven i-Achse pola- 
risiert. 

Wir könnten uns jetzt die Aufgabe stellen, eine z. B. nach der J-Achse 
polarisierte, nach der c-Achse fortschreitende ebene Welle darzustellen. 
Wir wollen zeigen, daß das unmöglich ist. 

Der Beweis ist einfach. Wur verlangen 

(11) (Tt v' = ^ V’’ “ 

und setzen voraus 

( 12 ) Ly) = 0, 

wo L der für unsere ebene Welle spezialisierte Operator der Dirac- 
Gleichung sein soll. Wir wenden auf (12) und L auf (11) an. Wir erhalten : 
(18) cfkFy) = 0 und Lajcy) = eLy)~0, 
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also aucli 

(14) {a„L - La,,) fp = 0. 

Boi der ebenen Welle y = APc''^' wird nun nach (2.4), wenn wir 
wieder in P aafnelinien und eiiK'U Faktor i weglassen: 

(15) L ^ 73 k -f K', K' ]{^ — i k„. 

Afit diesem L ist ersichtlich a. - — 'ly^^ Sinne der Gl. (14) vertausch- 
har, wovon wir bereits oben hm dem ebenso gebauten k^iktor in (4) und (9) 
(iebrauch gemacht haben. Das vorangehende Eesultat von d(*r scharfen 
Fjinstellung dt'S loiigitudina Doi S])iiis Ina und wird dadurch ver- 
ständlich. Dagi'gen ist mit ]j nicht vertauschhar 

(Tj. ~ <723 a„ -- -- / 731 . 

Man hat nämlich 


(Ih) 

bzw. 

O^Jj 

ha, ~ 

-- 2 ly^l 

(IGa) 


ha„ 



In (14) wurd(' verlangt, daß die linkiai S(‘it<‘n da-^iT Cd., mit multi- 
plizKTt, versclnsindeii solh'ii. Das ist ofhadiar nach der Natur der 
r*‘chten Seiten nicht d(‘r Fall. Fs gibt also kianeii Zustand der ('Ixaien 
\\ (‘lh‘ mit scharfem t rans\ (‘rsa len Spin. J)(‘r \ ersuch, ihn nachdem 
S(diema (4) mit g(‘eign('t gi'wahlten a. h aufzuhamai, muß scheitern. 

Di(‘ Sache hegt andi'rs, wiam wir den S})in nicht wi(‘ bisher in dem 
Euh-System der .r //:, soikUtii in di'in mit dc'iii FDdvtron mit bewegten 
.r' yst ('in nu'ssen, Wi'iin wir also /. D. 

nicht (7j. f, sondern o, f y^ 

\{'rlangen. Tm nnthewt'gten Systi'in gilt ja k -- 0 und wird daher (Ifi) 
mit (14) verträglich. Wir (‘rwarteii daher, daß (s möglich sein wird, eine 
Wellenfunktion yj anzugt'heii, du' im j-//:-System eine nach der :^-A(*hse 
iortschreitende eile bedeutet und im / //V-System thm scharfen (,,ge- 
(juantehaui“) Spin o], — 4' 1 ~~ 1 besitzt. 

Der tWu'rgang zwiscluai beiden Systenu'ii j-y/c und j y z wird durch 
du' Ijorentz-Transformation vermittelt 


Wir stellen uns auf den Standpunkt A von § 6, transformieren also die 7 
als Vierervektor (74 tritt an die Stelle von 1 c t) und lassen y) invariant. Wir 
e rhalten so aus (17) 


y» + 'ß7, 
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und 


- I y.2 7;, 


riiy:<+ ‘ßVi)- 


U 

Aus (5) und (9) folgt dann nach einigen y-Thnrecliriungen 

o'x yu — j — {(^' + ~~ '^ß y \ sl '' 

(lÖ) 

Wegen der Bedeutung \on K. (JI. (6), und \()n k ist 
1 

-L ^ \ L- — _ ____ 

ft ft ]1 - Iß' 


fl \u~ff^ / 


(20) k + ißK = - A' - ißk = "'^7 (1 + 1 1 - ß')- 

Aus (J8) folgt somit 

(j; v, 


1111,, (■ 


( 21 ) 




er; v„ = "7' + 1 (1 + 1 13^)1 yv-'. :. 


Andererseits folgt aus (5) und (9) hei Benutzung von (19): 


( 22 ', 


Somit 


V, = "7' + 1 (1 + 1 1 - A-^ 


t< S\-ß‘ 




^ l/3n + ’(i + Vi-/?0y..lA"‘--. 




o,r fl ^ fn = Vi 

und daher, mit fi= + fu f2 “ Vh ~ Vhi 

(28) + y\ er; •= - v’s- 

Die entsprechende Kechnung für a'^ fuhrt mit f^ 2 ““ Vi W '** V^n 
(23a) = ± 

Somit haben wir gezeigt: Es gibt Wellen, welche nach der ^^-Achse 
fortschreiten und nach der x' - oder i/-Ach8e im positiven oder 
negativen Sinne polarisiert sind. Sie fallen unter die allgemeine Form 
(4) der ^-Funktion, wenn man darin setzt 

U) = ^ a (x'-Polarisation), 

\h — ^ia (i/' -Polarisation). 

Allgemein ergibt sich eine transversale Polarisation beliebiger Richtung 
für |li| = |a|, eine nicht transversale für |6| =b jö^l* 


(24) 
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Dies möge genügen, um die theoretische Handhabung des Spin- 
Operators zu erläutern. Wir fragen jetzt, wie man den Spin experimentell 
mit Elektronenwellen nachweisen kann. Durch gewöhnliche Ablenkungs- 
Versuche ist dies, wie oben, S.BSl, bemerkt, am freien Elektron unmöglich. 
Das Elektron muß w'emgstens vorübergehend gebunden sein. 

Wir behandeln hier nur zwti mögliche Versuche^), das Analogon zum 
klassischen B ar kl a- Versuch mit Bontgenstrahlen und das Analogon zum 
altl)ekannten Malus- Versuch mit Lichtstrahlen. 

A. Analogon zum Barklaschen Versuch. 

Beim Bar]\lu-^\TsucJl (1905), durch d(‘n zum erslen Male die Polarisier- 
barkeit der B.ontgenstrablen und damit ihre transversale W(*llennatur nacli- 
gewiesen wurde. \gl. Bd. 1, Eig. H, S. 27, bandelt (‘S sieb um eine ,,Do})pel- 
streuung“. Wenn der Primar-Strahl 1 unjiolansiert ist, wirkt der erste 
Streuk()r])er K als iNilarisator, der zweite als Analysator. Die Streuwinkel 
wählt man am bequemsten beide als tK)^. Dann ist der Sekundär- Strahl 2 
senkrecht zur Streu-Ebene (1,2) polarisiert (die Polarisations-Richtung be- 
urteilt nach der Lageuh'r elektrischen Feldstarke). Dies zeigt sich an der 
Intensität der tertianm Strahlung, welche innerhalb der zu 2 senk- 
rechten Ebene* (1,8) wechselt: m der zu 1 und 2 senkrechten Richtung 8 
hat der Tertiar-Strahl die Intensität Null, in der zu 1 parallelen oder 
antiparallelen Richtung maximale Intensität. 

Wir beschreilx'n den ents])rechenden Versuch mit Elektronen-Strahlen 
und gelx'ii, liei gleicher Anordnung desselben, das zu erwartende theoretiscbe 



1 

f»0 


Fig. 20. Fig. 20 a. Polar-Diagrarnm 

Analogon zum Barklaversucli. der tertiären Streuung. 

Resultat an, wobei die Streukeörper A, K' durch einen dünnen Film eines 
Schwer-Metalls zu ersetzen sind — sagen wir kurz je durch ein Gold- 
Atom, vgl. Fig. 20. Der primäre Strahl 1 sei unpolarisiert (alle Spin- 

D Vgl. hierzu die allgemeineren Betrachtungen und Vorschläge von E. Fues 
u H. Hellmann, Phys. Zeitschr. 31 . 465 (1930). 
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richiungon gloicli walirsclieinlicb). Der sekundäre Stralil, der in der 
Eic'litung 2 der Figur ausgesandt wird, hat eine ^D>rzugs-RK•ht ung des 
Spins serikreeht zu dieser Ebene, er ist „])artiell polarisiert“. Dies 
wird erkannt an der Intensität der tertihnni Strahlung, welcdie in 
der zu 2 senkrechten l'lhene weeliselt : sie hat in dtw zuin ])rimaren Strahl 
antijiarallelen Dichtung 1 ein Maxim um , in der entgegengesetzten Dichtung 
ein Minimum, wahnmd sie in den beiden zu 1 und 2 senkrechten Dich- 
tungen 3 einen mittleren Wert annimml. Die Intensität ist namheh bis 
auf einen Faktor gegelien durch 

(25) .1 = 1 + 0 cos V'. ö = (a2)^ (log 2)^ 

(p ist d(Tin der ]*'J)ene(J ,3) derFigur von diTDiclitung 1 aus gezälilte V inkel; 
Fig. 20a zeigt das Polar-Diagramm \on J und hat die Form eines exzentri- 
schen Ovals. 

Gl. (25) für ö hi'sagt: Man liat bei der Streuung schwere Atome (Fak- 
tor zu verwenden: man hat sclinelle. aller nicht zu schnellt' Elektronen- 
Stralilen zu wählen [Faktur/^“ (1 — /?‘'^)/(2 /?“)A welcher für = 2 — V2, 

0,8 ein MaMniuin wirdj: man liat der Dechimng da* Dirac-Gleichung 
zugrund(' zu legen (Faktor a). 

Gl. (25) ist das Desultat einer eindringi'iiden Untersuchung von Mot t ^), 
welche von Saiiter^) vereinfacht wordi'ii ist. Wir mussc'ii auf ihre Ab- 
leitung \erzichten, da es sich im Sinne unsen'r Näherung in Ka]). V, §8, 
um einen relatu istischeri Effekt zw(‘iter Ordnung handi'lt [Größen- 
ordnung wahrend wir dort nur IGTektt' erster Ordnung in olZ be- 

handelnwerden]. ülirigc'iisgi'iiugt bei Gold wegi'U dc'rGrol.k' von ((x/)'*^ = 0,35 
auch die zweite Näherung noch nicht zur (juantitativen Darstellung, so daß 
Mott genötigt war, Gl. (25) auf numerischem W(ge zu verschärfen. 

Theori'tisch sollte hiernach ein Ikdarisations-Effekt vorhanden sein, 
nachweisbar durch einen wenn auch kleinen Intiuisitats-Unterschied der 
tertiären Strahlen für (p ~ 0 und q) = tt von der Große 2 ö, der unter 
günstigsten Umstanden nach Mott ]6”o beträgt. Demgegenüber haben 
Versuche von Dymond^), Thomson^) u. a. mm Intensitäts-Unterschiede 

0 N. F. Mott. ]Voc. Doy. Soe. 124, 425 (1920); 135. 429 (1932). 

2) F. Sauter, Ann. d. Phys. 18, 61 (1933). 

0 E. G. Dymoiid. Proe. Doy. Soc. 136. 638 (1932); 145, 657 (1934). 

0 G. P. Thomson, Phil. Mag. 17, 1058 (1934).; ferner F. E. Myers, J. F. 
Byrne u. D. T. Cox, Phys. Dev. 46, 777 (1934). Weitere Literatur in einer sorg- 
fältigen, unter Leitung von F. Kirchner ausgefuhrten Arbeit von H. Dichter, 
Ann. d. Phys. 28, 533 (1937). Auch. diese Arbeit lieferte ein entschieden negatives 
Resultat. 
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von weniger als 2% ergeben. Wir wissen nicht, ob dieser Widerspruch auf 
einem Versagen der Dirac sehen Theorie in höherer Näherung oder auf einer 
Überschätzung der Genauigkeit der Mott sehen numerischen Eechnung 
beruht. 


B. Analogon zum Malusschen Versuch 


Unser Problem ist das Folgende; Wir haben eine Potentialsohwelle V (x) 
mit V (x) — 0 für x < 0 , und F (x) beliebig für x 0. Auf diese Schwelle 
falle in der a:7/-Ebene eine ebene Welle ein, deren Zustand also von 2 
unabhängig ist. Die Kinfallsricbtung wird m großcT Entfernung von 
der Schwelle durch den Wellonzahlvektor ~ ^ gegeben. Die 

ri'flektierte Welle hat dann, ebenfalls in großer Entfernung, die Wellenzahb 
Komponenten — kgi ^*^3 “ ^h 

Die Dirac-Gleichung ( 2 . 4 ) reduziert sich wegen Unabhängigkeit der 
Wellenfunktion von : auf di(‘ von freie Gleichung; 


( 20 ) 




K = 


E - F (x) 


k. - 




Con^t. 


Benutzen wir unseren gewohnliclKm Beduktionsfaktor F 4(1+74) 
(1 -f ■^712)» können wir im Ansatz von jedent alls 7^ und entweder 
72 oder y^ unterdrücken, ^^’ir tun das letztere, setzen also y) in der zwei- 
gliedrigen Eorin an: 

( 27 ) V’ = (V'o + V2 V’2) X. 


Da di(' Koeffizienten in ( 20 ) \on y unabhängig sind, können wir die 
//-Abhängigkeit von y) exjionentiidl ansetzen, nämlich nach der Bedeutung 
\on k2 in der Form 


y) proportional abo 


d V’ 
dy 


i. kg y^. 


Daraus folgt 

( 27 a) yj, ^ J =. i fcj (yj + yj ylj /’. 


Ferner haben wir nach gehöriger Keduktion (man ersetze y^ durch 
772 +712 usw.): 


(27 b) 




V’} + Va V’o) C, 


(27 c) iy^k^f = i fe, {f„ - y, F , 

( 27 d) fco V» = ^0 (V’o + n Vs) r". 

Sommerfeld, Atombau. II. • 


22 
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Durch Addition von (27 a, b, c, d) und Nullsetzen der Faktoren von 1 
und ^2 folgen zwei Gleichungen für die zwei Funktionen , ^2 • 

“ /J 

\ ® ö I j 

Zur Integration setzen wir^) 

(29) % = i (v>o + V'i). Vi — i (V’o - V’s) 

und erhalten durch geeignete Kombination der beiden Gin. (28): 


(*2 - + (a-, + cp, 0 . 

Durch Elimination von 9 J 2 oder folgt für (p^ oder (p^ eine vom Vor- 
zeichen von /c 2 unabhängige Differentialgleichung, nämlich für cp^: 

(31) (ki + /c^) (p^ + (k^ 4- ^ j) ^0 — ö- 


Aus ergibt sich nach der zweiten Gl. (80) : 

d 




k^ ikf^ 


Vo 


und daraufhin aus (29): 


(82) 



K 


d X 




^2 "1" ' 

Wir brauchen Gl. (81) nur für negative x zu integrieren, wo V 
konstant ist. Sie lautet dann 2) 

(33) [kl kl 4- kl — ^ ~ (kl 4- (p^ = 


0 , also /C 4 


0 


und liefert als allgemeines Integral, wenn wir auch die l)ereits festgesetzte 
^-Abhängigkeit zum Ausdruck bringen: 

(34) (p^ = -f 


H. Hellmann, Zeitschr. f. Phys. 96, 247 (1935). Auch die weiter fol- 
genden Solilüsse sind dieser Arbeit entnommen. 

*) Die Umformung in (33) beruht ersichtlich auf dem Energiesatz (4. 8a), 
der in unserem Falle lautet: /;* + kJ 4- kJ + kJ 0. 
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Das Verhältnis der Integrations-Konstanten B:Ä könnte nur auf dem 
Wege über die Integration der vollständigen Gl. (31) bestimmt werden, 
wobei mati spezielle Annahmen über V (x) machen mlißLe. 

Aus (34) und (32) folgt nun 

+ ß(/c2 -4- ± i i k^) 

Der erste Summand stellt die einfallende, der zweite die reflektierte Welle 
dar. Der Eeflexions-Koeffizient 11 wird also, als Verhältnis der reflektierten 
zur einfallenden Intensität (man beachte, daß k^ rein imaginär ist, schreibe 
also k^ = 'il/c4|): 

(861 + + + ^ 

^ \A^,\k, + i(k,±\k,\Tk;). lA {k^-\k^\-^k,)^A-k'i' 

Dieser ist, wie der letzte Ausdruck zeigt und wie nach der Form von (81) 
zu erwarten war, vom Vorzeichen von unabhängig. 

Von den beiden Funktionen und ^2 ,,groß“, die zweite 

..klein“. Die Größenordnung des Ausdrucks (3“)) für bzw. y^.y wird 
luiitilich bestimmt durch die Werte von 

i k, + i-, = I ^ bzw. '» fe„ - k, = ■; ^ ■ 

[in nicht-relativistischen Gnuizfall verschwindet der letztere, der erste ist 
von der Ordnung mr/k und bei groß gegmi die Welleiizahleii Ai, kg. 

(he von der Ordnung niv/h sind. DensellHui Schluß (yiy groß gegen y).^) 
kann man natürlich auch direkt aus den Gin. (28) nach dem Vorbilde von 
8.276 ziehen. Wir kimneii daher näberungsweise statt ( 27 ) schreiben; 

( 37 ) f = y>„ r. 

Wir fragen nun nach der Lage des Spins in bezug auf die Finfalls- 
(hene (x, y). Dazu haben wir den Spin-Oiierator cr^ — — 7742 unsere 
Losung tp anzuw^enden. Benutzen wir unsere abgekürzte Form (37). so 
erhalten wir unmittelbar 

(HK) v = - (yii V'oT’ = = - v»' 

Der Eigenwert des Spin-Operators Og ist also — 1. Der Spin ist 
nach der negativen 2 :-Achse gerichtet. 

Dies gilt aber nicht nur angenähert, bei Vernachlässigung von y)^ 
gegen ipQ, sondern sogar exakt, wenn wir nämlich den Spin als mit- 
[>ew egten Spin o[ berechnen. Bei der hierzu erforderlichen Lorentz- 
'i’ransformation, Gl, (17) u. ff., müssen wir allerdings zwischen einfallender 
>md reflektierter W'elle unterscheiden, haben also in (35) entweder ß = 0 


22 * 
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oder u4 = 0 zu setzen, weil ja die Geschwindigkeiten von einfallendem und 
reflektiertem Elektron (gegeben durch ki,k 2 und —k-^^k^) verschieden 
gerichtet sind. Die Rechnung verläuft dann im Prinzip ebenso wie S. 384 
und liefert als Resultat: 

(39) v^cinf =- - Voinf, ol ipreü = - V’refi; 

unter y) ist liier der vollständige Ausdruck (27) verstanden, aber mit R = 0 

bzw. A ~ 0. 

Gleichzeitig schließen wir aus der hier gefundenen besonderen Spin- 
Orientierung, ebenso wi(* S.832, daß unsere Lösung (27) noch nicht die 
notige Allgemeinheit hat. Die (‘rforderliche Zusatz-Lösung von der um- 
gekelirten Spin-Orientierung erhalten wir nun einfach, ähnlich wie in (9), 
wenn wir in (27) einen Faktor (‘infugen, nämlich ansetzen 

OO) V = (^3 ^3 + 732 

so daß aus der Superposition von (27) und (40) wieder der volle zum Rediik- 
tions-Faktor F gehörende viergli(‘drige Ausdruck entstidit. 

Indem wir nämlich den Dirac-Operator der Gl. (20) auf (40) anwenden 
und die entstehende Summe nach y^ und ^32 ordnen, erhalten wir ein 
Gleichungspaar, das sich von (28) nur dadurch unterscheidet, daß ^ 33 , 
V 31 ~ ^2 Stelle der früheren -f k^ stehen. Definieren wir also 

die Funktionen (p^ analog zu (29) aus der Summe und l^ifferenz von 
^ 132 , ^ 3 , so gilt für genau die obige Gl. (81), die, wie bemerkt, das 
Verhältnis h\A festlegt und gegen Vorzeichenumkehr von k^ invariant 
ist. Dasselbe haben wir bei dem Ausdruck ( 86 ) für den Reflexions- 
Koeffizienten E hervorgehoben. Ferner ist yj^^ als Analogon des früheren y)^ 
die große Funktion und wir können (40) abkimzen zu 

(41) V’ = y32V’32^- 

Wenden wir hierauf den Operator an, so erhalten wir 

(42) (T, V = - iyiiVsz V 32 /’ = + 732 V 32 C = + yj. 

Der Eigenwert von ist also bei dem Zustande (40) angenähert 
gleich 4- 1. Auch dieses Resultat läst sich im Sinne der Gl. (39) verschärfen. 
Teilen wir nämlich unser jetziges y) wieder in die einfallende und reflektierte 
Welle auf und berechnen für beide den mit bewegten Spin o^, so wird 
dieser für beide exakt gleich -h 1. — - 

Wir denken jetzt an den Malus sehen Versuch der Optik: Ein un- 
polarisierter Strahl fällt in der xy-Ehem ein. Wir fassen ihn auf als 
bestehend aus zwei phasen-unabhängigen polarisierten Teilen. Der eine 
ißt parallel, der andere senkrecht zur ^(-Achse polarisiert. Der Reflexions- 
Koeffizient ißt für beide verschieden. Der aus beiden Teilen entstehende 
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reflektierte Strahl ist daher polarisiert (im allgemeinen partiell, iin 
Sonderfalle des Polarisations- Winkels sogar total). 

Der entsprechende Versuch mit Materiewellen ist so zu beschreiben: 
Ein unpolarisierter Strahl fällt in der xy-Ehme ein. Wir fassen ihn auf 
als bestehend aus zwei phasen-unabhängigeii Teilen (27) und (40). Bei 
jenem ist der Spin nach der negativen ,:-Achso gerichtet, bei diesem 
nach der positiven: wir können auch sagen, jener ist nach z, dieser 
nach — c polarisiert. Der Reflexions-Koeffizient ist für beide der gleiche. 
Der aus beiden Teilen entstehende reflektierte Strahl ist daher unpolari- 
siert (hat ebensowenig eim* \'orziigsrichtung des Spins wiv der einfallende 
Strahl). 

Der Malussche Versuch der Elekt ronen-()})tik soll also nach 
der Theorie negativ ausfalleii. und zwar für einen Potent lalw^all be- 
liebiger Form. 



5. Kapitel 


Störungstheorie 

§1 

Die Schrödingersche Störungstheorie, 
insbesondere bei entarteten Systemen 

Unter den vielen schönen Ergebnissen der Wellenmeclianik nimmt die 
von Schrödinger entwickelte Störungstheorie^) eine bevorzugte Stelle ein. 
Sie ist einfacher als die astronomische Störungstheorie der klassischen 
Mechanik und braucht nicht einmal mehr vor dem Drei-Körper-Problem 
(He- Spektrum, Kap. IX) zurückzuschrecken. 

A. Das Störungs-Schema im nichtentarteten Falle 

In engem Anschluß an Schrödinger betrachten wir ein Problem, 
welches wir bei Fortlassung der Störungsglieder wellenrnochanisch lösen 
können. Die Eigenfunktionen des ungestörten Problems seien die zu- 
gehörigen Eigenwerte Diese werden zunächst als nicht entartet 
vorausgesetzt. Die Wellengleichung des ungestörten Problems setzen wir 
in der einfachsten Form voraus {zeitunabhängige Gleichung, Gültigkeit 
des Energiesatzes): 

(1) H if) — Wj)y) =■ 0. 

H bedeutet wie in Kap. I, § 6, einen linearen partiellen Differentialausdruck 
zweiter Ordnung, den wir als selbstadjungiert (vgl. Kap. I, § 7) voraus- 
setzen wollen. Den Faktor f („Gewichtsfunktion“) nehmen wir hinzu, weil 
wir im allgemeinen krummlinige, jeweils dem Problem angepaßte Ko- 
ordinaten q benutzen müssen, in denen die Funktional-Deterrninante D 
als Faktor zu TU hinzutritt (vgl. Zusatz 10). Wir wählen statt 7) die all- 
gemeinere Bezeichnung f, weil wir gegebenenfalls (vgl. Stark-Effekt in § 2) 
noch andere Faktoren in f einschließen werden. 


) Vg}. seine ,, dritte Mitteilung“, Ann. d. Phys. 80, 437 (1926). 
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Die Orthugonalitäts-Bedingung für zwei Eigenfunktionen 
mit den Eigenwerten IE,-, Wj^ (14^ =|= lautet mit Rücksicht auf diesen 
Gewichtsfaktor 

(2) j V>r V*?'?'/ ^ 0. 

Sie folgt wie immer aus der Kontinuitäts-Gleichung (S.52); (^q bedeutet 
das Produkt der Differentiale der Koordinaten q. Die Normierungs- 
Hedingung lautet: 

(H) J V’*v« = 1. 

Beim Hinzutreten einer Störung wird der Ausdruck H um ein Glied 
abgeändert, di'sseii Kleinheit durch einen Parameter A gemessen w^erden 
möge. Tritt die Storung in der jioti'ntiellen Energie V ein, so ist das Sto- 
rungsglied mit y) iimltiplizitTt . Wir schr(‘ilH'n unter dieser Annahme 

^4) ^ iy^) = - A.syj 

und verstehen unti'r s eine durch die Art diT Storung gegebi'iie Eunktioii 
(h'r Koordinat(;ii. 

Ausgehend von dem A'-ten Eigenzustande setzen wir 
(4a-) ir -r 11’;, A- Af -f • • •. V’ =- V’a 4- A?' -f • • • 

und erhalten aus (4) bei Vernachlässigung von Glu'dern mit ?}: 

H (^Pi,) + IH {(j>) - - All’, ?.epy>i ~ Isy),,. 

Wegen (1) verschwindet die Summe des (>rsten und dritten Gliedes und es 
lileibt nach Streichung des gemeinsamen Faktors A: 

l.'j) ■ H (yi) - ir, ff (tf - i) V’»- 

Die linke Seite dieser inhomogenen Ghachung ist von dersellieii Form 
wie die der homogenen Gl. (1). Auf der rechten Seite ist die Große e 
zunächst unbekannt, kann aber vor der eigentlichen Storungs-Rechnung 
liestimmt werden durch den allgemeinen Satz; Soll eine inhomogene 
Gleic hun|[ der Fo rm (5) üb(‘rhaupt liisbar sein, d. h. eine stetige 
Lösung haben, so muß die rechte Seite „orthogonal“ sein zur 
Lösung der homogenen Gleichung, d. h. zur Eigenfunktion 
Zum Beweise brauchen wir nur Gl. (5) links und rechts mit y)* zu 
multiplizieren und über den Koordinatenraum zu integrieren. Links entsteht 

15 a) f ft- (a {<p) - V V) ?• 

Dies kann man nach dem Greenschen Satz umformen, den wir in dei 
selbst-adjungierten Form anwonden dürfen: 
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Man erhält (wegen Verschwindens der durch . . . angedeuteten Integrale über 
die Begrenzung im Unendlichen) aus (5 a): 

(r)b) j 7 ) (H (ipt) - W'i P V»*) dq = 0 vgl. (1). 

Daraufhin liefert die rechte Seite von Gl. (5) 



Diese Gleichung hat die Form der Orthogonalitäts-Bedingung (2), wenn wir 
den dortigen zueinander orthogonalen Funktionen und an die Seite 

stellen rpj^ und ~ Sie bedeutet also in der Tat, daß die rechte 

Seite der inhomogenen GL (5) zur Lösung der homogenen orthogonal 
sein muß. 

Die Aussage ( 6 ) bildet einen Eckpfeiler in der Theorie der Integral- 
Gleichungen, ist aber schon früher nach ihrer physikalischen Bedeutung 
von Lord Rayleigh erkannt (Tlieory of sound). Wir erläutern dies am 
Beispiel der schwingenden Membran. Die Differentialgleichung fiir ihre 
periodischen Eigenschwiiigimgen ist : 

2 

(7) Au + k^u = 0, 

WO Q die Dichte pro Flächeneinheit, m die Kreisfrequenz der Eigenschwingung 
und S die in der Membran wirkende Spannung ist. Jjassen wir nun einen 
äußeren transversalen Druck P [x, y) wirken, der irgendwie über die Mem- 
bran verteilt sein kann und dessen Perioden mit einer Eigenschwingung 
der Membran über ein stimmt, so wird er die Membran zu immer 
wachsenden Schwingungen anregen; der periodische Endzustand wäre eine 
,, Resonanz-Katastrophe“. Soll diese nicht eintreten, so darf P im ganzen 
an der schwingenden Membran keine Arbeit leisten. Der Druck darf also 
z. B. nur in den Knotenlinien angreifen, oder muß in en||fcengeBetzt 
schwingenden Sektoren gleiche Größe haben usw. Die alJKneine Be- 
dingung hierfür lautet, da Pdo die Kraft und u der von der Ruhelage 
aus zuruckgelegte Wog ist: 

(7 a) jPudo = 0 . 

In der Übertragung auf unseren Fall setzen wir P gleich der Störung 
{s — ep)ipic, u = y}l und da = dq. Gl. (7a) ist dann mit ( 6 ) 
identisch. Unser Beispiel zeigt übrigens, daß wir die obige Aussage; „die 
Störung ist orthogonal“, auch mehr physikalisch wenden können, indem 
wir sagen: „die Störung wirkt wattlos“. 
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Aus (6) folgt nun sofort: 

[s ipt yjicdq 

(8) ^ — c 

]Vn Wkdq 

oder, da y),, gemäß (8) normiert sein sollte: 

(8a) f == J f^WkVhdq. 

In Worten: Die Störungs-Energie e ist das wellenmechanische 
Mittel der Störungs-Funktion s, wobei das Wort ,,wellenmcchamsches 
Mittel“ im Sinne von Ka}). TU, § 2 gebraucht ist und die Mittelung in bezug 
auf den ungestörten Zustand aiiszufuhren ist. 

Don so bestimmten Wert von f, sidzen wir auf der rechten Seite von (6) 
ein und ontwickMn si(‘ nach diai Eigenfunktionen y)i des ungestörten 
Proliloms, nachdem wir vorher mit j) dividiert haben. ]']s sei also: 

(!') '■)v’/< = 2-'' w 

Tn gleicher M’eise entwickeln wir die gesuchte Funktion cp: 

(10) V 

I 

Hieraus berechnet man nach (1) 


~~ S wi' 

I 

(il. (o) ]aut('t nunmehr 

2 ü| {^l'; - M’a) /' V’i = - P 2 V’i- 

l ' I 

Durch Koeffizienten-Vergleichung folgt: 


ilOa) 
also wegeff^(10) 
( 11 ) 




li, = 


A, 

ir,- UV 


-4; yq 


Die Al lassen sich in der üblichen Fourier sehen Weise aus der Definitions- 
gleichung (9) berechnen (Multiplikation mit y)*, Integration über den 
Koordinatenraum); mit Bücksicht auf (2) und (8) wird bei gliedweiser 
Ausführung der Integration: 

^sy)*y)itdq wegen (2) für 1 4= /c 
0 wegen (6) „ l — h 


(12) A, = (s - ef) rptdq = ^ 
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Hiermit ist unser Störungsproblem in äußerst übersichtlicher Weise 
gelöst; Einsetzen von (8a). (11) und (12) in (4a) liefert für den gestörten 
Eigenwert und die gestörte Eigenfunktion 


(18) W = + V ’A+^S 


, V/j «V/ 


W, 


w, 


Hier bedeutet der Strich am Summenzcichen, daß das Glied k = l auszu- 
sobließen ist. In diesem wurde der Nenner Tf;^ — Wj verschwinden, aber 
auch gleichzeitig der Zähler wegen (12). Das betreffende Glied bleibt also 
unbestimmt und kann, da es mit proportional ist, in das ungestörte y)}. 
aufgenommen gedacht werden. Die ... in (18) deuten Störungen höherer 
Ordnung an, die mit ... proportional sind. 

Es bleibt nur noch ein Wort zu sagen über die Möglichkeit der Ent- 
wicklungen (9) und (10). Diese ist von speziellen Fällen her (trigonometrische 
und Kugelfunktionen) wohlbekannt und wird in der math(auatischen 
Literatur, am schärfsten in der Theorie der Integralgleichungen, für beliebige 
Eigenfunktionen bewiesen, bei eventuell etwas einzuschränkender Willkür 
der zu entwickelnden Funktion. Hier wollen wir nur betonen, daß die Folge 
der Eigenfunktionen vollständig sein muß; man darf ja z. B. in einer 
Fourier-Keihe kein Glied fortlassen, wenn sie imstande sein soll, eine all- 
gemeine Funktion darzustellen. Nun gehört zur Vollständigkeit des Systems 
ebensowohl das kontinuierliche wie das diskrete Spektrum der Eigen- 
werte. Wir haben also die Summation in (18) so aufzufassen, daß sie im 
allgemeinen auch ein Integral über die kontinuierlichen Eigenwerte ein- 
schließt. Zum späteren Gebrauch deuten wir dies in (18 a) an, indem wir den 
kontinuierlichen Energie-Bararneter mit w und die zugehörige Eigenfunktion 
mit tp (w) bezeichnen : 


(18 a) y} = y^t, -h A ^ 


fl j Q 

IF, - TF, 




y) {iv) j s ip* (w) 1 /ifc d q 


dw. 


B. Störung bei mehrfachen Eigenwerten 

Die bisher dargestellte Methode genügt liereits, um einige der wichtigsten 
Störungsprobleme zu behandeln, z. B. den Stark-Effekt, § 2, und die Dis- 
persionstheorie, § 8. Die ganze Schönheit der Schrödingerschen Störungs- 
theorie tritt aber erst in Erscheinung, wenn das Problem entartet, d. b. der 
Eigenwert im ungestörten Problem mehrfach ist. 

Ausgehend von Gl. (1) nehmen wir an, daß zu dem Eigenwert Wj^. 
mehrere linear unabhängige Eigenfunktionen gehören: 


Wkl- y’ka- 
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Wir sprechen dann, wie S. 88, von einer (a — l)-fachen Entartung. Wir 
wollen annehmen, daß diese auf 1 normiert und nicht nur gegen die 
anderen Eigenfunktionen y), sondern auch unter sich orthogonalisiert sind. 
Dadurch sind sie aber noch nicht eindeutig bestimmt. Wir können si^ viel- 
mehr einer beliebigen orthogonalen Transformation unterwerfen, 
ohne ihren Orthogonalitäis- und Normierungs-Charakter zu zerstören. 
Setzen wir nämlich, indem wir mit ß die Koeffizienten einer beliebigen 
orthogonalen Substitution im Eaume von a Dimensionen bezeichnen: 

a 

( 14 ) fUi = 2 *^ ß^<^ 

1 

und ebenso 

'Ua) fii,' = y'y^ßy, n,' 

1 

und berechnen wir die charakteristischen Integrale der (iln. (2) und (3) 
mit diesen , so finden wir wegen der OrthogonalitHt d(T einer- 

seits und der ß andererseits: 

’^^ßhißh'i = 

D. h.: ])ie (lln. (2) und (3) sind auch für die erfüllt, wenn sie es für die 
waren. Diese Willkür in der Wahl der Eigenfunktionen macht sich die 
Schrodingersche Storungstheorie, wie war sehen werden, in äußerst 
<'legant.er W eise zunutze. 

Die Existenz mehrfacher Ihgeiiwerte ist aus d('r klassischen Mechanik, 
insbesondere aus der Theorie der schwingenden Membranen wuihlbekannt. 
Betrachten wir als einfachsten Fall eine recht i'ckige Memliran mit festen 
Bändern x = i) und a, y — 0 und b. Die Losung der Gl. (7) ist dann (bis 
auf einen willkürlichen Amplitudeii-Faktor) : 

mnx . 71 TT if 

V “ sin sin ■ • 

a b 

Der zugehörige Eigenwert wird nach (7): 



Er ist einfach, wenn a und b inkommensurabel sind. Denn dann gibt es 
keine zwei Zahlen m und n, die zum gleichen W'erte von k führen. 
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Anders bei der quadratischen Membran h ~ a (oder allgemeiner 
bei einer rechteckigen Membran mit kommensurabeln Seiten). Dann wird 

2 

(15) Ü,« = ~ {ni^ + n^). 

Vertauscliung von ni und n läßt den Eigenwert ungeändert. ändert aber den 
geometrischen Charakter der Eigenfunktionen. In der Tat sind die beiden 
Schwingungszustände 

. m 71 X . y\ 71 \f 

u — sin sm 

a a 

llUj \ 

nTtX . VL7T 

~ sm sm 
[ ' a a 

voneinander verschieden, hat z. B. m + 1 Knotenlinien x — Gonst, 
deren n -f 1 usw. Nur im Falle m — n werden und einandiT gleich. 

Mit Ausnahme der Grundschwingung in — n ~ l und der zu 
ihr harmonischeiD) Oberschwingungen m — n sind die Eigen- 
werte der quadratischen Membran mindestens zweifach. Höhere 
Entartung tritt unter gewissen zahlentheoretischen Bedingungen ein 2). 

Bei unseren zweifachen Eigenwerten sind nun zugleich mit (IG) alle 
Funktionen der Schar 
(17) V — -j- 

(i^i und ^2 willkürlich) Eigenfunktionen, wofür wir lielnT schreiben wollen 
{y willkürlich): 

(17 a) r = cos y — sin y Wg • 

Wie stark der geometrische Charakter der Eigenschwingung mit y variiert, 
zeigt Fig. 21; sie ist für den Fall w = 1, 2 gezeichnet. Noch mannig- 

fachere Gestalten^) der Knotenlinien treten für größere m, n auf. Alle 
Sch wingungs typen der Figur sind unter sich gleichberechtigt. Die Fälle 
y = 0, 1 ) “ und y ~ Tiß, r — — in denen die Knotenlinien gerade 
und zu den Quadratseiten parallel werden, sind vor den übrigen Schwingungs- 
typen durch nichts bevorzugt. 

Wenn man nun den Schwingungszustand ein wenig stört, so liegt 
durchaus kein Grund vor, weshalb sich der gestörte Zustand gerade an die 

D Wenn m, = n, folgt aus (7) und (1.5) „ -- ncoi, i, d. h. ist ein 

harmonischer Oberton des Grundtons (/»i, i; dagegen ist o>n,vi im allgemeinen 
unharmonisch. 

D Vgl. das lehrreiche Buch von F. Pockels (nach Vorlesungen von Felix 
Klein); Über die partielle Differentialgleichung Au + k^u ~ 0, Teubner 1891, 
insbesonsere S. 79 u. ff. Die Entscheidung über den Grad der Entartung hängt 
von der Primzahl-Zerlegung der l^ahl -j- ab. 

») Vgl. Pockels, S. 80. 
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Funktionen oder Wg stetig anschließen sollte. Vielmehr wird er sich, 
je nach der Art der Störung, aus demjenigen Schwingungs- 
zustand der Schar entwickeln, der der Störung angepaßt ist. 
Man wirke z. B. durch leisen Druck des Fingers auf die schwingende Membran 
ein [Sonderfall des Druckes P in Gl. (7a)]. Dann wird diejenige Eigen- 
schwingung der Schar bevorzugt sein, deren Knotenlinie durch die Druck- 
stelle gebt. 



l'ig. 21. Knoterilimen der qiiadrntischen Membran / eosy Mj — sm;'7v^, 

rn n X n tj y \ 

V-, - sm Hin 

^^1 o 

] tn - 1, 71 -- 2. 

n 71 X 7ti 7T y 
U> ■ 8111 Rin 

u a I 

Die Kurveii-Nummern bedeuten folgendes- 

Kurv(' 1 2 3 4 .5 6 7 8 

; TT JJ 3.-7 71 ()7l 3^ ItT 

■' , 8 ' 4 8 2 's” 4 8 

Ähnlich liegen die Dinge bei der kreisförmigen Membran, wo alle 
Kigenwerte (mit Ausnahnu' des Grundtons) ebenfalls zweifach sind wegen der 

azimutalen Abhängigkeit vi o) in der Eigenfunktion. 

Wir kehren zur Wellenmechanik zuruck, betrachten Gl. (4) mit der 
SGirungsfunktion s und setzen TF;^. als a-fachen Eigenwert voraus. Der 
Ansatz (4a) liefert auch jetzt Gl. (5), aber mit dem Unterschied gegen früher, 
daß für yijt irgend eine der a Eigenfunktionen gesetzt werden könnte. 
Indessen wissen wir von dem Beispiel der Membran her, daß diese keine 
bevorzugte Rolle spielen, daß vielmehr die Störung aus der a-fachen 
Schar (14) diejenige auswählen wird, an die sie sich stetig ansclüießen kann. 
Wir setzen also auf der rechten Seite von (5) statt eines besonderen yijt^ das 
allgemeine yi^/j und halten uns die Wahl der darin enthaltenen Substitutions- 
Koeffizienten ßf^i frei. Wie sind diese Koeffizienten zu wählen? Darauf 
antwortet der unter A erläuterte Satz, der für den gegenwärtigen Fall 
folgendermaßen zu präzisieren ist; Die rechte Seite der inhomogenen Glei- 
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chung muß orthogonal sein zu sämtlichen Lösungen der homogenen 
Gleichung. Dies ergihl an Stelle der einen Bedingung (6) die a Bedingungen: 

(18) \ -ep)Wtj<}q =- 0, ) =- 1, 2,..., a. 

Indem wir die Darstellung (14) für einsetzen. erhalten wir (der Index h 
kann bei ß zunächst fortbleiben): 

(19) 2' ß' 1 V*. {>> ” ' I') Vk, <’> <1 = 0- 
Wir fuhren mit Schrödinger die Abkurzungen ^) ein: 

( 20 ) ==■ 

und berücksichtigen, daß die y)j^^ unter sich normiert sein sollten, daß also gilt : 

|v‘, V'KjPa''/ = ij- 

Dann lautet das Gleichungs- System (19) in ausgeschriebener Form: 



1 ßl (^1 1 

— f) -f 2 

4 * ’ ' 4 ßa u 

0. 

(21) j 


4- ^ 

-;) 4 • • ‘ 4 ßu ^0 u 

= 0. 



+ /^2^«2 

4 • • • i- ß^^ — 

f) 0. 


Wir haben also, wie so oft in der mathematischen Physik, ein ,,Haupt- 
achsen-Problein“ vor uns. Die hiernach möglichen Werte von e geben die 
Größe, diejenigen der ß die Richtung der Hau})tachsen. Durch Eli- 
mination der ß folgt für e eine Gleichung a-ten Grades 

(22) ^ ^21' ^22 “ ^ • * •^2u 

u ^ 

welche wegen = 8^^ genau ol reelle Wurzeln hat. Zu jeder dieser Wurzeln 
gehört nach (21) ein besonderes Wertsystem der ß und daher nach (14) eine 
nunmehr bestimmte Eigenfunktion aus unserer Schar. Nur wenn 
Gl. (22) mehrfache Wurzeln hat, bleibt Teil unbestimmt, so daß 

die Entartung nur teilweise aufgehoben wird. 

An diese a Eigenfunktionen schließen sich bei von Null an wachsen- 
dem A die gestörten Eigenfunktionen stetig an. Letztere können auf Grund 
der GL (5) ähnlich wie in (10) und (11) folgendermaßen berechnet werden: 
Man setzt auf der rechten Seite von (5) für s und ein zusammengehöriges 
Paar der soeben berechneten Werte und ein und entwickelt diese 
rechte Seite nach Division mit p ebenso wie die gesuchte Funktion (p (deut- 

0 Die s^J sind direkt die ,,Matrix-KL>inente“ der Storungsfunktion «. 
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lieber geschrieben (pj^ nach den Eigenfunktionen wobei i von 1 bis a 
variiert und l die sämtlichen Eigenwerte W numeriert: 


(24) 9’* = S S 


Aus der Differentialgleichung (5) folgt dann wie in (10a) 


(25) 


Bu 


Au 

w, - WV 


wobei nach (28) für I = 4 = k wird 

Au ^ tpf^y^fj^dq. 

Das Schlußresultat lautet, in Analogie zu Gl. (18): 

j y) -- yi^^ ^ , . , _ ^ _j_ . . . 

Der Index h numeriert die a Verzweigungen, in die das entartete Problem 
bei der Storung aufspaltet, und (‘ntspricht den a Ltisuiigeii unsercT al- 
gebraischen Gl. (22). 

Die hier nur angedeuteten, mit A® . . . pro^iortKuiakai höheren Nä- 
herungen werden, wie bei allen Storungs-Tlechnungeii, 1111 allgemeinen sehr 
unübersichtlich. Beim Stark-Effekt werden wir auch die zweite Näherung 
ohne zu große ^luhe berechnen. 


§2 

Der Stark-Effekt 

In der Gleichung des Kepler-Problems, Kap, II, § 1, Gl. fl), fugen wir 
zur potentiellen Fhiergie P =--- — Ze^jr das Glied eFx hinzu, indem wir ein 
homogenes, relativ kleines äußeres Feld F in der negativen a:-Richtung 
annehmen. Wir erhalten dann (die Elektronenmasse wollen wir pt nennen): 
.1- . 2^ Z c*A 2//C 

(1) A r + ^ V’- 

Es ist möglich, aber nicht ratsam, die Störungsrechnung in Polarkoordinaten 
auszuführen. Viel übersichtlicher wird sie in den dem Problem besser an- 
gepaßten parabolischen Koordinaten, Wir knüpfen also an Kap. II, § 9, an. 

fj, (p sind die dort in Gl. ( 8 ) definierten parabolischen Koordinaten, 
Ni, n,j, w die zugehörigen parabolischen Quantenzahlen, 

n = n; -f -f m -b 1 
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ist die Hauptquantenzahl, durch die sich die Energie des ungestörten Zu- 
standes in der Form 

2) W 

ausdrückt. Die ungestörte Wellenfunktion f separiert sich in 
(3) = (Gl. II. 9. 5). 

Das Störungsglied, d. h. die rechte Seite von (1), wird wegen x = {^ -~ }j)ß 

Dieses Glied hindert nicht die ]\föglichkeit der Separation, sondern ändert 
nur die Bestiminungsgleichung (II. 9. 8) der Funktionen ab in 

d^f 1 df ! . 2B (\ a ^ 


(4) 

^ ’ ds‘ ^ s ds 


■^ + . + - / - ^ i jF-F- 


Die Bedeutung der s, /, J. B, C ist dieselbe wie in (II. 9. 7). 

A. Störung der Eigenwerte in erster Ordnung 

Wir vereinfachen (3) durch Einführung von q — 'I^—As, vgl. 
(II. 9. 9) zu 

(5) /" + i /' -4- ( - i + 1 - ) / - A'e /. 


Hier ist gesetzt [vgl. (4)]: 

(6) = ^ k' = — i = + -- ''I 

^ V^' (ü V~-4)'’ (2 V- -4)’ 

Die Größe q kann als Eigenwert unserer Gl. (5) bezeichnet werden. 

Um das allgemeine Verfahren des vorigen Paragraphen direkt anwenden 
zu können, müssen wir vorher unsere Störungsgleichung (5) selhstadjungiert 
machen, was in unserem Falle einfach dadurch geschieht, daß wir sie mit p 
multiplizieren. Dadurch geht (5) über in 

(7) + 

Die erste Näherung des Eigenwertes q soll q^ heißen. Sie wurde in 
(11. 9. 18) bestimmt zu 

/r. m 1 { nt 

(8) 9o= 2+"‘-' 2- "-in/ 

ist also verschieden, je nachdem es sich um /i oder handelt. Wir ent- 
wickeln nun q und / im Sinne des vorigen Paragraphen nach dem Störungs- 
parameter A': 

(9) g = go + re, f = U + k'<p, 
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/o ist die Lösung der ungestörten Gl. (7) und wird nach den Gin, (9), (18), (20) 
aus Kap. II, § 9, dargestellt durch 

d'« L 

(10) f, = V = m + 71 ,. 

Einträgen von (9) in (7) liefert hei Vernachlässigung eines Gliedes 
mit für q) die Gleichung: 



Daraus folgt nach Gl. (8) in § 1 (m unserem Ealk* ist 5 = jt) — l,dq — dg, 
y>k ^ = Io ) : 

(12) ' J - ■- \ G'‘ L>- 

0 (t 

Bei der Berechnung von J und K verfahn'ii wir nach dem Vorbilde 
von Kap. I, § 9, Gl. (24). Nach unseriT jt'tzigen Gl, (10) konm'ii beide 
Integrale J und K in die Form geschrieben werdim: 


(13) 



0 


wobei G eine ganze Funktion vom Grade v hei J, vom Grade v -f 2 hei K ist: 
d) G - ir - a fj' ‘ 

K) G — p”* + ^ w = u p’ ^ * -f- b p*' ’ ^ -j- c p’ “l- • • * 

üm J zu berechnen, W'onden wir in (18) i//.-malige partii'lle Integration an, 
wobei wir, wie sich ziugeii wird, di(' Differentiation nur an auszuführeii 
liraucheii: ^ 

( 14) J — [ {a p' -f • • *) L, d p. 

0 


Setzen wir nun für L, die Darsti'llung (1) aus Kap. II, § 2, ein, so hebt sich 
die Exponentialfunktion heraus und wir erhalten: 


(lo) J ~r. I (rt p' 4 ) J (p'r 1’) dp. 

0 

Hier können wir aberjiials partiell integrieren, wobei alle Glieder mit Ex- 
ponenten < V fortfallen [letzteres ist auch der Grund, weshalb wir in (14) 
nur zu differentiieren brauchten, indem die durch Differentiation von 
p' . . . entstehenden Glieder in (15) doch fortfallen würden]: 

G6) J = (_ 1)' r! ajp‘'e~t'dp - (— 1)^’ (r!)* a. 

0 


Sommerfeld, Atombau. II. 


28 
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In analoger Weise findet man 

K - (- ])’■ (j'!)2 [c + {v + 1) {v -I- l-ni)h 

4- i 0’ + 1) (^’ + 2) (v 1 — m) (r -f 2 — m) a]. 


Also wird 


I7- = — + ()' + 1) (>' + 1 - «0 — 

(l/) J a n 

I + I (r 4- 1) ( 1 / + 2) (i' -f 1 — m) {v + 2 ~ m). 

Um hier die a, 5, c zu bestimmen, hat man auf GL (11. 2. 7) zurüokzugehen ; 
es ergibt sich durch m-malige Differentiation: 


d 


((,, - m)l ~ (v - m - 1)! ^ 
^2 (i;-m-2)! ^ 


1 


Daraus entnimmt man das Verhältnis unserer Koeffizienten a:h: c von G : 

c 1 h 

(18) — = — 1 ' (r — 1) ()^ — m) (v — rn — 1), — — — r (r — m). 

(1 2i ü 

Einsetzen in (17) liefert schließlich: 

K 

(19) y = 6 + 6 c (1 — m) + + 2. 


Dies ist nach (12) die Eigenwert-Störung e, wobei wir zwischen 
und unterscheiden müssen, je nachdem es sich um den Eigenwert von 
fl oder handelt. Im folgenden brauchen wir nur die Differenz — 6^, , 
welche sich nach (19) berechnet zu: 

(20) et - = 6 ()’f - »•,) (r>f + + 1 _ m). 

Nach der Bedeutung von ~ 7n -i- n,. und von n — 1 + m + n^i -f n,^ 
ist die vorstehende Gleichung identisch mit: 

(21) — fi,, = 6 (n: — n^)n. 


B. Der Stark-Effekt erster Ordnung 


Wir schreiben jetzt den gestörten Eigenwert q für beide jwabolißchen 
Koordinaten nach (9) liin, wobei wir aus (8) und A' aus (6) einsetzen 


9. - 

Qrj 


1 m 

2 2 

1 ni 

2 2 


+ »£ + 




eF 


+ — 


fJL eF 
ff (2V-1)®*''' 


( 22 ) 
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(23) 


andererseits ist nach (6) und wegen der Bedeutung von B in (II. 9. 7) 

1^’’ ^ 4yr. ’^( a ^)’ 

Wir bekommen also durch Addition der beiden Gin. (22) 

1 Z 
2 \~Zi ^ 

oder wegen (21) 

6 // c F (n.- — > 


fl cF 


(28 a) 


1 ^ 

2]/“"^ a + p (2V- A)'' 


Unter konsequenter Vernachliissigung von höheren Potenzen der als 
klein vorausgesetzten Feldstärke F entsteht hieraus durch Übergang zum 
reziproken Quadrat: 

4t Äa^ 1 / 8 f! (‘ F ((H: — n,')\ 

V “ 2 

Drücken wir A nach (IL 9. 7) durch W aus und setzen ini Korrektions- 
gliede rechts die nullte Näherung von IF aus (2) ein, so erhalten wir 

4Aa^ 1 8 fifwF [nt — 


(28 b) 


Z2 


Z'‘h‘ ' w* 


('“‘"V’P 


Berücksichtigen wir schließlich die Bedeutung des Wasserstoff-Radius a 
und diejenige der Rydberg-Konstanteii U, so haben wir auch 


(24) 


W 


EhZ^ SIFF 


> 71 fi 


Dies ist genau die Schwarzschild-Epsteinsche Formel für den 
Stark-Effekt erster Ordnung, wie wir sie in Bd. I, Kap. 6, § 2, diskutiert 
und mit der Erfahrung verglichen haben, siehe speziell Gl. (30) daselbst. 
Aber nicht nur das Ergebnis ist das gleiche, sondern auch der Weg, auf dem 
wir zu ihm gekommen sind, läuft dem früheren Wege in Bd. I, S. 884, parallel. 
Z. B. mußten wir hier wie dort die Separations-Konstante ß durch Addition 
der beiderlei Werte von q = ~ A eliminieren. Auch die Berechnung 

von A aus der so erhaltenen Summe verläuft, von geringfügigen Unter- 
schieden in den Bezeichnungen abgesehen, auf beiden Wegen gleich. 

Um unser Verfahren in diesem Paragraphen gegen die allgemeinen Vor- 
schriften im vorigen zu orientieren, bemerken wir folgendes: Das Kepler- 
' 23* 
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Problem ist entartet ; seine Störung wäre also nach § 1 B zu behandeln ge- 
wesen. Statt dessen haben wir es vorgezogen, das gestörte Problem zu 
separieren und die einfacheren Methoden von § 1 A anzuwenden. Daß dies 
möglich war, beruhte auf einem allgemeinen Satz aus der Theorie der 
Sturm-Liouvilleschen Randwert-Probleme: die Eigenwerte bei gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen dieses Typus sind stets einfach. Dem- 
entsprechend sind wir bei unserer Storungsrechnung nicht von der Energie W 
des Gesamtproblems, sondern von den Eigenwerten q der separierten 
Differentialgleichungen ausgegangen und haben diese durch Störungsglieder 
korrigiert. Erst zum Schluß sind wir in Gl. (24) zur Gesamt-Pinergie W 
des Problems ubergegangdi. 

C. Stark-Effekt höherer Ordnung 

Wir vervollständigen den Ansatz (9), indem wir Eigenwert und Eigen- 
funktion in eine Potenzreihe nach dem Störungsparameter entwickeln: 

(25) q -- 1 

Mit (25) gehen wir in Gl. (7) ein. Indem wir dn; Faktoren der verschiedenen 
Potenzen von A' rechts und links einander gleich setzen, ergibt sich ein 
System von Gleichungen zur rekurrenten Berechnung der Z^. Die erste der- 
selben ist Gl. (11) in etwas abgeanderter Bezeichnung, die ,, nullte“ die 
Differentialgleichung des ungestörten Kepler-Problems. Die /c-te Gleichung 
des Systems lautet: 

^ (e/it) + ('70- f “4')/*' = 

Uns interessiert der Fall k = 2: 

~ (e I.) + (</„ - 4 - 7 j = (e' - 9>) - ?>/»■ 

Die Losung der zugehörigen homogenen Gleichung (linke Seite gleich Null 
gesetzt) ist Zu dieser Lösung muß die rechte Seite ,, orthogonal“ sein 
[Gl. (6) in § 1]. Das bedeutet in den jetzigen Bezeichnungen: 

I Kg' - 9i)/i - <h1o\ /o'^G =0- 

also 

(26) Jq, = le"fif„dQ--q,\fJi^e' 

J ist das Integral aus Gl. (12); um die recht.e Seite auswerten zu können, 
müssen wir zunächst kennen, h ist identisch mit der Funktion (p in Gl. (11) . 
Die rechte Seite dieser Gleichung [sie lautet in den jetzigen Bezeichnungen 
(Q^ ~ Ql) /o] bö-ben wir entsprechend der Vorsclirift (9) in § 1 nach den sämt- 
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liehen Eigenf unktionen der ungestörten Gleichung zu entwickeln. Wir 

schreiben also 

( 27 ) (e^~qi)U= I'A.U,. 

Auf der linken Seite dieser Gleichung bedeutet oder deutlicher /o„ die 
Eigenfunktion nullter Näherung, von der wir ausgegangen sind, also die- 
jenige mit der parabolischen Quantenzahl n. oder : auf der rechten Seite 
deutet /qj alle übrigen Eigenfunklionen nullter Näherung mit i n an. 
Die Darstellung für wird dann nach (]1) in § ] (an die Stelle der dortigen 
Eigenwert-Differenz - 11'^ trilt jetzt “ %i)- 

( 28 ) /, ■ > 7-1 • 

Daraus erkennt man zunächst, daß das zweite Integral auf der rechten 
Seite von (2b) verscliwindet. Denn hier lu'di'utet so\iel wie und 
ist zu allen /q, orthogonal für i [i — u ist von der Summation (28) 
ausgeschlosst'ii]. Ihntragen von (28) in (2b) lu'h'rt also; 

(29) Jq, = V,; 

'/o7t q<u J 


Aus (27) folgt aber in Fourierscher Weise 
(30) j 0‘fonfoif^O ~ (Jl j fonfin<h* ~ 

Wieder verschwindet das zweite Glii^d links wegen der Orthogonalität; 
den Faktor von rechts Wi'rden wir J, nennen, im Gc^gensatz zu dem bis- 
iK'rigen J — wofür wir weiterhin der Deutlichkeit wegen 

schreiben werden. GL (30) besagt also, W(uin wir das erste Integral mit Y, 
bezeichnen : 

( 81 ) r, G V, - AJ,- 


Tragen wir dies in (2b) ein, so folgt: 


(32) 





Man sieht nun leicht, daß — 0 ist, wenn 


i < 71 2 oder r > 7i 2, 


daß also nur die folgenden \'ier Koeffizienten A weiterhin in Betracht 
kommen : 

■^n- 2’ 1’ •^n+2’ 

Sclireibt man nämlich das Integral (31) in die Form (13) um und setzt 
V — m -L n, so wird die ganze Funktion G ^ ^ ^ vom Grade ^) 


D % bedeutet hier eine der beiden zu /ot gehörenden Zahlen n^, n»|, ebenso 
wie n die beiden zu /o« gehörenden Zahlen Wi, zusamrnenfaßte. 
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w + -i + 2, und dieser Grad wird < v, sofern i < n — 2. Bei den partiellen 
Integrationen, wie wir sie früher ausgeführt haben, verschwinden daher 
schließlich alle Glieder von G. Dasselbe gilt für > n -f 2, wenn man die 
Bolle von i und n vertauscht. Nach dieser Methode berechnet inan auch die 
Werte von Y, für -i = nT 2 und i = nT 1, und daraufhin nach (81) 
j _ YJJ^. V\iY geben sogleich die aufeinanderfolgenden Glieder der 
Summe (32) an: 


^on 


- l) {v — m) (r — 1 — w) 


n — 2, 


~ 4v [v — m) (2 V — m)^ i — n 1 , 

- 4 (r -f 1) (v + 1 - m) (2 r + 2 - mf ^ = n + 1, 

= - 4 (r + 2) (r -f 1 ) (i> + 2 - w) (v + 1 “ w) i = n + 2. 

Daraus erhält man durch Summieren die Störung ^2 zunächst für die einzelne 

parabolische Koordinate. Die Summe der für beide Koordinaten wird 
(in dem einen Sumraengliede ist v gleich n, + vi, im anderen gleich + m 
zu setzen, die Hauptquantenzahl n = + n,, + w + 1 läßt sich heraus- 

ziehen) : 

(33) 2 ^2 =" — 2 ?i {4 -f 17 {nt -f -f 1) m 

»J + 84 (n| -f n^j — n^n,,) + 17 (n^ -f n,,) + 18) . 

Wir gehen jetzt auf die erste Gl. (25) zurück und summieren abermals über 
beide Koordinaten f, rj, wobei wir mit dem quadratischen Gliede in A' ab- 
brechen. Dabei entsteht die um dieses quadratische Glied erweiterte 
Gl. (23 a), nämlich, wenn wir A' aus (6) einsetzen: 

c^F' 

(34) .,1—. ~ ^ -f S '^2- 


1 Z _ 6//cF(ni-7i,,)n 

2 y::! (2 V^)-^ (2 V - Af 

Diese Gleichung ist nach \ — A oder, was dasselbe ist, nach W aufzulösen. 
Dabei benutze man in dem zweiten Gliede rechter Hand für W den Wert 
erster Näherung aus (28b), in dem dritten Gliede denjenigen nuUter 
Näherung aus (12). In dem so entstehenden Ausdruck für W stimmen 
die Glieder nullter und erster Ordnung in F natürlich mit (24) überein. 
Wir brauchen nur das Glied mit hinzuschreiben, welches den Stark- 
Effekt zweiter Ordnung darstellt. Hierfür erhält man nach Einträgen 
von (88) 

Dieser Wert ist gleichzeitig’) von Wentzel und Waller gefunden ^rden. 


0 G, Wentzel, Zeitschr. f. Phys. 38 , 618 (1927); J. Waller, ebenda S. 636. 
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In Bd. I, Zusatz 9, wurde der Stark-Effekt zweiter Ordnung im An- 
schluß an Epstein nach der alten Quantentheorie durchgerechnet. Die 
dort in den Gin. (9) und (10) von S. 696 erhaltene Formel unterscheidet 
sich von unserem jetzigen Eesultat (36) äußerlich nur durch das Fehlen 
des konstanten Gliedes 19 in der eckigen Klammer; dazu kommt der mehr 
prinzipielle Unterschied, daß die unserem m entsprechende Quantenzahl in 
der älteren Theorie die Ad erte 1,2,... unter Ausschluß der Null, in der 
Wellenmechanik die Werte 0, 1, 2, . . . armimmt. Zur Pnifung der beiderlei 
Formeln kommen natürlich nur Beobachtungen bei extrem hohen Feldern 
in Betracht (vgl. Bd. I, S. 846; die dort wiedergegebene Figur läßt bereits 
qualitaiiv die Unsyinmetrie der Aufspaltungsbilder, also den Einfluß der 
Glieder mit . . . erkennen). In quantitativer Hinsicht zeigten zum 

ersten Male Beobaclitungon von Takamine und Kokubu eine kleine 
Abweichung’) von der l^ipstein sehen Formel. Die sehr genauen 
Versuche^ von H. Bausch von Traubonberg und R. Gebauer 
haben dann die we]lenm(*chani8ch(‘ Formel (86) in allen Einzelheiten 
liestätigt. 

Natürlich ist die neue Theorie der alten vor allem dann überlegen, 
daß sie wieder außer den W ellenlängen der Stark-Effekt-Komponenten 
auch ihre Intensitäten zu berechnen gestaltet. Schrödinger hat 
dies in ausreichender Näherung getan (Eigenfunktionen nullter Näherung, 
\\ ellenlängen erster Näherung), mit diuri Erfolge, daß seine Intensitäts- 
Werte bei den meisten Komponenten den Beobachtungswerten viel 
näher kommen als di(‘ korrespondenzmäßig geschätzten®). Eine Ver- 
schärfung der Intensitäts-Rechnung (Eigenfunktionen in erster Näherung, 
W^ellenlängen in zweiter) gibt bei IioIkui Feldern eine Unsymmetrie des 
Intensitätsbildes auf der positiven und negativen Seite von einigen 
ProzenterH). 

U Vgl. A. SoiiiiJierfeld, Arm. d. Phys. 65, 36 (1921). 

2) Zu den Bd. I, S. 347 gegebenen Zitaten ist nachzutragen • Zeitschr. f. 
Phys. 66 , 264 (1929), wo der Starkeffekt zweiter Ordnung endgültig geprüft 
wird. Vgl. auch M. Kiuti, ebenda 57, 668 (1929). Der Starkeffekt dritter 
Ordnung wird untersucht von R. Gebauer und Rausch von Traubenberg, 
ebenda 62, 289 (1930) und mit Rechnungen von Y. Ishida und S. Hiyama, 
Inst. phys. ehern. Res. Tokyo, S. 162 (1928), verglichen. Letztere sind weiter- 
geführt von K. Basu, > eitschr. f. 1 hys. 98, 676 (1936). 

») Man kann nach H. M ark und R. Wierl [Zeitschr. f. Phys. 53, 626 (1929); 
55, 166(1929); 57, 494 (1929)] die Bedingungen so wählen, daß die Schrödinger- 
"'chen Intensitäten in richtiger Abstufung herauskommen. 

<) T. Gustafson, Zeitschr. f. Phys. 106, 709 (1937); vgl. hierzu experimen- 
lelle Resultate von N. Ryde, Naturwiss. 25, 494 (1937). 
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§8 

Dispersions-Theorie 

Die großen Erfolge der klassischen Dispersionstheorie gründeten sich 
auf das Dikl, daß die Elektronen iin Molekül (iuasi-(ilastisch gebunden sind 
und unter dem Einfluß des auffallenden Lichtes in Mitschwingen geraten. 
Die x\npassung dieses Bildes an die altere Q)uantentheori(‘ (Ladenburg, 
Kramers und Heisenberg, s. unten) gelang nur unter besonderen An- 
nahmen und korrespondenzmaßigen Vorsichtsmaßregeln. Dagegen gliedert 
die Welleiimechanik die Dispersions-Eragen als Storungseffc'kt des auf- 
fallenden Lichtes in zwangloser und zwangsläufiger Weise in ihr System ein. 

ln seiner ,, vierten Mitteilung“ behandelt Schr()dinger die Disjiersions- 
Theorie als pulsierenden Stark-Effekt, indem er »‘in zeitlich veränderliches 
elektrisches Dotontial V (t) in die Wellengleichung emfugte. Wir wi'rden 
lieber mit Klein^) die auffallende Lichtwelle durch ein Vt'ktor-Potential 
beschreiben. Ikade Wegi' fuhren für optischi' Zwt'cke zu dem gleichen Ziele. 


A. Störung des Moleküls durch eine auffallende LichtwellQ 

Eine Licht welle falle aus der negativen j -Dichtung ein, die elektrische 
Kraft sei nach der ?/-Kichtuug polarisiert. Dem entsjiricht (Pig. 22 ) der 
folgende Ansatz für die (‘lektrodynamischen Potentiale und (jr. 


( 1 ) ~ — a cos 277 1 '^/ -j, q) = 0. 

Nach den bekannten Begeln 

~ rot % ^ — grad 9 ^) — — ^ 


folgt hieraus: 


(1 a) 


Sx ^ Sy = Ö, ^ ^ ^ * fl sin 2 7Tv(^f - j , 

0, e, ^ ^ a sit. %nv{t-^y 


also in der Tat ein Wellenfeld von der gewünschten Art. 

Mit dem Werte ( 1 ) von 51 gehen wir in die die Zeit enthaltende Wellen- 
gleichung (I. 6 . 12b) ein: 


( 2 ) 


Zl u -(- 


2 i m d V 2 wt 

h dt 


Vu 


2^c 

// c 


a cos 2jiv 



d u 
dy 


0. Klein, Zeitschr. f. Phys. 41, 407 (1927). 
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Unser Molekül wird hier zunächst wie ein Ein-Elektronen-Problem be- 
handelt. m und e bedeuten dementsprechend Ladung und Masse des Elek- 
trons; die Molekulmasse kommt b{‘i l'estgehaltenen Kernen nicht vor. 
U b(>deutet das Potentialfeld innerhalb des IVIoleknls und braucht keineswegs 
kugelsymiiH'triHch angenommen zu werden. U soll 
nicht nur die Anziehung der Kerne, sondern auch du- / 

mittlere (Tegenwirkiing der ubrigen Eh-ktronen auf 
unser Auf-Elektron ent half (ui. Indem wir den Kosinus 
bequemerwdse in seine (-xpomaitielk-n Bestandtede 
zerlegen, schreiben wir statt (2): 


(8) A u + 


‘2 r m d n 
h dl 
d n I ü 


- h 


^ !l 


f'Z 

■Uf) 


+ <■ 


■('■■ 7 ) 1 , 


I 



h ist der Storungsjiaraineter (in § J mit /. b(*zt*ichnet) : 

( 4 ) • 

h V 


Fig. 22 


er kann wegen dcT darin vorkonnmaidtai .\in])litude a des Vektorpotontials 21 
als beliebig kleine (iroße b(diandelt. werden. 

Der ungestörle bzwx der durch die Lichtwelle gestörte Zustand unseres 
Auf-El(‘ktroiis sei 


- 

(5) bzw'. u - ••• 

Uf^ genügt der Gl. (8) mit h - 0; durch Einsetzen von u in (8) i-rgibt sich, 
unter Vernachlässigung (niu-s Gliedes mit für ir du- Differentialgleichung: 


( 6 ) 


A w -f 


2 i m d /c 

h dt 


2 )n 


V IV 


^v'o,- G :)i 

dl, 1 



Wegen der Zeit- Abhängigkeit der rechten Seite wird man für v den Ansatz 
machen: 


Dann liefert (6) für die Bestimmungs- Gleichung: 

(8) A W4 -f (W^ ±hv ~ V) u\ = ^ c' 

/r d y 


X 

/ . 


l ist die zur Frequenz v gehörende Wellenlänge. 
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Unser jetziges Verfahren unterscheidet sich von dem des § 1 darin, 
daß vir die Störuiigsrechnung mit der Zeit-aldiängigen Gl. (8) durch- 
führen mußten. Die gestörte Funktion u besitzt deshalb keine einheit- 
liche exponentielle Zeitabhängigkeit. Trotz dieses Unterschiedes enthält 
§ 1 alle erforderlichen Vorschriften für die weitere Behandlung der 
Gl. (8): Man entwickle die rechte Seite von (8) nach dem vollständigen 
System der Eigenfimkt innen des ungestörten Problems: 

(9) 


hier ist eutsprechend (1. 1*2): 
(9 a) -iji = 



I dr. 

dy 


Daß wir dem Eiitwicklungskoeffizienten außer dem Summationsindex j 
einen zweiten Index /r angefugt haben, der sich auf den Ausgangszustand y)j^ 
bezieht, wird sich später als praktisch erweisen. Die Phgenfunktionen 
genügen der wohlbekannten Gleichung: 


(9 b) 




Setzt man die gesuchte Lösung in der Form an: 


?C4 = 2 fj' 


so folgt aus (8) und (9 b): 

und daher 


P A,, 

2 ni W,, — Wj 4: h v 


(10) =■ 2 m fy-Tfj ± h V 

Der gestörte Zustand wird nun nach den Gin. (4), (5), (7) und (10) dar- 

gestollt durch 


( 11 ) 




u ^ y)ke 


S'„, 


+ 2 ’„, 


-Wj + hv 


f /l 1) t 


or,^-hr)t\ 


Wj - h V 


Gl. (11) zeigt, daß unter dem Einfluß der Idchtwelle außer dem ur- 
sprünglichen Zustande k auch alle anderen Zustände j angeregt werden, 
für die nicht gerade ^ isL Gribt es außer dem diskreten auch ein 

kontinuierliches Spektrum von Eigenwerten, so treten in (11) natürlich zu 
den Summen noch entsprechende Integrale hinzu, vgl. den Schluß von § 1 A. 
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Die Bezeichnung 4 trägt dem Umstande Rechnung, daß nach (9) die 
Werte von in den beiden Summen strenggenommen verschieden sind; 
vernachlässigen wir aber die Ausdehnung des Atoms im Verhältnis zur 
Wellenlänge A, so können wir beide Aj,^ als gleich ansehen, was wir jetzt 
tun wollen. 

Wir' zeigen, daß unter dieser Annahme A^j^ eng mit dem Koordinateii- 
Matrixelenient (vgl. IIL 2. 1 a) zusammenhängt. Zunächst lautet 
Gl. (9a) jetzt: 






d Wk 
dy 


dr ~ \ y)k 


dy 


är. 


( 12 ) 






d T. 


letzteres wird durch partielle Integration erhalten. Daraus folgt durch Addition 

dy d 1/ 

Der Integrand auf der rechten Seite ist im wesentlichen die //‘Koinponenti* 
des Stromes, der zum Übergang gehört. Gl. (T. 7.15), wenn man dort den 

Zeitfaktor unterdrückt und, da es sich bei um den ungestörten Zu- 

stand des Moleküls, handelt, 21 = 0 setzt. Berücksichtigt man noch die 
Umformung (I. 8. 16) und die Bedeutung der t)bergangsfrequenz 


(18) 






so ergibt sich die gesuchte Beziehung zwischen A^j, und ifj^: 


(14) 


^jk — 


2 jrm v.k 

1, 


Wir bemerken noch, daß für den t^bergang zum konjugiert komplexen in 
und Ajjc 

(14a) ykj. (14b) A*^ = - Aj,j. 

ist „hermitisch“, A^j, .,antihermitisch“. (14b) folgt aus (12), 
(14a) aus der Definitionsgleichung (IIL 2.1a). 

Mit Hilfe von (13) und (14) können wir nunmehr statt (11) schreiben; 


(15) 


{vk + l ■ 2}>’’;k?/jk()^ 


- 2 nt 
k- r 


^,'■1 ni ^ t 

hk 




B. Frequenz und Stärke des Mitschwingens. 

Die Dispersions-Formel 

Wir berechnen jetzt die elektrische Dichte unserer Zustands- 
verteilung u, also die Größe n*u. Wir erhalten zunächst aus (15) in ab- 
gekürzter Form geschrieben [h ist nach (4) rein imaginär]: 

ß = w*M = (yj - 2*) (v’k + 2)- 
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(16a) 


2' 


Beim Ausmultipliziereii können wir das Glied mit als Größe zweiter 
Ordnung, ersichtlich vernachlässigen; es ergibt sich 

(16) e = v*. vt + ~ 1'’+*'"’' 2" + '■ 5-| 

mit den Abkurzungen: 

Aus (16) entnehmen wir: Die Dichte sehwi ngt in der aufgezwungenen 
Frequenz r der Liclit welle mit. Damit haben wir bfueits einen Grundzug 
aller Dispersions-Krscheinungen auf widhuimechaiiischem Wege begründet 
(vgl. indessen die Ausführungen unter 1) über Smeka Ische Sprunge). 

Unser Molekül gehöre einem Gas an, di'ssen Brechungsindex wir jetzt 
berechnen wollen. Dazu haben wir das elektrische Moment des Moleküls, 
d. h. unserer Dichteverteilung (16) zu bilden. Die Ladung des Molokul- 
rumpfes denken wir uns dabei im Nullpunkt konzentriert. Wir haben also 
zu bilden: 

(17) M,j = e^qQ(J T. 

wobei q eine beliebige der drei Koordinaten ist. 

Mit der Abkürzung (IIT. 2. la) erhalten wir für M ans (16) und (17) 
vgl. auch (14 a): 

eb . 


(18) 








+ 


\y}k<hj 

ykj g,k 

iVjk + 

Vjk r 

Vjkgkj _ 

llkj ^jk 

Vjk - V 



Wir gehen zur „elektrischen Polarisation“ über, indem wir über alle 
Moleküle in der Volumeneinheit summieren. Da die Moleküle des Gases 
regellos orientiert sind, hat das resultierende Moment ^ der Volumeneinheit 
die Bichtung ;// des elektrischen Lichtvektors, die nach unserer früheren 

Vernachlässigung des Faktors e " ^ als einzige Richtung ausgezeichnet ist. 

Wir haben also, wenn N die Anzahl der Moleküle in der Volumen- 
emheit ist: 

(19) ^ =- 

Mit q ~ y vereinfacht sich GL (18) erheblich. Es wird nämlich wegen 
(14a) yjkVk) ~ IVjkf’ Außerdem ist es bequem, alles auf einen Nenner zu 
bringen und die beiden Exponentialfunktionen zum Sinus zusammenzu- 
fassen. Man erhält: 


(19a) ^ 

y ^ '^)k 


k\y',k[ 


sm 2nvt 
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Dieser Ausdruck ist noch insofern inkonsequent gebildet, als die Feld- 
richtung y als raurnfest gedacht war, während die Eigenfunktionen yfj^. 
sich auf ein molekülfestos Achsenkreuz beziehen, das je nach der Orientierung 
des Moleküls eine verschiedencvrauinliche Lage hat. Verwenden wir all- 
gemein ein molekülfestos Koordinatensystem, so kommen alle möglichen 
Eichtungen q (relativ zum molekulfesten System) für das Lichtfeld vor. 
Wir haben also die Koordinate y in (19 a) durch q zu ersetzen und über alle 
Möglichkeiten für q zu mittein. Die Mittelung liefert: 

y 0, f ^ l(x‘ + f + ^) - '"J , 




2 i N e h v 
3 


s>n2;tr<. 

v:,. — 


Ersetzen wir noch sin'ijtvf nach (la) durch und ii nach (4) 

durch icnllir, so fulst 


( 20 ) 




V,. 

nnh ^ 


Es ist aber (‘lektrodynamisch’) (^ -[- ~ X) = f ^ und daher ^/(S — /■ — 1, 

oder o])tisch ges}>rochen, gh'ich — 1, unter e bz\\. n die Dielektrizitäts- 
konstante bzw. den Br(‘chungs-Index verstanden. Wir haben also im 
Anschluß an (20): 


( 21 ) 


3 .t// ^ Vjk - - v’^ 


Hierfür können wir noch (‘twas übersichtlicher schreiben, wenn wir 
die Kreisfrequenz oj ~ 27rr benutzen und die entsprechende Kreisfrequenz 
(Djk ^ einfuhren: 


( 22 ) 


11^ — 1 


N(‘^ 

m 


5 


Ijk 


j - 1 12 

^ 2 ’ Ijk ^3 k\^jk\- 


Dies ist genau du* klassische Dispersionsformel, sowohl bezüglich des Faktors 
vor dem Summenzeichen, als bezüglich der allgemeinen Form des „Eesonanz- 
\enners“. Mit folgendem grundlegenden Unterschied: In der klassischen 
Theorie stehen an Stelle der Übergangsfrequenzen die Eigen- 
frequenzen (i)j. Es ist äußerst charakteristisch für die Leistungsfähigkeit 
der WVllenmechanik, daß sich durch den Störungs-Formalismus bei der 
Integration der Gl. (8) die den ojju proportionalen Differenzen Wj,— 


^ ) Bei Benutzung . .rationeller" Einheiten. In den löblichen , .konventionellen“ 
l’ünheiten wäre 'iß durch 4 tt ^ zu ersetzen und daher auch im Zähler von (20) ein 
Faktor 4 tt hinzuzufügen. 
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an Stelle des in (8) ursprünglich vorkomnienden, dem cü/c proportionalen Wj^ 
automatisch oinstellen. Daß experimentell nur die t)bergangsfrequenzenct)y]t 
für die Dispersionsformel maßgebend sein können, bedarf keines Hinweises 
angesichts des Charakters sämtlicher Messungen über anomale Dispersion. 

C. Diskussion der Dispersionsformel. Oszillatorstärken f und 
Summensätze 

GL (22) enthält eine Vorfeinerimg der klassischen Dispersionsformel, 
die von Kramers^) herrührt. Von Hause aus interessierte man 
sich, den Bedingungen des Experiments entsprechend, nur für den 
Grundzustand des schwingenden Gebildes (Moleküls oder Atoms); 
in die Dispersionsformel gehen dann nur die von diesem Grundzustand aus 
möglichen Absorptions- Frequenzen ein (bei den Alkali- Atomen die 
der Hauptserie). Demgegenüber betrachtete Kramers das schwingende 
Gebilde in einem beliebigen angeregten Zustande vom Eigenwert 
und begründete korrespondenzmäßig die Vorstellung, daß dann auch alle 
Ernissionsfrequenzen in der Dispersionsformel berücksichtigt werden 
müssen, die vom Zustande aus möglich sind, also auch alle Differenzen 
Wj^,— W^, für die BL < ist. Die welleninechanische Behandlung be- 
stätigt diesen Gesichtspunkt: Wie wir bei Gl. (11) betont haben, zwingt die 
Störungs-Eechnung zur Berücksichtigung aller Zustände, derjenigen mit 
ir^ < LFfc ebenso wie derjenigen mit Wj > 

Wir betrachten jetzt den Zähler der Dispersionsformel näher. Er be- 
deutet in der klassischen Elektronen theorie die Anzahl der Dispersions- 
Elektronen, die (pro Molekül oder Atom) an der betreffenden Eigen- 
schwingung beteiligt sind, oder, allgemeiner gesprochen, da diese Anzahl 
quantentheoretisch keine ganze Zahl zu sein braucht, die betreffende 
,,08zillatoren- Stärke“. Wir haben sie in (22), wie üblich, mit / be- 
zeichnet. Der Faktor in / bringt es mit sich, daß nqr solche Eigen- 
werte BL und zugehörige Frequenzen ^ in der Dispersionsformel auftreten, 
die mit dem ursprünglichen Eigenwerte B\ kombinieren können. Beispiel: 
Bei den Alkalien im Grundzustande S machen sich nur die Hauptserien- 
Linien {SP) in der Dispersionsformel geltend, nicht die verbotenen Über- 
gänge (Sr>), {SF)y welche der Auswahlregel für die azimutale Quantenzahl 
widersprechen. Wir haben ja in (II, 5. 2) diese Auswahlregel gerade dadurch 
abgeleitet, daß wir zeigten: für diese Übergänge wird wegen der Ortho- 
gonalität der Kugelfunktionen = ^}k = 0. Außer |ryfc|® kommt 


1) H. A, Kramers, Nature, Mai und August 1924; Kramers und Heisen- 
berg, Zeitschr. f. Phys. 31, 684 (1925). 
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in f der Eaktor vor, welcher nach (13) positiv und negativ sein kann. 
Wir sehen daraus: die Oszillatoren- Stärke / ist für die Kramersschen 
Zusatzglieder, welche den Emissions-Frequenzen < TFj. entsprechen, 
negativ, während sie für die gewöhnlichen Glieder, die den Absorptions- 
Frequenzen entsprechen, positiv ist. Für letztere schreiben wir 

f — für erstere, um der Bezeichnung „Oszillatoren-Stärke“ besser ge- 
recht zu werden, f ^ — fr- Unsere Dispersionsformel (22) geht dann über in 

( 23 ) = J' ,!■ 

w I J m.i — (o fOi/, — io ) 

■; -* /f ■ j A 

Die Bezeichnung 'j k steht dabei ersichtlich für 

Entsprechend der Formel (23) heißen die Kramersschen Glieder auch 
,, negative Dispersionsglieder“, trotzdem m Wirklichkeit ihr Vorzeichen 
auch von (hunjemgiai des Niaiiu^rs abhangt und sich gc'gebenenfalls umkehrt, 
wenn die einfallende Frequenz e> eine Stelle anomaler Disjiersion, d. h. ein 
(»j fc überschreitet. 

Die Oszillatorenstärken / genügen dem Summensatz 

i24) 2/;/- e 

} 

der gleichzeitig von Thomas^) und Reiche einerseits, von Kuhn^) anderer- 
seits entdeckt und damals korrespondenzmäßig bewiesen wurde. Wellen- 
raechaniach beruht er, ebenso wie andere Satze dieser Art, auf der Voll- 
ständigkeit des Systems der Eigenfunktionen y)jy nach denen wir 
die Störung entwickelt haben. 

Wir bew^eisen noch mehr als (24), indem wir zeigen, daß für eine be- 
liebige Koordinate q gilt: 

(24a) = ^- 

Hierfür schreiben wir unter Verwendung der für eine beliebige Koordinate q 
verallgemeinerten Gl. (14): 

(24 b) - ==. 1. 


Auch die Definitionsgleichungen (9), (9 a) sind entsprechend zu ver- 


allgemeinern : 
(25) 


dyfk 

dq 

^jk 


= 2 

j 



*) W. Thomas, Naturwiss. 13, 627 (1926); F. Reiche und W. Thomas, 
Zeitsohr. t Phys. 34, 510 (1926). 

>) W. Kuhn, Zeitsohr. I. Phys. 33, 408 (1926). 
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Wir ergänzen dies durch die Entwicklung der konjugierten Funktion 

Andererseits sind die Qj}. die in Fourierscher Weise berechneten Ent- 
wicklungs-Koeffizienten der Funktion 

(27) = S'/jA- V j- 

7 

Daraus entsteht durch tibergang zum Konjugierten bei Berücksichtigung 
von (14a) und abgeänderter Bi'Zi'iclinung des Summationsindex 

(28) <; K ^ 2'*. V’*- 

t 

Wir multiplizieren (25) mit (28) und integrieren. Es entsteht 

j 9 ftß T ^ j 2 -7 , A- Vj S 9» . vr T = 2 'Ij A 9k J ■ 

letzt('r('S wegiui Orthogonalität und Normierung der yj. Ebenso ergibt sich 
durch Multiplikation von (26) und (27) mit Bucksicht auf (14a) 

(30) I qf^dt = 2 -4*t9jk = 2-7* 9*j- 

Aus Gl. (14) und (14a) schließt man leicht, daß reell ist. Dasselbe 

gilt für eine beliebige Richtung q. Man hat also 

Ajiqkj ~ A^f^qly 

Addiert man also (29) und (30), so entsteht rechter Hand 

(81) 2 2-7,k9Aj 

und linker Hand 

(32) ( q (ti>t V’k) dr | j ^ t = - 1 . 

Der Vergleich von (32) mit (31) liefert jetzt Gl. (24b), w. z. b. w. 

Der Summensatz, den wir eben bewiesen haben, bezieht sich auf ein 
Ein-Elektronen-System. Beim ri-Elektronen-System tritt in (24) n an die 
Stelle von 1, entsprechend dem Umstande, daß sich das elektrische Moment 
des schwingenden Gebildes additiv aus den Momenten der einzelnen Elek- 
tronen zusammensetzt. 

Wir vergleichen unser Resultat mit der klassischen Dispersionstheorie. 
Dort wird bei einem mitschwingenden Elektron die zu (22) analoge Dis- 
persionsformel eingliedrig (Wegfall des Summenzeichens, eine Eigen- 
schwingung im Nenner); im Zähler steht dann die Elektronen zahl 



V. 3. 3G 


L) ispei sions- Theorie 


369 


7} ~ 1. Diese Elektrononzahl verteilt sich wellenmechanisch auf die un- 
endlich vielen Glieder von (22), wobei neben dem diskreten natürlich auch 
das kontinuierliche Spektrum der Ei"enschwingunf;en zu berücksichtigen ist. 
Bei 71 mitschwingendfui Elektronen besteht die klassische Dispersionsformel 
aus n (in ihren Eigenfrequenziai verschiedenen oder auch teilweise zusammen- 
fallenden) Gliedern: dem (‘iitspricht wellenmechanisch di(? unendliche 
Summe (22) mit 

!.S3) = 

Während wir bisher das Botentialfeld 1' beliebig aiinahinen, müssen wir 
für die folgende Verfeinerung des Summensaf z('S^) ein zentral- 
symmetrisches Pottmtialfeld voraussetzen, wobei wir also nicht mehr an 
Moleküle, sondern an Atome als dispergi(‘ren(h*s Mittel (haiken. Wir haben 
dann für den Anfangszustand 

(34) y)ii - (cO'' iV) c ' h — (n, /. ui) 

lind für die Storungszustande 

(35) = Km.' K'V (<*os i)) r ) - (^'. ni), 

KJ^^^ und AVm' Aormierungsfaktonai d(*s betreff endi'ii Winkel- 

b('standteils, du' radiab'ii B(‘staiidteil(^ 7? in (34) und (35) denken wir für 
sich auf 1 normiert. Nach Ka]). I, §0, Gin. (22), (23). (30) ist 

1 _ 4:;r (I m)\ 

K-L~ it+UI- >ny.' 

Da es im Atomfeld keine ausg(‘zeichnete liichtung gibt, können wir mit 
einem raumfesten Koordinatensystem rt'chnen. 

Wir legen die Polarachse {) — 0 in die Polarisations-Bichtung (-- Achse 
d(‘S induzierten idektrischi'H ]\loment(‘S) und nennen diese Bichtiing jetzt r 
(früher //). Dann heißt die w-Auswahlri'gel für das Matrixelement 
ni' — m. Es gilt aber auch die /-Auswahlregel 1, der zufolge 

alle und daher auch alle Summenglieder von (24a) verschwinden, welche 
du‘ser letzteren Regel widersprechen. Die SuiiiiiK' zerfällt also in zwei 
Ti'ilsummen mit 

(36) und 

ln der erstereii wird über summiert bei festgehaltenem m' = rn und 
I' ^ f-f 1, in der zweiten ebenfalls über n' bei festgehaltenem vi' = m 
und l' — Z — 1 ; die Quantenzahlen n, /, m des k-Zustandes bleiben selbst- 
verständlich in beiden Summen fest. 

D E. Wigner, Phys. Zeitschr. 32, 450 (1931); J. S. Kirkwood, ebenda 
33, 621 (1932); H.A. Kramers, C. C. Jonker und T. Koopman, Zeitschr. 
f. Phyg. 80 , 178 (1933). 

Sommerfeld, Atombau. II. 


24 
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Diese Teilsummen lassen sich einzeln auswerten. Es bilden nämlich 
nicht nur die y)^ ein dreidimensionales vollständiges Orthogonalsystem, 
sondern auch die radialen Bestandteile der bei variablem n' und 
festem // ein eindimensionales. Diese Aussage ist gleichbedeutend 
damit, daß sich jede willkürliche Funktion q (r) nach den in Fourier- 
scher Weise entwickeln läßt: 

(87) 0 ir) = 2 ('„■ 7>',rr. - f (r) R„'i' r^är; 

v' 

der Ausdruck für r„, folgt aus der Orthogonalitäts-Bedingung (II. 2. 10) 
für die B: die m (IT. 2. 11) viTlangte Normierung ist bei unseren B nach 
Voraussetzung bereits durchgefuhrt. 

Zur Vorbereitung wollen war statt des ,, /-Summensatzes“ eimai ein- 
facheren ,,g-Sumniensatz“ behandeln. Wahrt'iid es sich bei dem /-Summen- 
satz um die Summe der Produkte , .Frequenz mal Quadrat eines Matrix- 
Elementes“, vgl. (24a), handelt, bilden wir beim r/- Summensatz die bloße 
Quadratsumme eines Matrix-Elementes, also (nach unserer Identifizierung 
der q-Richtung mit dvr m den Eigenfunktionen ausgezeichneten :-Richtung) : 

( 88 ) 

Um diese Summe auszurechnen, multiplizit^ren wir (27) mit (28), setzen 
q~: und integrieren nach dr: 

f«" fkVkär f 2 -jkV’j 2^*. V* = 2 -Jk ^ki = 2 

J I J J 

Das erste Glied dieser Gleichung ist der wellenmechamsche Mittelwert von 
im Anfangszustande k oder, anders ausgedruckt, das Matrixelement von 
für die Indizes k, k, das wir mit bezeichnen können. Hiernach schreibt 
sich der q- Summensat z, zunächst in nicht aufgespaltener Form, 


(39) J ^ (.2),,. 

Hier ist die rechte Seite nach (34) 

(40) [z\^ = j(c(>s & 

Das Winkel-Integral dieses Ausdrucks liefert nach Gl. (15a) in Zusatz 6 

(40al 2 (/ + w)!| (/ + l)''“ - wi'' F - ) 

^ > 2(+l (/-«')! >(2"' + 1)(2' + 8) (2i - 1)(2/ -|- 1)1' 

Der Faktor vor der { } vereinigt sich mit dem Faktor 27iNf^^ auf der rechten 
Seite von (40) zu 1. Andererseits ist das Integral nach r in (40) gleich {r^)jch’ 
d. h. gleich dem wellenmechanischen Mittelwert von im Anfangszustande. 
Nach (39) und (40) wird also: 


J = 




1 ( 2 ; + 1 ) ( 2 / + 8 ) 


+ 


;» - I 

( 2 ; - 1 ) ( 2 ; + 1)1 


(41) 
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Wir behaupten, daß wir hier bereits den g-Suirimensatz in auf- 
gespaltener Form vor uns haben, sofern wir nur statt (41) schreiben; 

(42) J = J/ 1 -f , 


(42 a) 


J,- 


(^'}kk 


(/ + f)2 - 
(2i + l)(2/ + 3) 


und entsprechend bei Vertauschung^ von I mit l 1 

(42b) J){2; + 1)' 

T)ie* erste dieser Teilsiimmen entsj)richt den tllx^r^angeii h {v,lfVi) 
-V j ~ (n', / + li w), die zweiti* den t'ber^angen h {n, /, m) -y j 
— (n',l -- 1 , vi); all(' andenai tdaTf^äni^e ^ebortui, wk* wir wissen, zu 
verschwindenden und bhnben daluT außer Betracht. 

Zum Bew'eise von (42 m) {^eben wir aus von (Ut Darstellung (35) für 
mit ) {n' , l 1,;/?) und erhalten daraus 


(i3) 


V') 


+ 1, - w / ( 1 ^/ +■ 1 


(t'berf.^an^ zum Konjugierten bi'wirkt im N(>rmi(‘run^^sfaktor Vberp^an^ 
von VI zu - ??/). Daraus fol^t 
{43 a) :jt ^ 

•2.~rN/, N, + 1 , , ,„ ■ J r K„, , , , , r‘ d r [ cos () P" P"; , sin &dß. 

Das Winkel-Inte^ral entnehmen wir aus (rl. (15b) in Zusatz 6 und erhalten: 

U8b) 2 /+V 

Hiermit bilden wir die nach v' fortschreitende Summe (/ festgehalten, 
r zum Dnterschiede von der Inti^grationsvariabhui r geschrieben): 

(44) 2 'ik 1^,,'. I + 1 (»■) " 2 f >■ I I\xr‘dr- I ^ , (c). 


T)('r von n' unabhängige Faktor L bat ersichtlich die Bedeutung; 

V/ 4 - 1 , - VI / D VL -f 1 


(41a) 


L ^ 


2 / + 3 

Die Summe rechts in (44) läßt sich nach (37) aiisfiihren und liefert i (r). 
Van erhält also aus (44), wenn man wieder r statt r schreibt; 


( ' 5 ) 2 'Jk I + 1 (»■) = »■ I (’■)• 

n' 

Wir multiplizieren mit dem Konjugierten und integrieren beiderseits nach 
r^dr. Dabei entsteht wegen Orthogonalität und Normierung der 
linker Hand: 

(45 a) 2 i k I* ~ M 1 • 

24 * 
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Rechter Hand haben wir: 

(451)) = 

wie in (41). Es ist aber nach (44 a) und (35 a) 

^5 , , s _ 2 /_+ S (/ - wi, + 1) ! (1 + m) ! (! + m + 1)* _ (/ -f 1)“ - »(’ 

^ -il + l (/+ m +1)! (/-H/)! (2/ + 3)“" (2/ + l)(2/ + 8)' 

Aus (45a, b,c) fol^rt nun unniittelbar die zu beweisende El. (42a). 

Die El. (42 b) bedarf keines besonderen Beweises, da si(', wie oben 
bemerkt, aus (42a) durch Vt'rtauschung von / mit / — 1 hervorgeht. 

In den Ein. (42a, b) haben wir angenommen, daß du' durch v/ unter- 
schiedenen t’bergange gesondert beobachtet werden können. Das ist nur 
der Fall bei Anw^eisenheit eines Magnetfeldes. Andernfalls wird man über 
alle VI von I bis + / mittidn, wodurch sich jene Eornuln vereinfachen. 
Man erhalt mit Rücksicht auf (1.9,39): 

l T 1 / + 1 


in Übereinstimmung mit Kirkwood, 1. c. 

Durch die Mittelung fallt übrigens auch die Auszeichnung der ;r-Richtung 
weg. Wahrend (42a), (42b) ausdrücklich für die c-Matrix-Elemente galten, 
sind die gemittelten Beziehungen (46) auch dann gültig, w enn ^ in (38) durch 
eine beliebige Koordinate g ersetzt wird. 

Jetzt übertragen wir diese Aufsjialtung des f^-Summensatzes auf den 
/-Summensatz (24b), wobei wir uns zunächst wieder auf den Fall q = z 
beschränken. Wie man leicht nachjiruft, gilt mit ~ r cos 

d d sin^ d 

= cos ?7 + 

^ dr r d co^ § 

also nach (34) 

dz \ or r acosi7/ 

Indem wir die erste Teilsumme mit l' = l ] ins Auge fassen und (48) 
benutzen, bilden wir nach (25): 

Ajjf — - m(^ 4* II)- 


/ n ^ 


sir4 d 
r d cos § 
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Die Winkel-Integrale in I und II entnehmen wir aus Zusatz 6, Gl. (15b) 
und (15c) und erhalten im ganzen mit der Abkürzung (44a) 

Ä , . = /^ ( [ '' J): ' fi.,. , + 1 e d r - ! I’ d r) . 

Wir bilden, indem wir uns auf (87) stutzen, ähnlich wie in (45), 

s ■■ 7 *•')■ 

Dies multiplizieren wir mit dem Konjugiertiai von (45) und int-i'grieren das 
lüoduki nach r^r/r. Links ergibt sich 

(W) 

Ih'clits habt'ii wir 

(17a) L^((''j’;'V/:,rdr-/[|;f„,10Mv). 

Das li'tzte Integral ist 1 \\(‘gt‘ii der NoruiKTung von ; das ('rst(‘ laßt sich, 
wi'il nn'll, uniforiiK'ii in 



Sonnt g(dit (47a) über in 


V I I ■- 


3 

Ö 


] (/ 4 - 1 )^ — 
2 2 l -f- 1 


lelztiTi'S wegini (45c). Der ViTgleich \on (47) mit (47b) liefert den auf- 
gespali, eilen /-SumiiH'nsatz in der Form 


(17 c) 




(/ + l)"* - 
2/41 


Die zweite Summe (86) brauchen wir nicht ikmi zu rechnen, da sie sich aus 
(47c) und dem nicht aufgespaltenen Summensatz (21b) ergibt: 

(/-I 1)^ - - /^ 

2 / + 1 "" 2 / -t- r 


1 


(I7d) --- 

r = / - 1 

Durch Mittelung über m folgen noch wie beim i/-Summen8atz die für di*" 
Beobachtung ohne Magnetfeld maßgebenden /-Summen: 


(47 e) 


/ + 1 2 / 4 3 ^ / 2 / - 1 

t)ZW. — 

3 2 / + 1 8 2 / 4- r 


die wieder für eine beliebige Koordinatenrichtung q gelten. Das negative 
Vorzeichen in der letzten Formel weist auf die negativen Dispersions- 
Terme, S.367, hin. Die Teilsummen (47 e) stimmen mit Wigner, 1. c.. 
u herein. 
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D. Kayleigh- und Kaman-Streuung 

Wir gehen auf den unter A eingenommenen Standpunkt zuruck, 
indem wir das elektrische Moment eines von der Lichtwelle gestörten 
Moleküls scharfer ms Auge fassen. Dabei wollen wir unterscheiden zwischen 
den Momenten d er Z u s t k n d e und denen der Ü b e r g ä n g e. Die Zustands- 
momente sind im Falle des ungestörten Moleküls zeit-unabhängig, 
d. h. die Zustände sind strahlungslos; nur den Übergängen kommt eine 
Ausstrahlung zu, deren Frequenz durch die Bohrsche Bedingung gegeben 
ist. Beim gestörten Molekül hingegen strahlen auch die Zustände; 
die Strahlungs-Frequenz ist dit^selbe wie die des einfallenden Lichtes, wie 
aus Gl. (18) ersichtlich. Diese Strahlung ist die normale oder Rayleigh- 
sche Streu Strahlung. Im Gegensatz hierzu strahlen die Übergänge in 
einer veränderten Frequenz. Wir sprechen von der modifizierten oder 
Ramanschen Streiistrahlung, von der im folgenden die Rede sein soll. 
Es handelt sich um eine inkohärente Streuung, da wegen der Verschiedenheit 
der Fre(]uenz \ün einfallendor und gestreuter Strahlung keine Phasen- 
zusammenhange zwischen \\mvn })estehen können. 

und Ul seien zwei ungestörte Zustande des Systems (Atoms oder 
Moleküls), die zugehörigen durch die auffallenden Licht widlen gestörten 
Zustände seien ii und v. u ist durch (11) gegeben, r entsteht daraus durch 
Ersetzung von k durch /. Wir bilden die gemischte Dichte und (Thalten, 
wenn wir wie in (16) Glieder zweiter Ordnung des Storungsparameters h 
vernachlässigen : 


(48) 

U* v = + -L 


{48a) 


y*k w* \ 

Das Moment dieser Dichte wird 



j Mffi ^ qu* vdr 


(49) 

1 1 f SJIIC 'Urll 1 n- „ >">('■+ »/n) 

[ = +2 

(49a) 




Aus (49), (49a) können Frequenzen, Intensitäten und Auswahlregeln 
der inkohärenten Streustrahlung entnommen werden. 
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1. Streufrequerizen 

Ihn unsere Vorstellungen genauer festzulegen, nehmen wir von jetzt 
}ih an. daß Uj^ der Grundzustand und Ui ein angeregter Zustand des un- 
g(^stört.en Moleküls sei. entsprechendes gilt dann für die gestörten Zustände u 
und r. ist positiv. Aus (49) lesen wir ab, daß außer der Frequenz des 
s})ontanen Überganges die uns hier nicht interessiert, die beiden 

Frequenzen 

(50) r-Vik und r + Vu, 

aiiftreten. (Wir baben r — nicht iq*— v geschrietam, da in allen 
wirklichen Fällen v > gilt). Die Möglichkeit einer inkohärenten 
Streuung in diesen Freijinaizi'n ist von SiiH'kaP) schon vor diT Wellen- 
niechanik gefordert worden, auf Grund der folgemhui Figuren und Formeln. 


K 

1hg. 23 a. Das Atom befindet sicäi im 
(irimdzustand k. Die auffallende Fre- 
<] Lienz V ruft gleichzeitig Anregung 
des Atoms (thiergung k->l) und 
Ausstrahlung in der verminderten 
Frequenz v* -- v — Vn^ < v hervor; 
dabei ist. hvi/^ IF, — W/.. 


1 

k ■■ ■ z 



/ 

k’ 


Fig. 231). Das Atom befindet sich im 
angeregt en Zustand l l hit er dem Ein- 
fluß tler auffallenden k'requenz i* geht 
es m den energet isch t leferen Zust and 1: 
über und strahlt die erhöhte Fre- 
quenz r* -- r 4 - Vii^ > V aus; dabei 
ist wieder hvij. — W ^ 



Der experiiiieiitelle Nachweis dieser ,,Smeka Ischen Sprunge“ ist 
(ohne vorherige Ktuintnis der Smekalschen Arbeit) bekanntlich C. V. 
Kam an 2) und K. S. Kris hn an gelungen. Sie beobachteten bei der Zer- 
streuung von Licht in reinen Flüssigkeiten und (fasen®) außer dem gewöhn- 
lichen Streulicht gleicher Frequenz auch Streustrahlung von niedrigerer 
Frecjuenz als der des einfallenden Strahles, entsprechend Fig. 23a, in einzelnen 
Fällen auch solche von höherer Frequenz, entsprechend Fig. 23 b. Es ist 
von vornherein einleuchtend, daß der in Fig. 23 b dargestellte Vorgang 


D A. Smekal, Naturwiss. 11 . 873 (1923). 

^) Indian Joum. of Physics 2 , Marz 1928; vgl. auch Nature 121 , 501 und 
122 , 12 (1928). 

D An Kristallen wurde dasselbe Phänomen, unabhängig von der Entdeckung 
der indischen Forscher, durch G. Landsberg und L. Mandelstam, Naturwiss. 
16 , 557 (1928) beobachtet. 
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scbwachcT sein wird als der in Fig. 28a dargosiellta, weil er ein höher an- 
geregtes Atom voraussetzt als der Vorgang in 28a. Dies stimmt überein mit 
dem B('finKh‘ der^ indischen Forscher. Wir nennen die t Ibergänge vom Typus 
der Fig. 28a Stokessche, die vom Typus 281) Anti- Stokessche. 

Die llarnanscdie Fntdeckimg ist das optische Analogon des Compton- 
Kffektes, wie aus nnscTer Darstellung dieses Effektes in Kap. VIII hervor- 
gehen wird. Schon durch diese Parallele wird die fundamentak' Bedeutung 
des ,,Kaman-Effektes“ gekennzeichnet. Sie erladll ferntT ans d(<r an Ra mu n 
anschließenden, fast unubersi'hhanm Literatur, in der aus den Raman- 
Verschiebungen Vii, auf die ultraroten Schwingungs-Frequenzen des jeweils 
untersuchten Moleküls (z. B. Benzol, Toluol, Wasser) geschlosstm wird. 


2. Auswahl regeln 

]\Iaßgebend für die Streumtensitaten sind die Ql, in (49a). Hier sind 
1 ) und q bzw. die Jkjlarisations-Richtungt*n diT einfallenden Licht welk' und 
der gerade beobachteten Streuwelle. 

Wir betrachten zunächst die Zahler der Ausdrucke Q',^,. In diesi'ii 
treten Produkte zweier Matrix-Elemente auf. Es ist auf diesi' Weise ein 


ZusaiiiTuenhang hergestellt zwischen den Ranuin-Intimsitaten und den 
Intensitat.en der gewöhnlichen Lbergangi'. die durch ein Matrixeleinent 
bestimmt sind. Dieser Zusammenhang fuhrt uns auf die Aiiswahlregi'ln des 
Raman-Effektes. 

Di(‘ ursprüngliche Meinung beim Raman-Effekt war, daß die Raman- 
Verschiebungen vii- mit, (len ini Infraroten gelegenen und daher schwer zu- 
gänglichen Eigenschwingungen di'r Moleküle ubereinstnnmen und diese 
in der sichtbaren Skala auf bequem meßbare Weise widerspiegeln sollten. 
Dem widersprechen ^trenggenommen die Auswahlregeln: Wenn dit' 
Schwingung in Absorption oder Emission als Dipol - 
Schwingung möglich ist, sollte sie als Raman-Verschiebung 
verboten sein und umgekehrt. Oder anders ausgedruckt: Die q^i 
und können strenggenommen nicht beide gleichzeitig von 
Null verschieden sein. 

Um dies einzusehen, wollen wir das einfachste Schema der Auswahl- 
regel, wie sie für den harmonischen Oszillator gilt, nämlich nur Sprünge 
um ± 1) i'mgrunde legen. Dann muß, damit q,^^ von Null verschieden ist, 


(51) 


1 -- 


(A'4- L 
l^-l 


und, damit auch y^i nicht verschwindet. 


(51a) 


\k + 2, 
l = \ k, 


/f- 2 
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sein. Für diese drei /-Werte verschwindet aber qu^ nach der Oszillator- Aus- 
watilre|];el. D. h. die als Ranian-Verschiebunp^ erlaubte Schwinf.mng 
ist als Emissions- oder Absorptions-Linie verboten. Ist umgekehrt Vi^ 
z. B. als Abaor})tionslinie erlaubt, also / — drittes 

Niveau ], das gleichzeitig mit k und l kombinieren könnte; kann also 
nicht als llaman-Verschiebung auftreten. 

Wenn die Auswahln'gel wk' beim unharmonischen Oszillator nicht 

scharf gilt und daher auch sjioiitaiK^ t''bergänge um -! 2 wenn auch mit 

geringerer liitt'iisitiit auftreten, so gilt auch du' Alternative — entweder 
Bamaii-V('rscbiebung od(T Absorjition -- nicht scharf. Dieser sekundäre 
Lmstand ermöglich^' (‘s Baman und Krishnan, m ihnai ersten Aufnahmen 
den allgt'meiia'ii Zusammenhang zwischen Raman-ViTschiebuiig und infra- 
rotiT Absor})tion zu erkenm'U (Ikaizol, Toluol usw.). Lnsere scharfe Aus- 
wahlreg(d koinnit dann imnuT nocli m den Inteiisitats-Verbaltnissen zum 
\usdruck: Starki* Absorptionsliimai (‘nts})rech(*n scbwacli('ii Raman- 
Lmu'ii und umgihihrt . 

Allgemein InatU du' Regtd für du' Aloghchki'it einer Raman-Verschie- 
bung daß es <' in oder no'brere mit k und / kombina tionsfaliige 
Ni\eaus y geben mussie 

1)(T Rainan-Efb'kt für die Rotations-Frequenzen der Oase H 2 . N 2 . Do 
ist m klassiHclK'ii Arlaateii \on RasettO) untersucht. Die aubhiander- 
lolgeiidc'i) Raniaii-Lmien haben (‘imai doppelt so großen Abstand wi(‘ die 
ault'maiid('rfolg(Uiden Linu'n der Rotationsbandiai m rberiünstimrnung mit 
den 01. (51a). Aus der Lagi* dieser Linien zur anregimden Linie (Hg 2587) 
ergeben sich fundaiiHuitale Schlüsse über den Kernsjun der betreffenden 
Atome (bei N Kernspm 1 !). 

Auf die (juantitatiM'n PTagiai über Intensität und Polarisation der 
Ranian-Linien, di(' an du‘ Oln. (48) anzuknupfen hattiui, können wdr nicht 
emgehen, da sie uns zu tief in die Symmetrie-V(‘rhaltnisse der Molekul- 
struktur fuhren wurden. AVir verweisim dieserhalb auf dim vorzüglichen 
Bericht von Placzek^), ferm‘r zur allgemeinen Orientierung über 
Probleme und Ergebnisse der Raman-Forschung auf die Monographie von 
K. W. F. Kohlrausch*). 

D F. Rasetti, Phys. Rev. 34 , 387 (1929); Nat. Aoad. Amer. 15 . 515 (1929); 
Zeitschr. f. Phys. 61. 398 (1930); Nature 1929, Nov. 23. 

®) O. Planzek in Handbucli der Radiologie. 2. Auf!.. Bd. VI, 2, Leipzig 
1934. 

0 Der Smekal-Raman-Effekt. Berlin, Jul. Springer, Bd. I 1931; Bd. II, 
1938. 
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§4 

Diracs nicht-stationäre Störungstheorie 

Wahrend wir })i8ber die Störung als Dauerzustand behandelt und als 
von jeher bestehend angenommen haben, wollen wir jetzt das Einsetzen 
der Störung studieren. Die betreffende Methode verdankt man Dirac^); 
sie heißt auch, aus Gründen, die sogleich hervortreten werden, Methode 
der Variation der Konstanten. 

/ 0 sei der Zeitpunkt, in dem die Storung einsetzt . Für / <: 0 laute 

die Wellengleichung [zeitabhängige Erweiterung von Gl. (1. 1) dieses 
Kapitels] : 

,1) 

und werde integriert durch das vollständige System der auf 1 normierten 
und orthogonalisierten Eigenfunktionen n,., . . . und der Eigenwerte \\\, . . . 

- T ” A ' 

(2) i(,i = yitf 

ZU denen auch der ursprüngliche Zustand des Systems gehören möge. 

Für t > 0 heiße die Wellengleichung 

( 8 ) (* 1 + » + «,)..». 

Der Störungs-Operator habe die Form: 

(3 a) W, = T , - grad), 

i cm 

= Störungspotential elektrischen Ursprungs, % Vektorpotential 
magnetischen Ursprungs; wegen der Faktoren bei grad) vergleiche man 
etwa den letzten Ausdruck auf S. 42. Im allgemeinen wird sowohl 
wie von / abhängen. Die Integration durch stationäre Eigenfunktionen 
nach Art von (2) ist dann unmöglich. Wohl aber können wir wegen der 
Vollständigkeit der die gesuchte Losung von (3) in der folgenden Form 
entwickeln : 

( 4 ) n ~ 2 4 " ’ ' % 

wo wir durch . . . das hinzuzufugende Integral, genommen über die konti- 
nuierlichen Eigenwerte, andeuten. Wir denken uns die Entwicklung (4) 
für verschiedene Zeitpunkte vorgenommen. Dabei fallen die je nach dem 
Werte von t verschieden aus. Die aj^ sind also Funktionen der Zeit, aber 


1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 112, 661 (1926). 
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,, langsam veränderliche Funktionen“, verglichen mit den in den ent- 
haltenen schnell veränderlichen Exponentialfaktoren. Die Abhängigkeit 
der a^. von t entnehmen wir aus der Differentialgleichung (3). Einsetzen 
von (4) in (3) liefert: 

] + 2«. ^-gj) + + = 0. 

Hier zerstören sich die beiden mittleren Glieder wegen (1) und es bleibt: 

(r)) ^ 2 -f 2 % Hs iik =-- 0. 

% di 

Wir nni]ti})lizieren diese Gleichung mit unter j irgendeinen festen Index 
verstanden, und mtc'grieren über Jr, Dabei entsteht 

(6) - 4 ^ -Kl- = 

J)i(‘se Gleichung hestiniint für jode Zeit / zu den jeweils geltenden Werten 

(h'r n ihre zeitliche Änderung und zeigt daher du‘jeiiige Variation der 

Konstanten“ an. die iin Ansatz (4) der durch (3) geforderten Zeit-Abhängig- 
k('it entspricht. 

Damit der Ansatz (4) wollenmechanisch brauchbar ist, muß u auf 1 
normiert werden. Es muß also sein: 

{ u* u(1t — f 2 d T 1 . 

^ k.J 

also, wegen Normierung und Orthogonalität der k/. 

(7) = 

J 

Wir zeigen, daß diese Hedingung, wenn sie für irgendeinen Zeitpunkt, 
z. B. für t = 0, erfüllt ist, für alle Zeiten erhalten bleibt. Dazu multiplizieren 
wir Gl. (6) mit aj und summieren über j. Andererseits multiplizieren wir 
die zu (6) konjugierte Gleichung 

(1 Ol I ^ ^ 

(7 a) -f — = 

i dt k 


mit a- und summieren abermals über j. Es entsteht im einen bzw. anderen 
Fall: 


(«) 

(8a) 


+ ■ 72 ^. 


|2 

’■ j 

da^ 

di 


k.j 

= 2 “j -ijk = 2 

t,j kJ 
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Hier ist die letzte Summe mit der vorhergehenden identisch, weil sie aus 
dieser durch bloße Umbenennung der Summationsindizes k und / entsteht. 
Schließlich bilden wir die Differenz (8a) minus (8); nämlich: 




b d 


. y- 2 2 ^k) — 


i dt 


Wir sehen : Die rechte Seite ist gleich Null, wenn die Matrix der Ji ^ hernii- 
tisch^) ist {A^i^ ^ 4*^): dann wird aber nach (9) 2 
unabhängig und die Normierung (7) bleibt erhalten, wenn sie z. P>. für 
/ =: 0 zu Hecht bestand. 

Insbesondere wollen wir annehmen, daß für t ^ 0 und für ein ge- 
wissi's k der liesondere Zustand nj^ rein realisiert war. Dann gilt für r — - 0: 


( 10 ) 


1 , 


0 fui“ 7 =t- k. 


Aus (6) biTechnet sich hieraus für hinreichend kbäne /: 

d r/, 


di 




( 11 ) 


7 // (ij =- j Aj idi j T j ?7* H, Hl d i. 


Alle diese Koeffizienten (tj sind klein von dersi'lbi'ii Ordnung wie H, . Dagegen 
können wir in Qi — 1 den Storungs-lbätrag neben der 1 vernachlässigen. 

AVir nehmen als Di'ispu'l diaijemgen Storungs-Operator 'svelcher 
der auffallenden Lichtwelle des Dispi'rsions-l^roblems entspricht. Hier wird 
in den Bezeichnungen und unter den Annahmen von (3. 1): 


( 12 ' 


) % = uc()s2jr^iO ■ ■ yj' 


TA 


und daher nach diT jetzigen Gl. (Ba): 

0 /> ff (I 

(12a) H,u, ^ .i, ,, 

2f )n 

Aus Gl. (11) folgt daraufhin mit Bucksicht auf (2): 


0 , 

dui 


d y 


(13) 


l 

ea r rOrj-iCfc 


-je M ^ * (? (]. 


B In Kap. III, § 4 und 5 wurde gezeigt, daß alle physikalisch sinnvollen Ope- 
ratoren hermitische Matrizen haben. Speziell liest man bei unserem Störungs- 
Operator Hg aus seiner Definition (3 a)umriittelbar ab, daß der zu ihm adjungierte 
Operator gleich H* ist. Dies aber kommt nach 8. 191 auf dasselbe hinaus wie 
die Aussage, daß die zu Hg gehörige Matrix A^^. hermitisch ist. 
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Hierfür schreiben wir, indem wir die Integration nach t ausfuhren und die 
Abkürzung aus (3.9a) benutzen, die sich von unserem jetzigen nur 
uni einen konstanten Faktor unterscheidet: 

H\-W^ + hv 

Schließlich bilden wir nach Anweisung \on (4) die Summe über alle a^Uj, 
wobei wir dem Zustand k mit üj, ~ 1 absomU'rn und zugleich die u nach (2) 
durch die y) ausdrucken. Indem wdr mit dem Zeitfaktor von Uj in die [] 
hinein rnultiplizu'ren, entsteht mit der Tkaleutung (3.4) von h: 


( 11 ) = 


ic h a 
2 c, m 





( 1 .)) 


^ 2 m 1 ^ Ib; 

J 


-'Ck fj 


~ - dl'/ i h 

Ti ^ 


II-, 


k r. 


-di. - /n)l 


hv 


T f I 


AuI-ht m der Zeitubhangigkeit stimmt dies mit (8. 11) genau iiberidn. Auch 
die Z(*itabhängigk('it wurde di(‘ gleichi* sein, wenn wir den zweimal auf- 


treleiideii Subtrahenden (*x}) weglassen wurden. Daß hdzterer 

\oii unserem jetzigen nicht-stationären Standpunkt aus notwendig ist, geht 
daraus hervor, daß ja für t - 0 die Storung verschwinden muß. Unsere 
/.('itfaktoren in den () zeigen also an, wd(‘ die Stbrung von ihrem anfäng- 
lichen ^Vert(‘ Null sich mit wachsendem / ausbildet. 

Bildet man nun auf (irund der 01. (15) das eh^ktrisclie Moment M des 
/aistandes u und geht vie S. 3G1 zur Polarisation ^ über, so erhalt man 
denselben Ausdruck wie. in (8. 19 a), aber vermehrt um Olieder von der Zeit- 
ahhangigkeit sin 2 tt /. Diese entsprechen den Eigenschwingungen des 
disjiergierenden Atoms, die beim Einsetzen d(‘r Storung angeregt w’erden. 
Sie heben sich, da si(* \oneinander verschiedene Schwingungsdauern haben, 
durch Interferenz größtenteils auf. Ihre Phase hängt überdies davon ab, 
mit wadcher Phase die Storung einsetzt (ob sie z. B. durch sin 27i v t oder 
cos 2 TT rt uBw. beschrieben wird). Als allein maßgebender, durch die ein- 
lallende Schwingung geregelter Teil der Polarisation ^ bleibt also nur der 
Ausdruck (3. 1 9 a) übrig, aus dem wir im vorigen Paragraphen die Dispersions- 
theorie entwickelt haben. 

Für spätere Verwendung wollen wir noch die Störung im kontinuier- 
lichen Spektrum gesondert betrachten. Wir ändern zu dem Ende die 
Schreibweise von Gl. (4) folgendermaßen ab: 

(16) 7.1 = • • • d“ 1 01» '^w 
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dw bedeutet ein Energie-Intervall im kontinuierlichen Spektrum, also 
die Amplitude der (richtig normierten) kontinuierlichen Eigenfunktion u„; 
die ... deuten jetzt die diskreten Eigenfunktionen an. 

Ausgehend von = 1, = 0, 0 erhält man analog zu (11) 

für die Variation der 

t t 

( 17 ) i h ^ dt = j* j n*, H, d t. 

(» 0 


Die bei dieser Variation sich erhaltende Noruiierung der a lautet, in Ver- 
vollständigung der GL (7); 

OC) 

(18) Sl«,|- + ■- ’• 

Setzen wir dieselbe Störung (ebene Lichtwelle) voraus wie in (1*2), (12a). 
so ergibt sich als Beitrag des kontinuierlichen Spektrums zum gestörten 
Zustand, in Ergänzung von (15): 


(19) = 


+ 


//' h 

2 JH 


J \\\ - 7V + 


r A-,y,,,dw ^ ■L.rtl 

]w^~~w~hv^ 


§5 

Allgemeines über Stoßprobleme^ die Bornsche Näherung^) 

Eine freie geladene Partikel (Masse 37, z. B. a-Teilcluui, im besonderen 
auch M ~ vi, Elektron) stoße mit einem Atom (System von v Elektronen 
-f Kern, im besonderen Wasserstoff- Atom v — 1 oder nackten Kern 
r — 0) zusammen. Die stoßende Partikel beschreiben wir in nullter Nä- 
herung als ungestörte ebene Welle: 

♦ /k k^ \ 

(1) \^— = Einfallsrichtung, = T = kinetische Energie j. 

Das gestoßene Atom werde durch seine in nullter Näherung ungestörte 
Eigenfunktion beschrieben: 

(2) (Po = n (q) 

(lf() = einem Eigenwert des Atoms aus der Keihe B\, IP 2 . • • •). (p^ genügt 
der Wellengleichung für das isolierte Atom: 

(2 a) (H - Hg q)^ = 0. 


‘) M. Born, Göttinger Nachr. 192G, S. 146; Zeitschr. f. Phys. 37, 863 (1926); 
88, 803 (1926); W. EUaeser, ebenda 46, 522 (1926), 
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Die nullte Näherung für das System Partikel + Atom ist dann: 

(3) Vo = 9>o (?)■ 

Die Wechselwirkungs-Energie zwischen beiden Teilen des Systems 
sei T" (r, q ) ; wir setzen sie als kkun von erster Ordnung voraus. Die Wellen- 
gleichung für das (iesamt-System (i^ + 1 Partikidn, wenn wir von dem 
Kern absehen) spielt sich im Konfigurationsraum von 8 (r -f 1) Dimen- 
sionen ab. Sie lautet: 

( 4 ) j - A A-H +V (t, q) - M- j v> -- 0. 

Tiu (Tsten Term der Klammer bezieht sich .1 ausschließlich auf die Ko- 
ordinaten der stoßenden l‘artikel. 11’ ist dii* Oesamt-Energie des Systems: 
sie muß sich additiv aus T und zusammensetzen : 

( la) ir — T 4 - ir^,: 

analytisch folgt dies aus (4) desball), weil in der Grenze r-> oo gilt K (r, g) 
-> 0 und f -> . 

Die Losung von (4) setzen w-ir an m der Form 
(T)) yi - 1 -vh V 2 ^ 

m der jedes folgende Glied gegen das \ orh(‘rgebende klein von der Ordnung 
der SGirungs-EiHTgK' L sein soll, yy^ genügt nach (2a) und (8) der Wellen- 
gleichung 

'«) + '/'-"«jn -0. 

Beim Einsetzen von (5) in (4) fallen hiernach alle Glieder mit fort, aus- 
genommen das Gli(*d L (r, q) y)^^. Dieses nehmen wir als Glied erster Ordnung 
zur Differentialgl(*ichuiig für yi^ hinzu, wadclie dadurch inhomogen wird 
lind lautet: 

1 “ 2”1/ - "'«l V'. - - (r. q) 

Allgemein gilt für y)„ die inhomogene und rekurrente Gleichung: 

j “ 2 M ~ ~ *• 

Die so gebildete Keihe (6) genügt, wenn sie konvergiert, der Gl. (4) mit dem 
Eigenwerte (4a) von IF. 

Zur Integration der Eekurrenz (7), (7 a) setzen wir nach dem Vorgänge 
von Born y)^ als Entwicklung nach den atomaren Eigenfunktionen an 
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mit Koeffizienten die nur von den Partikel-Koordinaten r abhängen 
werden : 

(8) fn = 2/«.n W (fa 

WO in Analogie zu (2a) der Welkuigleichung 
(Ha) ' 0 

genügt. Fnr di(' / ergibt sicdi durch Einsetzen von (H) in (7a) 1x4 Benutzung 
von (8a) die Bedingungsgleichung: 

(i>) 2 j - ^ + '»'a - r- II-,,} /„„ --- - 1 • (r, 7 ) fu - 

Diese Bornscbe Entwicklung unterscheidet sich von der Schro- 
dingerschen in § 1, Gl. (10) u. ff. im wesentlichen nur dadurch, daß hier 
die Koordinaten r d(‘r (c + 1)-ten Partikel vor denen der übrigen v aus- 
gezeichnet werden und daß die Totalenergie W [kontinuierliches Spektrum 
bezüglich der (r -f ])-ten Partikid!] von der Storungsfunktion E unbeein- 
flußt bleibt; die ungestörten Eigenfunktioiuxi werdiui m Ixaden Verfahren 
als bekannt vorausgesetzt. 

Die Gin. (9) bedeuten ein unendliches Imeari'S System von Differential- 
gleichungen für die unendlich vielen Unbekannttai Wir gewinnen daraus 
je eine Gleichung für jede einzelne Uribekannti*. wenn wir mit gy* multi- 
plizieren und über den Konfigurationsraum d(‘s Atoms inti'grieren. 
Setzen wir zur Abkürzung 

(9a) k^cn — ^1^2 « + 2’ + II o), 


so entsteht als Bestimmungsgleichung für 

2i\f 

(10) (z1 -|- k^in)f[in -- 


2M r 

// •^ J 


y (r, q) fn 1 7^* q- 


Die rechte Seite ist eine bekannte Funktion von r, die nach Ausführung der 
Integration von den q unabhängig ist. WTr haben es also in (10) wieder mit 
einer inhomogenen partiellen Differentialgleichung zu tun, aber von dem 
sehr einfachen akustischen Typus. 

Zu ihrer Integration steht die allgemeine Methode der Greenschen 
Funktion zur Verfügung. Die Greensche Funktion der Differential- 
gleichung == 0 bei unbegrenztem Gebiet, welche zugleich der 

,, Ausstrahlungs-Bedingung“^) im Unendlichen genügt, ist 

(11) ,, ,• 

[ • 4 TT |r — r| 

^) Diese verlangt, vgl. auch S. 136, für r' = q-^oo ein Verhalten 
unter Ausschluß von Beitragen der Form welche Einstrahlungen be- 

deuten würden; die hier unterdrückte Zeitabhangigkeit ist dabei in der Form 
vorausgesetzt. i 
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In beiden Koordinaten-Tripeln r und genügt G der homogenen (Ileichung 
außer für r' — r, wo (7 einen »^Einheitspol“ besitzt^). 
Alan integriert die inhomogene Gleichung = 0 durch Anwendung 

des Greenschen Satzes und findet in bekannter Weise 


(11 u) f(x) = ~-j0 (r') G (r', r) d x\ 

Asymptotisch fiir große r erhält man hieraus wegen 

fiib) ir-r'i ==r(i + + 

[1111 Nenner von (11) darf jr r^j einfach durch r ersetzt werden]: 

(11c) /(r--oo)- dx\ 

Angewandt auf (10) liat man hiernach 

M 


ll-i) 


/v„(r 00) 




d r' 


'V 


-.(AA 


■j '''/?■* (//) r(r', (/)v„- I (r', 9). 

Begnügt man sich mit der ersten Näherung, so ist /? = 1, also 
durch yjQ, Gl. (3). zu erscdzen. Für und können wir abkurzeiid /^, 

s(dz«‘n. Feriu'r wollen wir als h\ einen WellenzahbVektor vom Betrage 
lind von der liichtung des Koordinaten-Vektors r oo definieren. Wir 
können dann die Exponentialfunktion in dem ersten Integral von Gl. (12) 
\ ereiufacliend schreiben : 


Ferner können wir aus dem Ausdruck (3) von im zweiten Integral den 
Faktor exp (? (/>' r')) herauszieheii und mit dem vorigen vereinigen zu: 

Der Ausdruck (12) schreibt sich dann für die erste Näherung, wenn man 
noch ß mit a vertauscht: 


'12 a) 


t - *«. t') 


d 9 9'.* (9)1’ (C. 9)9 'o(9)- 


Definition des Einheitspoles : Es soll 


ö n 


d(7 — l 


^ein, erstreckt über eine Fläche, welche den Pol (hier r' — r) beliebig eng um- 
schließt. 


Sommerfeld, Atombau. II. 
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Setzt mau dies m dieKeihe (8) ein, so erhält mau als erste Born sein 
K a lieriing asympt otiseh: 

]\J (>> / a ^ 

(1») Ti =■ ?’»('/) 

mit 

(IHa) C\, = C'„„ ^ |(/ r' j (7(/ I' (r'. i;) 

Die Bezeichnung ('<,,, statt weist darauf liin, daß sich das Atom vor de] 
Storung m d('m (übrigens beliebigen) Zustande 0 liefand und daß durch di( 
Storung der Zustand a angeregt wird, und zwar in einem Maße, welche) 
eben durch den Koeffizienten angegeben wird. Es sei noch daran er 
mnert, daß der Betrag von durcJi die Formel f9a) gi'gebeii wird und daf 

die Richtung von ]i^^ diejenige des Radiusvektors r oo ist. Dagegei 
hat /. , wie aus Gl. (1) hervorgeht, die Richtung der (Anfallenden Welle 

Wegen di^r B)edeutung von sind übrigens die Koeffizieiit(^n T keim 
eigeiitliclu'ii Konstanten: sie sind zwar von (j und vom B>etrage r unab- 
hängig, hangc'ii aber durch Vermittlung von von der Richtung von r ab 
Wir wollen uns jetzt den Sinn der einzelnen Glieder d(T unendlich(ui 
Reihe (18) klarmachen. Jedes dersidben bedimti^t hinsichtlich d(‘S Zustandes 
der stori'iiden l^artikel (r-Abhangigk(At) (‘ine Streuwelle, die vom Ort 
des Atoms (r — 0) ausgehend ins llnendlich(‘ ausstrahlt. Diese Aus- 
stiahlimg hat di^r l^hase nach d(‘n Charakt(‘r (‘iiu'r Kugelwelle; der Inten- 
sität nach aber ist su* richtungsabhängig, v(‘gen der soelx'U betontiai Rich- 
tungs-Abhängigkeit von (\^. Aus d(‘r Wellenzahl d(‘r Stnniwelle folgt 
nach der de Broglies(*hen Beziehung Geschwindigkeit und Energie der 
gestn'uten l^irtikid. And(‘rerseits beschreibt jedes RiAhenglied von (13) 
durch seine fj-Abhangigkeit chui Zustand des Atoms nach der Streuung. 

Wir betrachten zunächst das Glied mit a ^ 0. Die Streuwelle hat 
dann die Wf lienzahl /;„, welche sich aus (9a) wegen lE^ — ergibt zu 

(Ul r =. e fs, G1.(1)J. 

Die emittierte Streuwelle hat also dioaelb(‘ Bartikid- Geschwindigkeit w’ie 
die einfallende Welle. Der Zusammenstoß zwischen Partikel und Atom ist 
elastisch; der Atomzustand bleibt ungeändert. Der charakteristische 
Koeffizient C dieser elastischen Streuweih' wird einschließlich ihrer Rich- 
tungs-Abhängigkeit nach (18a) gegeben durch 

('0 0 =- f r' B ? (p* (q) V (r', (/) q „ (q). 


(Ua) 
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Wir betrachten sodann ein Glied a =j= 0 unter der Annahme ■ 11,,. 
Dann wird nach (9a): 

2M 2 1/ 

•IS) fc?, ^ (r-(ir„- M„)) '/■. ak, < k\ 

Wir haben einen unelastischen Stoß, bei dem dü' stoßende Dartikel 
Ihiergie verliert und das gestoßf'iu' Atom angeregt, d. h. in einen Zustand 
höherer Energie versetzt wird. 

Im entgeg('ng(‘setzten Fall IE, <' II „ wird nach (9a): 

(loa) h' k' . 

Das Atom hat buKTga* abgi-gcbiai, di(‘ Eartikid kiiicTgu^ aut'gtaiommen. 

ir halxiii es mit (Mman Stoß zw^eiter Art zu tun. Dieser Fall ist nur 
möglich, wenn der urs])runglicht‘ Atomzustand nicht der (inmdzustand wair. 

Da zur Vollstandigki'it d(‘r Entvvicklung (8) außer dem diskreten 
auch das kontinuierliche Eigeiiwi'rt-Spektrum gehört, ist da* Summe in (8) 
wie st('ts zu (Tganzi'U durch (*in (dwa uIxt 11^^ (‘rstr(‘(‘kt(‘s Integral. Dei 
liiti'grand hat dabei für v — 1 waeder die Form des Summanden in (18). mit 
ileiu Dnterschiede, daß jetzt eimai Atomzustand liiahnitih . bei dem 

ein bllektron aus dem AtomviTbamh' g(‘lost i^^t. Die fraglichen Int(‘gral- 
bliMiiente stt'lh'ii also 1 onlsi('rung^- Vorgänge dar derart, dab Jede^ 
Elf'ment d(>ni 1 bergangc' in (an bt'stinimtes. durch s}»(*zifizi(‘rtes Niveau 
des kontinuierlich(*n Sjadtrums (‘iitsprichl (bei Entartung in eines von 
iii(‘hr(^ren soIcIkt Niviaiiisg Wollen wir die Haufigkcat d(T Ionisierung im 
ganzen bestimmen, so müssen wir über alh' dii'se Vorgang!' summieren, 
und zwar inkohart'iit (<|ua.dratisch). Die Welh'iizahl ist bei den loni- 
Meruiigs-Stoßi'ii geg('nub(‘r d(U’ ursprunglicb(‘n Wellenzalil h der Partikel 
natürlich stärker reduzuTt als bei den vorher betrachteti'ii unelastischi'ii 
Stoßen, die nur zur Anr(‘gung des Atoms fiihn'ii. vvu' man unmittelbar au" 
(ha) abli(^st. 

Es kann la'i besonders ausgiebigen lonisu'rungs-Stoßen \orkommen, 
daß ■ 0 wird, sobu-n nainlich, vgl. (9a), II > T f IE,, ist. Die asyni}»- 
(otiscbe r-Abhängigkeit wird dann nach (18) von derEVirmexp ( — \ k^^\r)jr 
und entsjiricht nicht mehr (dner StnMiung d(‘r einfallenden Partikel, sondern 
'Hier Einfangiing dieselben, bei der sie in den Atomverband eintritt und 
dafür ein Elektron mit besonders hoher Energh' das Atom verläßt. Es muß aber 
• lenierkt worden, daß in dem am nächsten liegenden Fall, wo die eingefangene 
Eartikel selbst ein Elektron wiir(‘, die bisluTigen Betrachtungen nicht mehr 
zuständig sind, weil dann Austausch-Effekte eintreten, auf die wir erst 
Kap. IX eingehen können. 

Um die Ergiebigkeit eines gewissen Stoßprozesses zu messen, spricht 
uiari ublich('rweise von dem ..Wirklings- Querschnitt“ des Atoms für 
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den betreffenden Prozeß. ‘ Diese Ausdrucksweise ist natürlich nur eine an 
schauliche Einkleidung für einen wellenmechanischen Sachverhalt, de] 
(innerhalb des Gültigkeitsbereiches der Born sehen Näherung) schon in dei 
vorangehenden Formeln enthalten ist. Man unterscheidet dabei sowohl ir 
der Theorie wde in dem reichlich vorhandenen Versuchs-^fateriaD) zwischei 
dem differentiellen und dem totalen Wirkungs- Querschnitt. 

Um den differentiellen Wirkungs- Querschnitt dQ für den durch dei 
Index a charakterisierten Streuprozeß zu definieren, grenze man von 
Atom-Kern aus einen räumlichen Winkel dü ab, der irgendwie gegen di( 
Richtung der einfallenden Partikel orienti(*rt ist. ^lan berechne den dei 
a-ten Streu welle entsprechenden Strom durch die Fläche r^dQ (r hinreichen ( 
groß) und dividiere ihn durch die Stromdichte, die der oinfallenden ebenei 
Welle entspricht. Diese letztere denken wir uns durch Gl. (3), die Streu 
welle durch dasa-te Glied von Gl. (18), gegeben. Beide Großem (Stroii 
und Stromdichte) sind über den Konfigurationsraum des iVtoms zu int(‘ 
grieren, wobei wegen der Normierung von 9 }^ und entst(dit: 

\\<r.\‘dn ■=- Ilv-aP'? '] = 

Man erhält auf diese Weise aus exj) (ikx) für die einfallende Stromdiclitc 
wie in ( 1 . 7 . 7 b) nachgerechnet wurde: 

hh 

M ' 

und entsprechend für den Streustrom aus dem Ausdruck für yij in (18), 



Hieraus als Verhältnis beider: 

(16) <}Qa = ^ (2 ^ 7 ^ 2 ) 

Daß es sich dabei wirklich um eine Größe von der Dimension eines Quer 
Schnitts (cm^) handelt, geht aus der ursprünglichen Definition: ,, Strom gc 
teilt durch Stromdichte“ hervor. 

D Der totale Wirkungs - Querschnitt beim Stoß von Elektronen gegen 
Edelgase und edelgasahnliche Molekiile wurde seit 1921 von Ramsauer und 
Schülern in Abhängigkeit von der Elektronen- Energie gemessen. Wegen paralle 
laufender Arbeiten von Townsend vgl. die von Br ose und Saayman gegeben« 
Übersicht in Ann. d. Phys. 5, 797 (1930). Die bei kleinsten Energien (wenig« 
e-Volt) auftretenden überraschenden Änderungen des Wirkungs- Quersohnitü 
werden Ramsauer-Effekt genannt. Noch überraschendere Maxima unc 
Minima im differentiellen Wirkungs- Querschnitt sind seit 1931 vor 
der Cambridger Schule entdeckt worden (Ar not Hg, Bullard und Massen 
Ar usw.). 
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Als totaler Wirkungs- Querschnitt folgt durch Integration über dÜ für 
rh'ii Streuprozeß a (C ist richtungsabhängig); 



und für die Gesamtheit aller Prozesse, die mit Streuung verbunden sind: 

/ 1\/T2 \2 K ^ 

miio (? - S ft. -= (2 2 f ) |Co..r > 0- 

Anwendungen der BornselKui Aletliode werden uns 1111 folgenden mehrlach 
bugt'gnen. Gegenwärtig wolbm wir nur noch die nicht ganz einfache Frage 
nach dem Gültigkeitsbereich der Methode aufwerfen. 

Wir eriniKTii zunächst an d(*n G(‘g(‘nsntz geometrische Optik und 
Wcllenoptik, von dem wir in Kap. 1. § 1 ausgingen. Die g(‘ometrische Optik 
cntspncbt dem Grenzfall A -> 0, die Wellenoptik laßt unbestimmt und 
nacht bis in das (bdiiet größter (z. B. Hertzscher) Widlenlangen. In der 
Theorie der optisclaui Beugung (oder Streuung) Hchli(*ßt man sich unter 
Benutzung der Fresnelschen Zonen oder des von Kirchhoff hierfür 
foruiulierten Hu ygeii Sachen 1‘rinzips an die geometrische Optik an, indem 
inan / <$^d voraussetzt, \so d (äne Dimension der beugenden Öffnung oder 
(h‘ii Durchmesser einiT streuenden Partikel mißt. Man interessiert sich aber 
auch für die Beugung an Submikronen, für die d ist. Hier fuhrt das 
Hnvgenssche Prinzip nicht zum Zieh» und muß durch spezielle, an dk" 
l’ott'ntialtheorie {?, 00 ) anknupfende Beihiaientwicklung ersetzt werden. 

Indem wir bei der Born sehen Methodt* von dem gi'radlinigen Strahlen- 
gaiig [Gl. (1)] als nullter Näherung ausgingen, haben wir uns auf den Stand- 
punkt der geonietriach(‘n Ojitik gestidlt. Wir werden also vermuten, daß 
(hc IKirnsche Näherung an die Bedingung A <^d gebunden sei, wo d ein 
Maß für den Atom-Durchmesser waire. Wegen der de Broglieschen Be- 
'/lehiing wurde das bedeuten: 


(17) {) = M V h d. 

Man wurde also für r eine ganz verschiedene untere Grenze erhalten, je 
nachdem es sich um Elektronen-Strahlen (M — ?») oder z. B. um a^Strahlen 
handelte. Wir wollen zeigen, daß das nicht zutreffen kann. 

Zu dem Ende betrachten wir den einfachsten Fall der Streuung einer 
hartikel (Masse M beliebig, Ladung ;:c) an einem nackten Kern (Ladung Ze), 
L h. im reinen Coulomb-Felde, ein Problem, das wir in § 6 näher studieren 
erden. Die Schrödinger-Gleichung dieses Problems ist: 



2M zZ(^ 

Ä* r 



( 18 ) 
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sie enthält, wie wir sogleich sehen werden, keine andere charakteristische 
Länge, als die in der Wellenzahl k vorkommende de Broglie- Wellenlänge der 
Partikel. Wir können diese eliminieren, indem wir die Koordinaten xyz 
ersetzen durch: 


^ — kx, 

und dementsprechend einfuhren: 

o - V?+'? + c* - 

Dabei (18) über in: 

D V’ + (l - 


// = ly, : 

= 

kz 

d‘^ 


rP 


d- 

d rf' 

■IM 


0 

' l Q ) 



-f 






nder. wenn wir für k seinen Wert eins(‘tzen, in: 


/ *2c2 zZ\ 

(18«) + p - jy ==0. 

l)i(! 3/ hai sich hcraus^chobcn: unsere Ojlcichiins liiit als( 

dieselbe Form für a- wde für Elektronen-Rirahlen. Zur weiteren Verein- 
fachung fuhren wir die Feinstruktur-Konstante a — c“///c ein und beachten 
daß die Geschwindigkeit des Elektrons im erstiai Bobrschen Kreise bei 
einem wasserstofiahidichen Atom der Kernladung / ist: ?/ — acZ [vgl, 
z. B. Bd. I. S. 94. Gl. (8) und S. 98. Gl. (3)]. Dadurch entsteht aus (17a), 


(18h) + --■2~ -jv 0. 

Die Storung, du‘ unser Kern auf die vorbeifliegende Partikel ausubt, dar 
gestellt durch das zweite Glied der Klainme*r. hängt also nicht von ihrei 
Masse, sondern (abgesehen von ihrer Ladung c) nur von der Geschwindig 
keit V ab, letztere im Verhältnis genommen zu einer für den Kern charak 
teristischen Geschwindigkeit u. Ist dieses Verhältnis '■<^1, so haben wdi 
als L()sung von (18b) merklich (bei Auszeichnung der x- Achse): 

y} “ y^o ~ 

And(‘rnfallH können wir die Losung jedenfalls als P]ntwicklung ansetzeii 
W ^ d d- • • w 

die dann nach Potenzen von ujv fortschreiten wird. Dieses Verhältnis u/'i 
bestimmt also zunächst in unserem Sonderfalle die Gute der Konvergen; 
der Bornschen Näherung. Die Konvergenz ist also die gleiche fu 
a- und für Elektronen-Strahlen von gleicher Geschwindigkeit i 
während nach dem Kriterium (17) die Konvergenz für a- Strahlen wegei 
ihres extrem kleinen A viel rapider sein müßte als für Elektronen-Strahlen 
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Unsere korrigierte Bedingung für die Gültigkeit der ]B)rnschen Approxi- 
mation lautet also, im Gegensatz zu (17): 

(19) 

Bei der libertragung dii'ses Ergelmisses von dem nackten Kern auf ein 
beliebiges Atom tritt an die Stelle* der Geschwindigkeit y die kdektronen- 
Geschwindigkeit in der 7U-Schale, die sich ja bei beliebigen Atomen stets 
Wasserstoff ähnlich verhalt. Dabei können wir, um die m der ^\ellen- 
iiiechanik illegitina* Vorstellung ,, Geschwindigkeit in der 7\'-Schale“ zu 
vermeiden, von der Energie der K-Gr(‘nze sprechen, wolx'i wir dann 
gl('ichz(‘itig auch dii* Geschwindigkeit r der löirtikel in Elektronenvolt aus- 

(Irucken, d. h. durch U ersetzen werden {ii ----- IGektronenmasse, 

.dso im allg(‘nieinen Ibirtik(‘lmass<‘). An Stelle von (19) hab(*n wir dann 

( 20 ) 1 " " 

Anschaulich koniuai wir uns die Bolh* der Geschwmdigkt'it im Kri- 
lermm (19) [auch. (20) ist (*in nur verkh'uh'tes Gescbwändigk(‘its-Kriterium] 
vielleicht, dadurch naherbringen, daü wir an de* Zeit <ler Ihnwirkung der 
/v-Phektroiu'n auf die vorbeifliegi'ode Partikel denken. Ist / a. so ist 
diese Zeit, also auch die Storung der Partikel sicher klein. \\ ird aber r a, 
NO kann die wdrksame Zeit b(drachthch und die Storung von der Grobe 
der iingesGirten Wellenfunktion werden. Du* Konvi'rgenz der Approxi- 
mation wird dadurch gefährdet. 

Daß in unserem Kriterium (20) du* /v-Schah* vor der L-, d7-Schale 
.iiisgezeichnet ersch(*int, hegt natürlich daran, daß du* 7i -Schale die höchste 
iiud daher ausschlaggebende Grenzt* litdert oder, anders ausgedruckt, daß 
wir bei abnehnu'iuh'r Volt-Geschwindigk(*it der Partikel zuerst auf die 
A -Grenze stoßen; bei PIrreichung der /^-Grenze ist das Näberungs-Verfahren 
dann ohnehin ungültig. 

Unser Kriterium (20) ist nur (jualitativer Art. Die Fragt*, um wieviel 
croßer V gegenüber V m jedem besonderen F'alle st*in müsse, erfordert 
mühsame Konvergenz-AbschatzungeiG). Dabei zeigt sich, daß die Gute 
der Konvergenz für vt‘rschietlt*nt* Streu-Bicbtungen verschieden ausfällt. 
Bei nicht zu weichen Elektronenstrahlen und nicht zu hoher Atomnummer 
des streuenden Atoms (nicht zu großem G^-) ist die erste Bornsche Näherung 
ausreichend, während es zweifelhaft ist, ob die zwmite Näherung^) eine ^ er- 
b(*sserung mit sich bringt. Bei den langsamen IGektronen-Strahlen. die 

U Chr. Möller. Zeitschr. f. Phys. 66, 018 (1930); F. Distel, ebenda 74. 
18.5 (1932); J. Winter, Th^se. Paris 1934 

2) Vgl J. Winter. J. de Phys 6. 71 (1935). 
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zu den interessanten Anomalien im differentiellen Wirkungs- Querschnitt 
Anlaß geben [vgl. Anm. 1) von S. 888), versagt die Bornsche Näherung 
durchaus. Hier muß man auf B eihen-Ent Wicklungen i) zurück greifen, die 
der optischen Behandlung von Submikrorien (S. 389) nachgebildet sind, 
oder man muß spezielle Näherungs-Methoden analytischer^) oder numeri- 
scher^) Art heranziehen. 

Schließlich ist noch die Frage zu beantworten, warum das der optischen 
Bedingung ?. nachgebildete Kriterium (17) bei den Materiewellen aus- 
scbeidet. Der Orund hierfür liegt in Folgendem: Wähnaid man optisch 
Streuer von angebbarer Dimension d und von definiertem Brechungs- 
vermogen voraussetzt, ist die Elektronenwolke eines Atoms ein unscharf 
abgegrenzter Streuer von höchst variablem Brechungsvermogeii (in Kern- 
nähe unbegrenzt groß, nach außen hin zu 1 abnehmend). Je nach der Art 
der Partikel treten gewissermaßen andere Schichten dieses Streuers in 
Wirksamkeit, bei den trägen a-Strahlen die inneren, bei den Elektronen- 
Strahlen die oberflächlichen. Wir müssen also den Atom-Durchmesser d 
nicht fest, sondern etwa umgekehrt proportional der l^artikel-Masse M an- 
nehnien. Tun wir dies, so hebt sichM aus der Bedingung ä <^d heraus und 
wir erhalten statt dem Impuls-Kriterium (17) ein Deschwindigkeits-Kri- 
terium nach Art von (19). Jedenfalls verstehen wir so, daß es lai der Born- 
schen Näherung nicht allein auf die Kleinheit der de Broglie- Wellenlängt* 
ankommt, trotzdem das Näherungs- Verfahren sonst dem an die geometrische 
Optik anschließenden Verfahren nachgebildet ist. 

§6 

Die Rutherf ordsche Streuformel und ihre Verallgemeinerung 

Diese Formel bildet historisch das Fundament der ganzen Atoinphysik. 
insofern sie, wie bekannt, Eutherford im Jahre 1911 zur Konzeption 
seines Kernmodells geführt hat. Eutherford erhielt seine Formel durch 
klassische Rechnungen (Hyperbel-Bewegung im Coulomb-Felde des Kerns 
— Kometen-Bahnen im Gravitationsfelde der Sonne). Wir wollen zeigen, 
daß sie auch vom wellenmechanischen Standpunkte aus exakt ist. 

D Vgl. die wichtige Arbeit: H. Fax^n und J. Holtzniark, Zeitschr. f. 
Phys. 46 , 307 (1927), In dem vortrefflichen Artikel von G. Wentzel im Handb. 
d. Phys. Bd. XXIV, 1, 2. Aufl., werden solche Methoden als ..(juasistatisch“. 
d. h. an die Potentialtheorie (k — > 0) anschließend bezeichnet. 

D W. Henneberg, Zeitschr. f. Phys. 83 , 555 (1933) (W. K. B. -Verfahren 
kombiniert mit Thomas-Fermi-Modell). 

0 Z. B. H. S. W. Massey und C. B. 0. Mohr, Proc. Koy. Soc. London (A) 
189 , 187 (1933). Gesamtdarstellung des Gebietes in dem lehrreichen Buche 
Mott und Massey, Theory of Atomic Collisions. Cambridge 1933. 
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A. Wellenmechanische Begründung der Rutherford-Formel 

Es handelt sich um die Streuung eines a-Teilchens am nackten Kern, 
also (bei fest gedachtem Kern) um ein Ein-Körper-Problem. Die Eigen- 
funktionen sind die des Wasserstoffs bei positivem Eigenwert. Wir haben 
sie in Kap. II, § 7 (Polar-Koordinaten) und § 9 (parabolische Koordinaten) 
studiert. Die letztere Form ist für uns die geeignete^). Wir fanden in 
(II. 9. 29) die Eigenfunktion 

I vy = r - 

(1) r = { z h'‘ 

1” ika " ^ MeE' 

n ist der m (11.7. 10) definierte Ersatz der ,,Hauptquantenzahr‘ ; in dem 
angegebenen Wert des »»Wasserstoffradius“ a bedeutet E die Ladung, 
M die Masse des a-1'eilchens. Die asymptotisclu' Darstellung von (1) ist 
nach (11.9.30): 


(-lA'ry)« __ (4-7/cry)-" inr 

’ "" r(l -f ny ' 7^(1 - n) ' kii ■ 

Die^e Darstellung setzt sich zusammen aus der ebenen Welle 6'^ c' und der 
am Kern (r -- 0) g(‘st reuten Kugelwelle Allerdings sind die 

,, Amplituden“ (\ und Tg nicht konstant, sondern hängen noch von ?y ab. 
I)(‘ssenungeachtet wird das Verhältnis ,,Streuintonsi(ät pl-o Einheit des 
räumlichen Winkels zur einfallenden Intensität pro Einheit der Fläche“ 
gt'geben durch 

C,'\ (+ iktj)-” ■ Til +n)^ inr ^ ^ 

C\ Fil—n) k rj 

Hier sind die beiden ersten Faktoren rechts gleich 1, da u rein imaginär ist. 
Verstehen wdr unter 6^ den Winkel zwischen der Einfallsrichtung (x- Achse) 
und der Streurichtung, so haben wir nach den Angaben bei (1): 

7 y— r— j — r(l— cos ß) — 2r siiP ß 2, 
iv Z ZMeE ZMcE ZeE 
k " k'^n ^ " iMiyy “ Mv^' 

D In Polar-Koordinaten war die Streuformel auf sehr viel umständlicherem 
Wege von W. Gordon, Zeitschr. f. Phys. 48 , 180 (1928) und N. F. Mott. 
Proc. Roy. Soc. London (A) 118 , 642 (1928) abgeleitet worden. 
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(4) 

(\/~ ( u r ^ / c EZ 1 

( k f/ ^ 2 ^J ry sin ' 9 2 



Dies ist ^^eiiau die E utherlOrdsolK* FonncP). 

Wir können unKer Eesultaf als Formel fnr den diflereiitielleii Wirkungs- 
yiierschnitt nnisclireihen. indem wir rcaditer Hand den Eamnwinkel dQ 
limzufugen, in diai hinein die Slreinmg erfolgen soll- (d. (4) wair ja aus- 
driieklich für die ..Fmheit des Hanmwmki'ls“, also fnr d [} — 1 gen^ehnet. 
Man erhält so statt (4). 


( 1 a) 


dQ 


'vKz:^ dü 
‘2 M rV snd 9 2 ' 


Wie unsere Darstelhmg zeigt, gehört die Streuung am nackten 
Kern nicht zu den Storungs-Probhanen, sond(^rn hatte bereits an das 
Kepler-Problem m Kaji. IT angescTdossen werden köninai. Pagi'gen ist 
die jetzt vorzumdimeiide Krweiteriiiig d(‘r St reu forme] auf Atome 
mit Elektronen -Schalen nur durch Storungsnadmuiig zu gewinmai. 
Wir werden dabei dit‘ TTornschi» Methode aus § 5 zugrunde legen. Dabei 
(‘inpfiehlt es sich, nach dieser Methodik als Vorbendtung nochmals (hai nackten 
Kern zu betrachten, den wir uns im Null])unkt dia Koordinaten fixiert 
denken. Der Zusammenstol.) zwischen unserer Partikel (z. P>. a-Teilchen) 
und dem Kern ist notwiaidigerw'eise elastisch. Wir haben uns dahiT bei 
der Porc'chiiung des Wirkimgs- Querschnitts auf (11. (5. 14a) zu stutzen, in 
der (p {q) die Wellenfunktioii des Atoms, also in unsenaii Falle die des Kerns 
bedeutet. W egiai der Fi\ierung desselben ist, wiain wir überhaupt von einer 
Wellenfunktion des Kerns sprechen wollen, sicher (p ((j) — 0 für q > 0, 
n her 

('>) I 9* (</) f (<l) <1 H - 1 lind I (/.* (q) I ' (r, q) q> Uj) <1 1 ; T (r, 0). 

Die hier auftretende Wechselwirkung 1 zwischen unserer Partikel im 
Punkt r mit dem Kern im Punkt 0 ist aber diu Coulombsche: 


(5 a) 


r(r, 0) 


rEZ 

r 


Daher schreibt sich Dl. (5. 14a) zunächst 

(6) j ~~ ('<« 'I. 


Q Die Streuformel hei Nicht-Coulomb schein Kernfeide. z. B. für eme 
Gamovsohe Potentialmulde, wird diskutiert von 'Fh. Sexl, Zeitschr. f. Phys. 
67 , 766 (1931). 
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k igt der Welleizahl- Vektor der gestreuten Welle, k^ derjenige der einfallenden 
Welle. Beim elastischen Stoß ist 

(Ga) |/c| -- |/r(j| — k. 

jVIit Rücksicht auf Fig. 24 setzen Avir 


Fig, 24 



Streuung eines Bündels a-Strahlen durch einen in O l»efindli(!hen 
\toinkern 


wo e nnd Co Finheit>\ ektoren sind. J )h‘ Integration in (Gj laßt sich leicht aus- 
fuhren in eiiu'iii ])aRsend g(‘wahlten Bolarkoordinatiai-Systeni, dessen 
Bolarachse O J parallel dem I)iilerenz\ ('ktor Co — c hegt. Dit* Koordinaten 
des IntegrationS'Bunktes r in diesem Syst(*m si'U'ii /. 0, (p mit 

(Gc) r |r|, /t (p 2$ nm tKK 

Dann \Mrd (*inlacli 

(Co - C. r) - |Co - c| < cos /y. 

Nach der Figur ist alxT | Cq - c j Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks, 
dessen Winkel in D gleich & ist (6^ = 2iX0F -- Beugungswinkel oder 
Streuungswinkel) und dessen beide Schenkel 1 sind. Also 

(6d) I Co - e I - 2 sm . (c,, - e. r) = 2 r sm — cos O. 

Man erhält so 
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Ausführung d(*r Integration nach ^ gibt 


(7 a ) ('00 


2 TT c EZ 

k sin ß 2 


d r siji q i\ 


q 2 k sin 


ß 


Aber dieses Integral konvergiert nicht. 

l’iii die Konvergenz zu erzwingen, kann man mit WentzeP) formal 
einen ,, Konvergenzfaktor“ 


r 0 

hinzufugen und nach erfolgter Integration -> 0 gehen lassen. Man erhält 
dann 


(Ire i*^sin(}r 


<i 

4- 


— für }) 
<l 


und es entsteht aus (7a). vgl. auch (5. 14) 

— ;r c EZ 2 71 h'^ t' E Z 


(7 b) 




h:‘ sin’' 0/2 


M i M e sin’' e 2 


Die Gl. (5. 16) jiibt dann, auf den eJastisch(ai Stoß six'zialisiert, wieder 
senau die Eutherfordsclie Forniei, nämlich 


( 8 ) 



äQ 

mi4 ßj'l 


Dieses Kesultat ist nicht selbstverständlich, da das Born sehe Verfahren, 
wie wir wissen, nur eine Näherung für große Geschwindigkeiten ist, während 
die Kutherford-Formel. wi<^ wir betonten, beim nackten Kern exakt gilt. 


B. Krweiterung der Kutherford-Formel für ein neutrales Atom 

Für einen Kern mit einer ihn vollständig abschirinenden Elektronen- 
Hülle fällt die Konvergenz-Schwierigkeit fort. AA ir denken uns die Dichte 
der Filektronen-Hulle fest gegeben durch q {x'). Damit verlassen wir aller- 
dings den allgemeinen Standpunkt der Bornschen Näherung, von dem aus, 
vgl. den Anfang von § 5, die Freiheitsgrade des Atoms in die Störungs- 
rechnung mit einbezogen werden ««ollten. Unsere feste Hülle hat keine 
Freiheitsgrade mehr und unser Störungsproblem spielt sich im dreidimen- 
sionalen Baum der stoßenden Partikel ab. Bei den elastischen Stößen, auf 
die wir uns hier beschränken, ist diese Vereinfachung möglich, bei den 
unelastischen nicht. 


D G. Wentzel. Zeitschr. f. Phys. 40 , 590 (1927). 
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Die Wechselwirkung der Partikel E mit dem Atom schrieb^ 
früher F (r, g). Wir setzen jetzt q = x' = einer beliebigen Steife’ ddr’^ 
Hülle und haben, wenn wir uns an dieser Stelle ein Elektron (Ladung e) 
denken : 


F(r. r') 


vE 

|r- r'| ■ 


Ferner bedeutet jetzt in den Gin. (5) (g) 99 (g) dg die im Volumen- 

Fjlement dt' der Hülle enthaltene Teilchendichte ^>(r')dr'. Das zweite 
Integral (5), sowt^it es von d(‘r Elektronenliulle herriihrt, wird also' 




vEV\, \\ 


f p(tVr' 

J ir- t'l ■ 


Indern man (l(‘n Beil rag (5 a) des Kerns hmzufugt, hat man im ganzen 


(9 a) 


j ?’*(?) 1’ (r. <!)<!• (<l) <lil - fV. V. 


r -- 


Das Potential 1\ laßt sich bei allgemein gelassenem o natürlich nicht 
elementar ausrechnen. Aber (‘S gilt für die Differimtialgleichung 
1 1 \ — — 4 71 Q 

und daher auch (aulhu' für r - 0 ) 

( 10 ) /I f/' — - 47t o. 

Nun kommt <‘s uns nicht auf l’j odiT U selbst an, sondern nacli (5. 14a) auf 

(]]) 6'„„ - - r. 

Dieses Integral laßt sich aber nach dem GrmMischen Satze uinformen. 
Wir bemerken, daß 

( 12 ) u --- 

der Differentialgleichung genügt: 

(12a) An \ h — a =-- 0 . 

wobei noch wegen ( 6 a, c, d) gilt 


= fc’lco — el“ = 4kVin*0/2. 

Wir haben also mit Rücksicht aut (l‘2a) 

m '-„■«l-e/J'”''"'' 

Nach dem Green sehen Satz wird aber 

^ dx AnU — ^ dx u A ü 471 Z, 


( 12 c) 
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das Zusatzglied 4:7?:/ der Singularität von U im Nullpunkje ent- 
»]jru*iit. Ind(uii wir die Gin. (11) und (12b, c) zusarnmenlassen, haben wir 

” 1 k-^ Sit;» e/2 ] ''r '' •'< f’)- 

also mit Kucksieht auf (10): 

/- :i(’ E 


mi^ d(*r Abkurzun, 
( 11 ) 


F — I r/ r p (r) e' ^ ~ 


Diese Große F heißt ..Atomforni-Faktor“. Sie ist urs]»ruiiglich für die 
l^robk'iiK' der Ihmtgeii- Strahlung eing(‘fuhrt und wird uns in diesem Zu- 
sammenhang m Kap. VIII wieder begegnen. Auch dann, wenn die Dichte 
etwa kugelsymmetrisch verteilt isl (p (r) -- n (r)), ist F kenn' ndiio Zahlen- 
große, sondern hangt noch von dem ^Vmkel zwisclaui khnfalls- Richtung Cq 
und Streu-Richtung e ab. 

Vnser Wert (18) für unterscladdet sich von dem früheren Werte (7 b) 
nur dadurch, daßZ - I' an du* St(dl(‘ \ on Z geindiai ist. Dic'selbe Substitution 
ist daher auch an der Formel (S) \ orzunehnieii. DtT St noi- ()uerschnitt 
für ein lumtrales Atom ist in R ut herford -ahn hoher W eise dar- 
gestellt durch: 


(15) 



rE{Z -F) 
2 M / ^ 


<IÜ 

miD e 2 ’ 


Diese Formel rührt von Mott^) her. 

Wir bemerken ausdrücklich, daß (Uiu^ Koin ergenz-Schwierigkeit jetzt 
nicht auftrat, daß also das etwas ge-waltsame Mittel eines ,, Konvergenz- 
Faktors“ unnötig wurd('. In der Tat verschwindet di(‘ Differenz U zwischen 
dem Keriipotential Z/r und dem l’otential T\ der Elektroncaihulle bei einem 
neutralen Atom in solchem Maße für ? oc, daß die Konvergenz des 
Integrals (11) gesichert ist. 


h N.F. Mott. Troc. Koy. ISoc. London (A) 127, (158 (1930). Im ,,Er- 
ganzungsband" S. 227 wurde auf Grund eines sehr speziellen Atom-Modells 
eine Formel abgeleitet, die eine viel stärkere Abweichung vom Rutherford- 
schen Gesetz ergab und durch Streu-Versuche von F. Kirchner (Flektronen- 
Strahlen an Neon) bestätigt zu werden schien. Herr Kirchner sieht aber, wie 
er mir freundlichst mitteilt, seine damaligen statistischen Reihen nicht mehr als 
beweisend an. Die neueren Arbeiten, insbesondere die der Cambridger Schule, 
bestätigen im allgemeinen die obige Formel von Mott innerhalb ihres Gültig- 
keitsbereiches {v nicht zu klein!). Näheres hierzu vgl. in dem schon S. 392 
zitierten Buch von Mott und Massey. Kap. IX. 
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öxTrem 


All^rdiii^^s ist speziell für a-Btrahlen unsere Erweiterung (15| 
Rutht'rford-Eormel ini allgemeirierf gegenstandslos, weil wegen des ejR 
großen Wertes von k Mvifi der Atoinforni-Faktor extrem klein wird und 
gegen Z im allgemeinen vernachlässigt werden kann. ..Im allgemeinen“ be- 
deutet hi«r für & 0. Für 0 — () merzt das Hiiizutretc'ii von F zu Z einen 

Schonlieilsfehh'r der Rutherlord-Forinel aus, nämlich deren Unendlich - 
werden für (-) r 0. 

J^hiUMckelt man nämlich die Exponential-Funktion in (14) mit Rück- 
sicht auf (öd) für kleini' in eine Uotenzreila', liat man (g als sphärisch 
svinnK'trisch nngiaiomnaai) : 


tlb) 


F 


(Ix g{>} ‘2/. 


. r 

I 


(I X g (r) )'■ -f • 


Hier ist das ('rste (ilied gltäch d(T EhktroiKMizahl Z, das lnt(‘gral im zweiten 
(diede ist eiiH' ,\rt Tragh(‘itsmonient der ElektroiHai-Yiirteilung und kann 
^K'ich Zu- geriet zt wi'rdiai (n — ..Träglaatsradius“). Aus (Iß) folgt dann 

(Z - F)2 (2 /r^ u‘'Z)2 Mii'‘ Hj'l -f . •. 

daß sich beim Einsetzen in (lä) der XiaiiuT siiH (-') 2 m dia Uat herausluUt. 

Dasselbe gilt ^(al kibUtroiKai-Strahlen {M - a/. 7*.’ — wo al>er F 

w(‘gen des im allgeni(‘inen kl<‘im*ren Wertes \on /. iiiich für (-) : • 0 nicht 
iK'biai Z zu \ ernacblassigiai ist. le IxTiats in Anm. 1 \on S. B9H biaiuTkt 
wurde, gibt hi(‘r die Dl. (15) eiiu- iin großen und ganziai belraaligende Dar- 
stellung des e.xperiiiientellen Tatbestandes, laa nicht zu kleinem v. Im 
letzteren Falle treten die S. 8H8. Aimi. 1 gi-naiinten Resonderheiten auf. 
die eiiK' a lel Speziellere Analysi' ertonh'rn. 


C. Korpuskulare Ableitung der R u therf ordschen Formel 

D('r folgende W(‘g, der sich an Dd. I. S. 274 anscliließt, durfte besonders 
bequem s(*in. Die verlängerte Anfangsnchtung des Teilchens gehe im Ab- 
stand f am Xullpuiikt. d. h. am Orte d(‘s abbaikt'iKhai Kerns vorbei; man 


iKaintpden ,, Stoßparanieter“. W ir 
s(dir('iben Flächen- und Energi(‘- 
satz in ebenen l’olarkoordinaien 
r. f (vgl. Fig. 25) hin: 

. . . . .. 

(D ) - p r, — f > g'A 

cEZ M , 
r ^ 2 ■ 

pv ist der anfängliche Iin})uls, 



Fig. 2ö. Ablenkung einer a-Strahl- 
Partikel durch einen Kern nach der 
klassischen Mechanik. 
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die anfänglich(^ kinetische Energie des a-Teilchens in unendlich 

2 

großem Kernahstand. Man klammere ip^ in der zweiten Gleichung (17) aus 
und ersetze es nach der ersten Gleichung; ferner betrachte man f als 
unabhängige, = 1/r als abhängige Variable. Es entsteht; 

=f,.. 


Um eine lineare Differentialgleichung zu bekommen, djffereiitiiere man nach 
(p und hebe den gemeinsamen Faktor ^s/(1(p heraus: man erhalt: 


(18) 


dUs , eEZ 

— 4 - 5 = 6 , ( ~ 

(1 M jp“ 


Die allgemeine Ijosung lauttd: 


(18a) .s‘ — C -f i cos 9 » 4- sin q. 

Der Anfangszustand q = jr, x ^ 0 (vgl. die Figur) liefert : 
(18 b) A - C. 

Ferner ist im xVnfangszustand y = r sin rp yi. alsd: 


(i8c) i = (-* ) + +ii. 

mithin, da das Glied mit 0 verschwindet: 


(18d) B=i. 

V 


Die End- Asymptote verlaufe unter dem Winkel (p ~ f). 
mit (18d): 


(7(1 


4- cos ß) = sin ß, 

V 


(19) 


, ß 1 

ctg -y - - - -gy ■ 


Dann zeigt (iHa) 


(18a) ist die Polargleichung der Hyperbel, 0 ihr (äußerer) Brennpunkt: der 
Mittelpunkt Al ist in der Figur als Asymptoten- Schnittpunkt konstruiert. 

Die Zahl der Teilchen, die pro Flächeneinheit einfallen, sei n: dann 
fallen in den um die Einfallsrichtung beschriebenen Hohlzylinder mit dem 
inneren und äußeren Radius f und ^ ein 

(20) äls ~ n 271 pdp 

Teilchen. Diese werden in einen Hohlkegel mit dem inneren und äußeren 
Majitel 0 und61-|-d0 gestreut. Wir nennen den räumlichen Winkel, 
der zu diesem Hohlkegel gehört, dß; es ist also 
(20a) dü — 271 muß dß. 
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Aub (19) folgt die Beziehung: 

Daraus durch Differentiation: 

ß 




\ 




.(■f 


, , 1 

Mn*- 

l^jinsetzen in (20) und Elimination von d ß mittels (201)) liefert: 

7v 

' ' '> \M rV 


('20c) 


ctK?(/fi 


sm ß siir - 


ß ß 

Ersetzen wir hierin smE> durcdi 2 sm (*os — und gidien zum \ erhalt ms 

diT ahgelenkten zu den emtalhaiden Teilcluai, d. li. zum \A irknngsijuerscdmitt 

dS 

n 

iiher, so hal)('ii wir direkt die EuthiTford-Eurnu'l : 


(21 


dQ 


( 22 ) 


rEZr dN 




m* ß 2 


§T 

Gitterbeugung, Kristall- Interferenzen von Elektronen-Wellen 

ln der gewolmliclii'H ()})tik iintersehi'idt't man l)ekanntlich dii' Beugung 
<1111 einzeliK'ii Obji'kt (Spalt, Scheilu' . . .) von der Bi-ugung an einem 
System regelmäßig a ngeordneti'r Objekte (Strichgitter. Kreiiz- 
gittiT, Raumgitter). \hv beiden vorangehend lai Baragrapheii behandelten 
die Beugung der Materiewellen am einzelnen Hindernis (Kern, Atom). Wir 
wenden uns jetzt zur OittiTbeiigung. d. h, zur Beugung der Materi(‘- 
Wellen in Kristallen. 

Die ersten Versueh(* über diesen faszinierenden (Gegenstand, der wie 
kein anderer die Dualität Materi(‘ und Welle zur Anschauung bringt, ver- 
danken wir bekanntlich Da visson und Germer^). Es handelte sich um die 

') C. J. Daviflson und L. H. (Germer, Phys. Rev. 30, 705 (1927); vgl. 
auch Nature 119 , 558 (1927) und Proc. Nat. Acad. 14 , 317 (1928), sowie die 
früheren Versuche von Davisson und Kunsman, Phys. Rev. 22 , 242 (1923). 
Die im Text gegebene Theorie rührt von H. Bethe her, Ann. d. Phys. 87 , 55 
Sommerfeld, Atombau. 11 * 26 
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Beugung von Elektronen mittlerer Geschwindigkeit an einem Einkriatail 
von Nickel. Die beobachteten Beugungs-Phänomene sind richtige La^ue- 
Flecke, deren Anordnung die Symmetrie des Einkristalls widerspiegelt, 
wie bei der Beugung von Eöntgenstrahlen. Ebenso eindrucksvoll sind die 
späteren Versuche an dünnen Metall-Folien von mikrokristalliner Struktur: 
die ersten Aufnahmen dieser Art veröffentlichte G. 1\ Thomson^). Die 
beobachteten Beugungs-Phänomene entsprechen genau den Debye- 
Schorrer-Kingen der Böntgen- Analyse. 

Die schönsten und mannigfachsten Beugungsbilder aber hat S. Ki- 
ku chi 2) an Glimmer erhalten und zwar mit Elektronen hoher Gescliwindig- 
keit. Je nach der Dicke der Glimmerplättchen entstehen zweidimensionale 
Netze vom Charakter der Kreuzgitter-Beugung, richtige Laue-Diagramme 
oder kompliziertere, von hellen und dunklen Linien durchsetzte Gebilde. 
Wir werden uns hier auf einige Bemerkungen zur Theorie der Anordnung 
von Davisson und Germer beschränken und verweisen im übrigen auf 
die eingehende Darstellung von E. Fues^) über das Gesamtgebiet dieser 
Erscheinungen. 

^ Ein Strahl von Elektronen homogener Geschwindigkeit im Vakuum 
Mt senkrecht auf die Oberfläche des Ni-Kristalls (Oktaederflkche 111): 
beobachtet wurde auf der Einfallsseite, und zwar elektroiiietriscli. Dh* 
Spannung der Elektronenröhre variierte bei den einzelnen Versuchen 
zwischen 80 und 870 Volt. 

Bei 100 Volt Spannung betragt die Geschwindigkeit, wie bekannt. 



L • 10^ — 6 • 10^ cm sec. 


Vach der de Brogliescheii Formel berechnet sich daraus: 


A — 1,2-10 ®cm — 1,2 Ä. 


Man kann diese Berechnung übrigens in die mnemotechnische Formel zii- 
sammenfassen : 




(1928) (Diss. München); vgl. auch die vorläufigen Noten in den Naturwisß. 15 , 78C 
(1927) und besonders 16, 333 (1928). Schon 1925 hat W. Elsässer [Naturwifls. 
13 , 711 (1925)] die Versuche von Davisson und K uns man durch Interferenz 
von de Broglie-Wellen gedeutet. . 

D G.P. Thomson, Proc, Roy. Soc. London (A) 117 , 600 (1928jl; 119 . 
661 (1928). 

*) S. Kikuchi, Japanese Jouni, of Physics 5, 83 (1928); vgl. auch seijxen 
zusammenf assenden Bericht Phys. Zeitsohr. 31 , 777 (1930). 

*) Handbuch der Experimental-Physik, Erg.-Bd. II. Leipzig 1936. 
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V in Volt, A in Ä-Einheiten gerechnet. Dem angegebenen Spannungs- 
Berßich entspricht hiernach eine Variation der Wellenlänge zwischen 2,2 
und 0,6 Ä. 

Iijj folgenden werden wir die „Wellenlänge in Luft“ mit/l bezeichnen 
und von der Wellenlänge A iin Kristall unterscheiden. Das Verhältnis beider 
ist der „Brechungsindex“, den wir hier mit // bezeichnen wollen: 


A 



‘ Während der Brechungsindex für Eontgenstrahlen fast gena u gleich 1 
ist (nur die Erscheinung der Total-Kefloxion bei nahezu streifender Inzidenz 
zeigt, daß er uni Avenigi» Millionstel kleiner als 1 ist), ergeben die Versuche 
von Da vi sson und G ermer bei richtiger Interpretat ion, daß der Brechungs- 
index für Elektroiuaiwellen merklich größer als 1 ist. Dieser Umstand 
liefert dcai Schlüssel zur (juantitativen Diskussion der Versuche. 

Wir gehen von den Grundgleichungen der Lau eschen Theorie der 
Gitter-Interferenzen, Bd. 1, Kap. IV, Gl. (1.8) aus: . 

I a (a — a^) - UjA, 

(8) I h (ß — /?o) = 

\ c (y - yo) “ ^^8^- 

Die Koordinatenachsen, auf die sich die Hichtungskosmus 7 .ßy und oco/^o>^o 
des gebeugten und einfallenden Strahles sowie die Achseneinheiten abc und 
Ordnungszahlen der Interferenz Ug beziehen, sind senkrecht zueinander 
vorausgesetzt und sollen 1, 2, 3 genannt werden. 

Die Bichtungen 1 und 2 seien in der begrenzenden Oktaeder-Ebene, 
die Bichtung 3 also als Oktaeder-Normale gewählt. Nickel kristallisiert wie 
so viele Metalle kubisch-flächenzentriert. In der Oktaeder-Ebene bilden 
die Ni-Atome ein Netz von gleichseitigen Dreiecken. Wir können 1 als Seite, 
2 als Höhe eines dieser gleichsiatigen Dreiecke wählen. Die Gin. (8) be- 
ziehen sich auf das Innere des Kristalls, wie die Bezeichnung A andeutet. 
Dagegen sjiielen sich die Beobachtungen im Äußeren des Kristalls ab. 
Wir wollen daher die Glu. (3) in solche Großen umsetzen, die zum 
Kpistall-Äußeren gehören. 

EJienso wie zwischen A und/l müssen wir zwischen den Winkeln f 
im Innern und ß,0 im Äußeren unterscheiden. Wir setzen: 

sin ^ cos (pi ß — Biw #^sin (p, y — cos 
sin Öq cos (Pq, ßQ=- sin sin (p^, y^ = cos 

• 26 * 
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Nach dem Brechungs- Gesetz gilt für den Übergang Luft Kristall sowohl 
beim einfallendon^) wie beim gebeugten Strahl: 


(5) 


9^0 - ^ = ?'• 


sin 6^0 sm(9 
sm sm d 

Daraufhin ergibt sich aus ( 8 ), wenn man />, qi, X durch 8,0, A ausdrucki: 


( 6 ) 


a 

b 


/sm 8 

\ fl 
/sm 8 
V fl 


cos 0 


sin 0 


fl / fl 



sm^ 6^ 

fi^ 



fi^ 1 




Aus den beiden ersten Ghachungen hebt sich der Brechungsindex // 
heraus; sie lauten dann in deii.l, 8,0 genau so, wie die Gin. ( 8 ) in den 
/, q). Das luäßt : die Beugung an dem KreuzgiDer. das m der be- 

grenzenden Oberfläche aus den Richtungen 1, 2 geduldet wird, geht ebenso 
vor sich, wie bei Rbntgenstrahlen der Wellenlänge J , d. h. so, als ob der 
Brechungsinde'x // =- 1 wäre, ln d(‘r dritten (-lleichnng (0) dagegeui kommt ft 
wesentlich vor; sie wird von der dritten Gl. ( 8 ) v(‘rschi(‘den. Daraus folgt, 
daß die Kristall-Dimensionen in der Tiefen-Richtung 8 verzerrt erscheinen 
müssen, wenn man sie wie bei Rontgenstrahlen, d. h. olnu' Rücksicht aui 
den Brechungsindex // berechnet. G(‘rade dies haben Tb und G. aus ihnui 
Versuchen geschlossen: lOiereinst immung mit den allgemeinen Be- 
ziehungen zwischen Wellenlänge und Neigung, wie sie beim Oberflächeii- 
Gitter aus den erst(*n beiden Laueschen Gleichungen folgen, V erschieden- 
heit bezüglich Auswahl der W ellenlängen, die erst durch das Hinzukommen 
der dritten TiUii eschen Gleichung, d. h. durch diui Raiimgitter-Kffekt be- 
stimmt wird. Diese letztere Lnstimmigkeit gegenüber dem entsprechenden 
llöntgenstrahl-Yersuch hatten D. und G. provisorisch dahin formuliert, 
daß eine scheinbari' Kontraktion des Kristall-Gitters nach der Tiefen- 
Dimension um 70% auftrete. 

W'ir wollen uns zunächst theoretisch über den Grund dieser scheinbaren 
Verzerrung orientieren. Dazu dient die Schriidinger- Gleichung, die wii 
für unser(‘ gegenwärtigen Zwecke so schreilaui wollen: 


(7) 


A q) 


2 m |c| 


(11' V) q) - 0. 


D Nach dem, was oben über die Emfallsrichtung gesagt wurde, ist in der 
D.- und G.-Versu<‘hen Oq — 0. Doch ist es übersichtlicher, im folgenden mit 
einem beliebigen ©0 zn rechnen. 
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Die Schreibweise ist gegen früher dahin abgeiindert, daß wir den Faktor c 
iiTi zweiten Gliede der linken Seite hinzugefügt und das Vorzeichen von T' 
umgekehrt haben. Das hat zur Folge, daß jetzt |c| D' die Energie des 
Elektrons, — |c| V seine potentielle Energie an der betreffenden Stelle 
l)ed 0 utet. Mißt man, wie üblich, die Energie des Elektrons in e-Volt, so 
ist W direkt die Voltzahl und das elektrische Dotentidl, ebenfalls in Volt 
gemessen (bis auf den für das Folgende belanglosen Faktor 10 ^ bzw. 

nachdem c magnetisch oder elektrisch definiert wird). IE ist als Eigen- 
wert-Parameter dos Gesamt -Problems (Einheitlich, hat also d(*nselben W(^rt 
im Vakuum und im Kristall, sofern wir nur ,, elastische Streuung“ lu^ruck- 
sichtigen, was wir zunächst tun wolkai. E (lag(‘g(‘n (kleidet an der Tr(‘nnungs- 
l'lache eiiu‘, wie wir im folgend(‘n venunfachend amu'hiiK'n werden, unstetige 
Änderung. Im Vakuum (außcThalb des Kristalls) ist E — 0 zu setzen: 
im Gitter d(‘S Kristalls wird 1^ jieriodiscdi verand(‘rlich s(‘in, so jedoch, daß 
der Mitt('bs<‘rt Eq von 1 positiv ist. l)('nn das Eh'ktron befindet sich im 
Metall mi stabilen Gleichg(EWucht. S(*iiie jiotentiidle Energie - |c| P muß 
also hier, verglichen mit dem Außeri'n d(‘s Kristalls, negativ sein, was ja 
damit gleichbed(Eutend ist, daß E^^ posit i v wird. Wir können uns das Innere 
d(*s Metalls als eine , .energetische Muld(‘“ für das negative EhPtron denken. 
Man muß Arbeit aufw(Enden, um ein Elektron aus d(>r Mulde herauszu- 
hebt'ii (Pichardson-ElTekt). Vmgekidirt st(‘igert sich die Geschwindigkeit 
des Elektrons, waEim (^s \'on außi'u in das Metall hineiiigeschossen wird. 
Da sich nach der d(‘ Drogl loschen Grundgkichung die Gt'schwindigkeiten 
umg(‘k('hrt verhalten wi«' die Wellenlängen, so wird di(‘ Wellenlängt^ im 
Innern des Metalls kleiin'r als di(‘ Wellenlangi* im Vakuum. Das heißt 
alxT nach ( 2 ) 



Das M('tall ist für Elektronenwellen das optisch dichtere 
Medium. Ein schief einfallender Elektronenstrahl wird der Normale 
zugebrochen: beim Austritt des Elk'ktrommstrahles aus dem Mi^tall kann 
Tot a Ir et 1 (‘xion auf treten. 

Wir kommen zur numerischen DiEstnnmung des Brechungsindex. 
Integriert man Gl. (7) durch d(*n Ansatz der ebenen WTeIIo und ersetzt V 
durch seinen Mittelwert Vq, so wird die Wellenzahl gleich der Wurzel aus 
dem Faktor von yj. Da die Wellenlänge zur Wellenzahl unigeki^hrt pro- 
portional ist. folgt aus ( 7 ) sofort: 



\ w 



( 8 ) 
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Diese Gleichung ist identisch mit der Gl. (IX) aus Kap. I, § 4, ebenso wie 
Ungleichung (7 a) tibereinstimmt mit den dort anschließenden Unglei- 
chungen (IX a). Die Beobachtungen von D. und G. geben die Möglichkeit, 
f( und damit Fq empirisch zu bestimmen. Voraussetzung ist dabei natürlich, 
daß die einzelnen Beugungs-Maxim a richtig gedeutet, d. h. den reflek- 
tierenden Netzebenen des Kristall-Innern in richtiger Weise zugeordnet 
sind. Die in der Tabelle benutzte Zuordnung ist verschieden von derjenigen 
Zuordnung, die D. und G. ursprünglich (Nature) gaben, und stimmt mit 
derjenigen überein, die sie in der endgültigen Publikation (Phys. Bev.) 
alternativ vorschlugeii. 


H’(Volt) , 

.1 (A) 

1 -i{A) 


1 0 (Volt) 

54 i 

1,67 

1,49 

1,12 

13 

106 

1,19 

1,13 

1.06 

11,5 

160 ' 

0,97 

0,92 

1,05 

14 

188 j 1 

190) 

0,89 

0,85 

1,04 

1 5 

310 ' 

0,70 

0,68 : 

1,03 

16 

370 i 

064 

0,62 

1 1,03 

25 


In der tTsteii Spalte stehen die Voltzahlen für den einfallenden Elek- 
tronenstrahl; aus der Gesamtheit der Versuche wurden dalxü nur einige 
Eeprksentanteii ausgewählt. Die Selektivität des Vorgangs und zugleich die 
räumliche Natur der Gitterwirkung kommt darin zum Ausdruck, daß jedes 
Beugungsmaximum nur bei einer bestimmten Geschwindigkeit (eben der 
in der ersten Spalte angegebenen) auftrat bzw. seine größte Stärke erreichte. 
Die zweite Spalte gibt die Wellenlänge außerhalb des Kristalls, berechnet 
nach der de Brogli eschen Fundamental-Beziehung. Die dritte Spalte 
zeigt die davon verschiedene Wellenlänge im Innern des Kristalls, berechnet 
nach der Lau eschen Theorie im Sinne der Gin. (3) (bzw. nach der damit 
identischen Braggschen Gleichung). Als Quotient von/1 und A ergibt sich 
dann der Wert von //,, vierte Spalt(‘: die durchschnittliche Abnahme von // 
in der Reihenfolge von oben nach unten (wachsende Geschwindigkeiten) 
entspricht der Gl. (8), nach der sich ja // um so mehr der 1 nähern soll, j^ 
größer W wird. Gl. (8) zeigt zugleich, wie bei bekanntem // der Wert vor 
Vq, letzte Spalte der Tabelle, zu berechnen ist. Der Mittelwert von Vq auf 
allen Messungen von D. und G. ergibt sich zu 15 Volt. 

Dieser Wert ist lehrreich für die Erkenntnis der Natur der Metalle 
Gibt er uns doch nach obigem direkt die Austritts- Arbeit, die ein Elektror 
überwinden muß, wenn es aus dem Metall entweichen will, während dei 



V. 7. 8 


( 4itterbeugung, Krißtall-Interferenzen 


407 


■Rieh ardson- Effekt nicht diese Austritts- Arbeit selbst liefert, sondern 
nur ihren tiberschuß gegen die Arbeit desjenigen Druckes, der von den 
Leitungs-Pjlektronen im Innern des Metalls auf das austretende Elektron 
ausgeubt wird. Daß es möglich ist, durch Edektronenstrahl-Versuche die 
Arbeit Fq (dnzeln zu bestimmen, liegt offenliar daran, daß die in das Metall 
hineingeschossenen Elektronen einem ganz anderen (höheren) Geschwindig- 
lodts-Bereiche aiigehören als die Leitungs-Elektronen. Dieser Fmstand 
zeigt auch, daß das I^auli-Prinzip, welches die Geschwindigkeits-Ver- 
t(41ung der Leitungs-Pjlektronen beherrscht, die Bewegung der schnellen, 
hmeiiigeschossenen Eb'ktronen nicht (‘inschränkt. 

Die Tatsache, daß für den tibergang Metall Vakuum }(' 1 //( 1 

ist, laßt Tota 1-B (dlexion bei solcluui Elektronen vorhersehen, die unter 
limreiclH'iid kleinem VVink(‘l aus denn IniK^rn des McTalls gegtm die Obi^rfläche 
auftreffen, ln d(‘r Tat z(‘igt sich di(‘S in d(‘n Beobachtungen von 0. und G,: 
(b‘wisse pjlektronenstrahl(‘n, die man auf Grund d(‘r unkorrigierten Lau(‘- 
scb(‘n Theorie (‘rwarteii sollte, werden im Äußern nicht beobachtet. 

Gl. (H) zeigt zugleich, daß bei schnellen Elektronen-Strahlen, Fy, 

(b'r Brechungsindex /( sich der 1 nähert. Die (juantitativen Verhältnisse 
werden dann denen (l(‘r Böntgimstrahl-Interfenuizen analog. Deshalb kann 
man du' Beugungs- Hinge, die G. B. Thomson (s. oben) und viele andere mit 
schnellen Elektronen-Strahlen ((iWißenordnung M' = 80 kV) aufgenommen 
haben, genau wie die ])ebye-Scherr(‘r-Bmge der Bimtgen-Spektroskopie 
ausw(Tten: Man findiT dabei tatsächlich in beiden Fällen durchaus dieselben 
Gitterkonstant(Ui. 

Mit di(‘ser Skizz(‘ ist aber nur der (^rste Schritt zu einer vollständigen 
Theori(‘ der Elektronen-Beugung im Kristall getan. So wie di(‘ feineren 
Zuge d(‘r Bontgiui-Interferenzen durch dit' kinematische Theorie von Laue 
noch nicht wiedergegeben w(>rden, sondern die dynamische Theorie von 
EwahD) erfordern, so muß man auch bei den Elektronen-Interferenzen im 
Kristall zu einer verfeiiKTti'ii Theorie fortschreiten. Dazu hat man 
zunächst das im Metallgitter variable P^otential F in eine dreifache Fourier- 
Reihe zu entwickeln und die Eigenfunktion yj in entsprechender Form an- 
zusetzen. Die Einführung des Brechungsindex fi läßt sich auf diese Weise 
in erster Näherung rc^chtfertigen. ln zweiter Käherung findet man eine 
gewisse Breite für die Reflexions-Maxima und auch ein(‘ gewisse Verschiebung 
ihrer Lage gegenüber der elementaren Theorie. Aus der Schwächung, die 
die Elektronenwtdlen durch Reflexion erfahren, berechnet man die Anzahl 
der Netzeb(‘nen, die die Elektronenwelle durchlaufen kann; sie beträgt in 


D P. P. Pjwald, Ann. d. Phys. 54 , 510 (1918); vgl. auch Handb. d. Phys. 
XXIII, 2, 2. Aufl. Berlin, Julius Springer, 1926. 
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den Versuchen von D. und (h etwa 10 bis 100 Schichten ; von der Schwächung 
der Elektronenwelle durch unelastischen Zusammenstoß mit den Metall- 
Ionen ist dabei abgesehen. Durch letzteren wird die Zahl der durchlaufenen 
Schichten weiter verkleinert, im Falle von I). und E. vermutlich stark, da 
die von ihnen benutzten Geschwindigkeiten für den Anregungs-Prozeß 
günstig liegen. Schließlich laßt sich auch der Mittelwert des l’otentials, also 
unsere Austritts-Arbeit rein theoretisch bestimmen, wahrend wir sie 
oben empirisch aus den Beobachtungen entnommen habtai. Dazu ist fis 
notig, für die Met all- Atome ein wellenniechanisches — iiK'hr oder minder 
wasserstoffahnliches - Modell zu benutzen. Der so gefundene Wert 
von Ff) stimmt mit dem obigen Werte, 15 Volt für Nickel, recht gut uberein. 
Näheres über die hier nur angedeutete verfeinerte Theorie enthält die in 
Anm. 1, S. 401 zitierh' Annalenarbeit von H. Bet he und der Artikel 
(b'ssi'lben Verfassers in Handb. d. Phys. XNIV, 2. 2. Aufl.. Nr. 28 n. ft. 


§B 


Die Diracsche Spin-Korrektion als Störung 

Ein Storungs-Problem besonderer Art hegt vor, wenn wir versuchen, 
die Dirac-Gleichung, von der Schrödinger-Gleichung ausgehend, angenähert 
zu losen. Dies wird nahegelegt durch den Zusammenhang zwischen dei 
relativistischen Schrödinger-Gleichung und der iterierten Dirac-Gleichung, 
der in Kap. IV. §2, Gl. (10), dargelegt wurde. Die linke Seite dieser Glei- 
chung, gleich Null gesetzt, ist die relativistische Schrödinger-Gleichung aus 
Kap. IV, § 1 : sie ist y-frei. Die rechte Seite, welche die sechs y-Produkte 
enthält, nennen wir ,,Diracsch(‘ Spin-Korrektion“. 

ITii das Verfahren praktisch zu machen, werden wir uns auf stationäre 
Fälle beschränken und das Vektorpotential 21 gleich Null setzen (reines 
elektrisches Feld ^ = — cgradF). Dann geht dii‘ relativistische 
Schrödinger-Gleichung (bis auf ein Korrektionsglied mit F^) der Form 
nach in die gewöhnliche Schrödinger-Gleichung über, deren Lösung 
als bekannt angesehcm werdiui darf. Man erhält nämlich mit 

aus (IV. 2. 10) 

(1) Atp + \(E - l-y - Ji“' v - J’, (y srad 1') V- 


Auf der linken Seite schreiben wir 

1 2£/E' 


(la) 






‘lE 


F“ 
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und setzen, gewissermaßen abkurzend: 




E“ ~ E! 
'2 E 


H', 


2E 2 m 


Wir habc'ii dann nach (il. (1), wenn wir das letzte (xlied rechts von (la) 
liehen die Spinkorrektion setzen: 

2 7)i V * k ^ 

lü) .d yi + ^^2 (ir - 1’) f iy Krad I’) y - V'- 


Links steht die linke Si'ik' der gewöhnlichen unrelativistischen Schrödinger- 
(IhMclmng mit den durch (2) definierten Wertim von IL und m (vi bedeutet 
nach (2) einfach das Massen-Aquivahait des KigenwiTtes E ~ 7nc^). Urn 
(he Größenordnung der Korri'ktionen auf d(*r rechten Seite zu uherblicken. 
•;])('Ziahsieren wir L in GouloinhscluT Art 


r - 



1 


und (^halten tur die rechte Seit(‘ mit a -- /m : 


also ein Glied erster Ordnung ina/ und ein Glied zweitiT Ordnung. 

Wir (‘iitwickeln jetzt die gesuchte Funktion y> in eine Keihe, die ins- 
hehoiidere im C'oulomb-P'alh' elauifalls nach Potenzen von a/ fortschreiten 
wird: 

(5l y, ^ y<„ f -t V >2 + ■ ■ ■ 

Kiiis(^tZfii Ul (3) iiud Vur};leicli d('r buidcrsfitinun (irößunordnuiigen 
lii-tcrl 

/) yi„ ^ 0 . 

I>V, " 

(6) " ^ j-a 

ev’a - (rb™d 1') V, - /,a,.a V’o- 


I) hi'deutet hier den Operator der Schrödinger-Gleichung (3), also, wenn 
war die Bedeutung von IL und m aus (2) einsetzen: 

(ÖH) 1) - j + 

Das allgemeine Glied der Folge (6) wird ebenso wde das dritte zwei- 
gliedrig; es lautet ersichtlich 

J/2 

(61') 1) V„ = Yc ( V’n 1 - V’ii-i- 
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Wir zeigen nun, daß wir bei gegebenem die erste Näherung 
unmittelbar hinschreibon können. Dabei ist es bequem, zunächst eine 
Hilfsgröße ^ zu bilden, die der y-freien Gleichung 

(7) ^ grad V ■ f„ 

genügen soll. Indem man dann setzt 

(7 a) v’i=-y,(rv). 

befriedigt man ersichtlich die zweite GL (6). Zur Lösung von (7) machen 
wir den Ansatz^) (n verfügbare Konstante) 

(8) 9 -- a grad 

und beachten: Alle Terme des Operators i>, GL (6a), sind mit der Operation 
des Gradienten vertauschbar, ausgenommen das Glied mit dem Faktor T'; 
es gilt nämlich: 

2E 

(8a) D grad - grad /) \p^ = grad 1 • yy,. 


Hier verschwindet das zweite Glied links wegen der ersten GL (6). Wir 
haben daher, indem wir (8a) mit a multiplizieren und (8) berücksichtigen: 
♦ 2Ea 

(8 b) D<jp - grad L • y),. 

Daraus folgt durch Vergleich mit (7) 

fl c 

(8c) 


Hiermit ist unser spezieller Ansatz (H) gerochtfertigt und die darin vor- 
kommende Konstante a bestimmt. 

Die allgemeine Liisung von (7) erhält man nach bekannter Kegel, wenn 
man der speziellen Losung (8) der inhomogenen Gleichung die allgemeine 

Lösung der homogenen Gleichung überlagert. Wir nennen diese letztere A . 
wobei also gelten soll 


(8d) DA'-O. 

Die allgemeine Losung von (7) schreibt sich dann 


(8e) 


V = Iß Vo + -V 


0 Die ursprüngliche Darstellung dieses Naherungs- Verfahrens war um- 
ständlicher. Vgl. A. Sommerfeld und A. W. Maue, Ann. d. Phys. 22 , 620 
(1936). Die Bemerkung, daß man den Ansatz (8) unmittelbar verifizieren kann, 
rührt von H. Welker her. Man vgl. auch ein ähnliches Verfahren in dem S. 392 
zitierten Buch von Mott und Massey, S. 51. 
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und unsere erste Näherung wird nach (7 a) 

(9) Vi = (r | 2 Tad Vo) + Vt (r 

Leider ist es nicht möglich, auf diesem Wege fortzufahren und die 
nächste Näherung \p^ in ähnlich einfacher Form zu berechnen. Vielmehr 
fuhrt diese bereits auf Integral-Darstellungen, die nicht mehr elementar 
auszuwerten sind. 

Bisher wurde der Eigiaiwert E in der Dirac-Gleichung (1) als bekannt 
angesehen. Dies ist im kontinuierlichen Spektrum berechtigt, wo der 
Wert von E belit'big vorgc^schrieben werden kann, aber nicht nn d i s k r e t en^) . 
Wir müssen daher in dies^aii Falle gleichzeitig mit der sukzi‘ssiven Approxi- 
mation der Eigenfunktion yj auch (äne solche' des Eigenwertes E vornehmen, 
ähnlich wif' m der allgemeiia'ii StörungstheorK' von 1. Gl. f4a) 


(10) !!=- ■ 

I h - f'o -f- f , + /^2 + ■ ■ ’ 

Dementsprechend haben wir das Energie-Glied in (1) anders als oben. 
Gl. (la). zu entwickeln, nämlich folgendermaßen; 

(lOa) |(E- T)'- El] 

+ (fo “ M ^ r T k ^ I -f • • ■ 1 • 
Hier haben wir durch die senkrechten Striche diejenigen Glieder vonein- 
ander abgetrennt, die wir in nullter, erster, . . . Näherung berücksichtigen 
werden. Statt der Folge (6) erhalten wir auf diese Wi'ise 


(11) 


J)y^Q 0 , 

ev-, =-- ||7,(r '■)lvv 

®V’a {/^. (r Krad T) - (t„ - r)j y, 


D Vgl. hierzu auch ü.Araki. Science Reports of the Tokyo Bunrika 
Daigaku 3, Nr. 47- 49 (1936). 
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Der Differential-Ausdruck ]), der wie vorher in der ganzen Folge denselben 
Wert hat, hedcMitet ähnlich wie in (6 a): 

(lOi) /) =. J + (f,? — ‘2 f, , T’ — K;). 


die Anzahl der (llieder steigt jetzt in den aufeinanderfolgenden Gleichungen 
sukz(‘ssiv an. 

Wir wolh'ij Ziagen, daß /-j — 0 sein muß. Dazu stutzen wir uns auf 
den allgemeinen Satz von S. 843: Die rechte Seite jeder unserer inhomogenen 
Gleichungiai muß, damit dieselbe eine stetige Lösung habe, zu den Lösungen 
der homogenen Gleichung, also in unserem Falle zu ..orthogonal“ sein. 
Das besagt, angewandt auf die zweite Gl. (11); 

(12) j V’,: if« - 1 ') fo 1;. (j' • I V’« ' ' v'o V- 

Hier verschwindet die rechte Seite. Wir schließiMi dies aus dem Impulssatz 
und der im stationären Fall daraus fließenden Folgerung grad V — ü. 
Gl. (III. 2. 17a), welche mit dem Verschwinden der ri'chten Seiti' von (12) 
gleichbedeutend ist. 

Somit ergibt Gl. (12): 

(18) f, f •') -- 0 

Also ist m der Tat 


(13 a) El = 0. 

Denn das Integral in (18) kaim nicht verschwinden. Vielmehr zeigen wir, 
daß es das Normierungs-Integral für darstellt. 

Wir betrachten zu dem Ende zwei Lösungen y) und y/ der Differential- 
gleichung 7) — 0, die zu den Eigenwerten E und E' gehören. Dann gilt 

2 /E 4 E' 


0 


ip' /I y^ A y>' t 






- V 


j V’ v' 


= 0 . 


Hieraus folgt durch Integration über den Koordmatenraum unter An- 
wendung des gewöhnlichen Greeiischiai Satzes: 

(U) (E - K') j (^'-i-? ^ - T') Xj,' dr ^ 0. 

Wir haben also für E' ^ E die Orthogonalitäts- Bedingung m der 
Form 

(14a) I (® ^ - V) vf'ilT = 0. 

In analoger Form haben wir die Normierungs- Bedingung anzu- 
setzen, indem wir £" = E, y/ — y^* machen. Es entsteht: 

(14 b) ^ {E — V) y) yj* d T — Const E^. 
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Dabei haben wir die Const so bestimmt, daß beim Übergang zur nicht- 
relativistischen Schrödinger-Gleichung (E/Ef^ -> 1 , TV-^o Ö) 
mierungs-lntegral die gewohnte Form 

(14 c) ^y)yj*(lT = l 

annimmt. Offenbar rührt der Unterschied zwischen (141)) und (14c) daher, 
daß m unserem Differential- Ausdruck D der Eigenwert E quadratisch, in 
der Schrödinger-Gleichung dagegen linear vorkonnnt. 

Auf Grund der nunmOir vollständig bewiesenen Gl. (IBa) vereinfacht 
sich das System (11) zu* 

7)Vo - 0, 

Cv’i “ (f «f“*) I') Tir 

r 1 

Cv's -- ]f^ (r«'*") '’)v’i /,2 ,/2 (- ('■« ^ ' 


Divzv\(‘i1e Gb'iclmiig stimmt j<‘tz( mit der zweiten GUachiing des Systems (6} 
uberc'in. Daraus schheßiai wir. daß an der truhi'ri^n Derechnung 
von Gl. (9), auch im diskreten S])ektriim nichts zu andern ist. 

Auf du' dritte (Jl. (15) wendtai wir wKab'r iinsenai Orthogonalita-ts-Satz 
an (Multiiihkation der rechtiai Siate mit y* und Integration über den 
Koordiiiati'iiraum). Indem wir Gl. (14b) mit U— biTucksichtigen. 
findi'u wir 


(ISa) 


‘2 E, 
//2 



r)v-, 



y\) ^ v’d 


Emsetzi'iU) aus Gl. (9) und /jusammenziehen (l('r y-Faktoren lu'ji'rt tiir das 
erste Integral in (I5a): 


(ir)b) j W graA y’„} <1 T 

^'o ' . 




./öl'd 
^ "\d T d y 


dV öf„ 

d // d 




wobei die . . . diejenigen Glieder andeuten, die aus d(*ni zuletzt hingeschrie- 
benen durch zyklische Vertauschung hervorgehen. Offenbar müssen diese 
Glieder verschwinden, weil die übrigen Glieder von (15a) y-frei sind. Wir 
bestätigen dies in dem uns interessierenden Soiiderfalle V^o = V^o 


Ü E ist wieder durch c« zu ersetzen. Das tilied mit X ist, fortzulassen, 
vgl. unten bei (11. (19). 
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Dann können wir nämlich den Faktor von ^ folgendermaßen 

schreiben und durch partielle Integration umformen: 


j /d V d 

y>?^ 

ÖV 

d 


' / d^V d'^v \ 

J \d X dy 

0 

dy 

d X 

-J 

\\d yd X d xdy) 


Dieselbe Umformung verwandelt das erste Integral von (15b) in 

Statt (15a) können wir daraufhin schreiben: 

(löc) '1E„ fa j (j^ AV - r“) y)l (I T. 

Die weitere Berechnung von fg i^^bt sich nur bei Spezialisierung von U 
(s. unten) durchfuhren. Wir bemerken noch, daß die vorstehende Be- 
rechnung der zweiten Näherung $2 <les Eigenwertes Hand in Hand 
ging mit der Berechnung der ersten Näherung der Ihgenfunktion und 
daß dabei die zweite Näherung Eigenfunktion nicht gebraucht 

wurde: dieselbe Bemerkung haben wir z. B. beim Stark-Effekt, S. 35tl, 
gemacht. 

Wir behandeln jetzt zwei Beispiele: 

A. Die Feinstruktur-Formel im (Irundzustande des Wasser- 
stoff-Atoms. (Für die angeregten Zustände müßten wir das Vorher- 
gehende durch Berücksichtigung der Entartung, vgl. §9, ergänzen). 

Wir setzen die Eigenfunktion y)^) nullter Näherung in Schrödinger- 
scher Form an: 

(16) 

jiasseii aber die hier eingehenden Konstanten A und N der jetzt geltenden 
Differentialgleichung D = 0 mit V = — Z e^/r an. Für A ergibt sich 
durch Einsetzen von (16) in (11a) und Nullsetzen der beiden Glieder mit r® 
und die Doppelgleichung: 


(16a) 


“ k c ’ 


daraus folgt für Eq'. 

(16b) £„ = ß„(l+a»;?V-- 

Sodann bestimmen wir N aus der Normierungs-Bedingung (14 b), 
nämlich aus 


4 JiN* j (^Eq -f r^dr = 

0 
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Man findet leicht 

(,6.) + 

.letzt berechnen wir die beiden in (15c) vorkoinmenden Integrale: 


( VY>f,<^T = 
j AVfidT - 


i7i c“* 1 dr — 






'"1 

0 

Lim ( A VdT - f ~ da = 47iN'‘Ze\ 

r=«J J <>r 


Sonnt ergibt (15c) 


2K 




Ze 

‘2A 


udcT wesen (IGii), (16b), (16c) 


(17) 


K, (oLzy 

•2 (l-fa»ZY's 




J)](‘ zuletzt hingeschriebene Näherung entspricht dein (haiauigkeits- 
uiiid unserer Kechnurig. Da nandich d(‘n Faktor enthalt, wird Eq (olZ)^ 
liinMchtlich der r-Abhängigkeit klein von der Ordnung icnZ)^. Diese Größen- 
ordnung können wir bei unserer Näherung zweiter Ordnung garantieren, 
liohert' Glieder in oiZ dagegen nicht. In derselben Näherung entwickelt 
wird nach Gl. (16b) 


e, = E,(l-l(oiZ)Y-l{^Z)*). 


Derucksichtigeii wdr also noch — 0, Gl. (18a), so haben wir nach (10) 
i'iir den in zweiter Näherung korrigierten Eigenwert 

(1 Hl E ^ 8, + 8o - 1^0 (1 - l (a - i (a Z)^y 

Dies stirnnit uberein mit der Feinstruktur-Formel aus Kap. IV, Gl. (7. 50), 
wi'iin wdr dieselbe für den Grundzustand h ~ 1, — 0 spezialisieren 


(18 a) E ^ E, yi - a'Z“. 

und bis zum gleichen Gliede entwickeln. 

Es ist aber fiir Späteres nützlich, außer dem hligenwert auch die Ei gen - 
funktionen des Wasserstoff-Grundzustandes (der ,,iiL-Schale“) nach 
unserer jetzigen Methode zu entwickeln. Nach (9) haben wir, wenn wir 

aus (16) einsetzen und A’ = 0 setzen ^ 
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Benutzen wir für A die m (16a) enthaltene zweite Darstellung, so sehei 
wir, daß mit aZ proportional ist. Es ergibt sich nämlich 

(ICa) V’i = - 7 '• 

Dies ist der (irund dafür, daß wir A' -- 0 setzen durften. Wie wir nämlicl 
in unserem Beispiel B ausfuhreii werden, ist A' allgenu'in so zu bestimmen 
daß die für geforderte (Irößenordnung aZ durch geeignete W ahl \-on .A 
hergestellt wird. Im gegeimartigen Falle hat aber benats das in (19) hm 
geschri(*bene (Tlieal dii‘ Ordnung aZ. 

Aus (16) und (19 a^ folgt nun als erste Aaherung der bugeaifunktion ii 
ausgiTechnet er Form : 



Man überzeugt sich ohm* Schwierigkeit, daß diese Darstellung in ihnai 
radialen Teile ubereinstimmt mit demjenigen m (IV. 8. ßl ), wenn niai 
letzteme nach Boteaizeii \on aZ entwickelt, und daß auch die Winkel 
abhangigkoit derjenigeai in (IV. 9. 2) entspricht. Nofemn man daselbs 
Ic — 1, )ii - I si'tzt. Fm die rberemstiimuung vollkommen zi 
machen, hat man in (20) nur mich deai Xulltealtm hmzuzufugen: 

r bzw. yi^r mit J" =r { (1 4 y^) (] 4- ty^ 2 ^. 

je nachdem e's sich um die durch in -- I oder vi. — \ sjiezifiziemti 

Spm-Bichtung handelt . 

Wnr kemneij also zusammemlassend sagen: Die Figeoi funkt ionen de' 
beiden K-Elekt reinen (emt gegenigeset zt er Spin, m - J) werdei 
in erster A'aherung, d. h. bis auf Imhere Peitenzem von aZ, durch dieselb» 
Fleichung (20) dargestellt, vvenn man nur den Beduktieinsfakto 
beidemal passend wählt: nämlich so: 



B. Die Figeiiiunktion der iin Coulomb-Felde gestreutei 
ebenen Elektionemwmdh'. W^ahrend wir unter A ein Beispiel aus den 
diskreten Spektrum betrachtet haben, bei dem yp und K gleichzeitig zi 
approximieren W'artm, handelt (‘s sich jetzt um ein Beispiel aus dem koii 
tiiiuierlichen Spiktrum, in dem K gegeben und nur y) gesucht ist, nämlic 
um die relativistische Verfeinerung der Darstellung (6. 1) für die ebene, ir 
Coulomb-Felde gestreute Welle. Wir schreibiui sie hier sogleich in der vei 
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allgemeinerten Form (IL 9. 31) für eine beliebige Kichtung k der ein- 
fallenden Welle 

I g = i(kr — (k r)), 

_ 

iß' 

Den hier angegebenen Wert von n erhält man aus dem früheren 

Z 


wenn man einsetzt 
(22 b) 


m r ’ 



(de Broglie) 


und beidemal unter w die relativistische, zur Anfangsgeschwindigkeit v 
der Partikel gehörende Masse \'erRteht. In der Formel für k ist dies nach 
de Broglie geboten, in der Formel für a, wo sonst statt m stand, be- 
deutet es eine fiir unsere Zwecke notwendige Uindefmition, Indem sich 
dann im Produkt ka der Faktor m heraushebt, entsteht aus (22a) direkt 
der Wert (22) für n. 

Dit' Einführung der bewegten Masse m statt der Ruhmasse ist der 
eine Schritt zur Anpassung der Schrodingor-Eigenfunktion an die nullte 
Näherung d(‘r Dirac-Kigenfunktion und entspricht der zweiten Gl. (2). 
Der andere Schritt besteht darin, daß wir die Wellenzahl k durch den 
gegebenen Eigenwert E der Dirac-Gleichung folgendermaßen definieren: 

EE — E" 

(■22.1 


111 tiberemstininiung mit der ersten Gl. (2). Bei der so festgesetzten Be- 
deutung von k und n können wir nunmehr (22) unserem Approximations- 
Verfahren als nullte Näherung zugrunde legen. 

Indem wir zur ersten Näherung ubergehen, haben wir zu bilden 


grad + (fc ^ - fe)L„ (p) j , 

und erhalten nach (8e) 

(28) ^ e' j| L„ (e) + (^ - ^) K (q) I + X. 


Der Faktor ß im letzten Ausdmck kommt zustande auf Grund der 
de Broglieschen Beziehung und des Satzes von der TrägÜsit der Energie: 


(28 a) 


hck_^cmv_^ 
E ^ 


Sommerfeld, Atombau. 11. 


27 
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In (23) steht noch die unbekannte Vektorfunktion A'. Um diese z 
bestimmen, erinnern wir an die Entwicklung (IT. 7. 21) von L: 


n o 7L{n — l) 
(28 b) L{g) = X ~ - ~-\- 


1 1 ! 


L’{q) 


n 


1-2 2 ! 

n — 1 g {n — 1) {n 
2 V. ~2~ 3^ 


2)^^ \ 
2! / 


Aus dieser letzten Gleichung geht hervor, daß der mit (g) behaftet 
Summand auf der rechten Seite von Gl. (23) von der Ordnung 


i ßn — aZ . . vgl. (22) 

ist, wie wir es für unsere erste Näherung gefordert haben. Dagegen ist dt 
erste Summand derselben Gleichung von der Ordnung iß ‘ X, was unsert 

Forderung widerspricht. Wir beseitigen diesen Widerspruch, wenn wir J 
entgegengesetzt gleich diesem ersten Gliede wählen, was zulässig ist, we 

dieses Glied proportional ist und somit der Forderung / UY — 0 genügt 
Wir haben also in nunmehr bestimmter Form 


♦ 

(230) U *2 '"'‘''(7 

Hierfür können wir nach der Bedeutung von g auch schreiben: entwedt 

(28 d) ^ ^^f'‘*'>gradL„(e) 

oder 

(28e) 

dk 

Es ist also nach (7 a) auch und 4“ V’i einfacher geschlosseia 

Form bekannt^). Für yj erhalten wir, je nachdem wir Gl. (23d) oder (23t 
benutzen : 

(24) y -r- ('• «'*11+ y, (y grad) | L„ (p) • 7 

oder 

(24a) y = 0- «„ ji _ { y )- r . 

d h 


^) Dieselbe oder eine äquivalente geschlossene Darstellung wurde, wen 
auch auf umständlicherem Wege (Aufsummieren von Kugelfunktionsreihen 
gefunden von 0. Scherzer. Ann. d. Phys. 13, 137 (1932): J. Meixnei 
ZS. f. Phys. 90, -312 (1934); W. H. Furry, Phys. Rev. 46, 39 (1934). 
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Wir haben in (24) und (24a) rechter Hand einen von den Koordinaten 
unabhängigen Faktor F hinzugefugt. Mit diesem hat es folgende Be- 
wandnis. Wir fordern, daß unsere Lösung nicht nur die iteriorte, 
sondern auch die engere lineare Dirac-Gleichung in erster Näherung 
befriedigen soll. Es handelt sich also darum, aus der größeren Mächtigkeit 
(l('r Lösungen der itorierten Dirac-Gleichung diejenigen der linearen Dirac- 
Gä'ichung auszusondern. 

Der allgemeine Weg hierzu wäre der folgende: Schreibt man die iterierte 
Ihrac-Gleichung in der Form 
(241)) 7L />_ V’ ^ 

wo /); der lineare l)irac-()perator ist: 

y)i == (y griul) - y, (E - F) 

SO genügt offenbar 

(24 c) ^ /L V 

(l(‘r linearen Dirac-Gleichnng 

- 0 . 

Man hat also nur notig, auf die Losung der iterierten Dirac-Gleichung 
die Operation D auszuuben, um m ^ - D. du: gesuchte Lösung der 
linearen Dirac-Gleichung zu erhalten. 

Einfacher kommt man aber folgendermaßen zum gleichen Ziel: 
Wir wissen, daß unsere Lösung Gl. (22), im Unendlichen in die 

eliene Welle von der Fortschreitungs-Bichtung Ic ubergeht (die wegen des 
Faktors L hinzutretende Streuwelle verschwindet im Unendlichen). An 
diesi'in VfThalten wird durch das Hinzutreten von in (24) nichts geändert 
|iijaii kann di(*s an der asymptotisclu'n Näherung für U {q) im einzelnen 
na(*h])rufen]. Infolgedessiui wird (24) im Unendlichen dargestellt durch 

(24 d) yi cD*t)r. 

Die lineare Dirac-Gleichung schreibt sich für hinndchend große Abstände 
vom Kern (U ->()): 

V -- }(r ■■ ®'':} ^ 

Sie ist durch (24 d) erfüllt, wenn wir machen 

(25) ^ 0. 

Daraus bt‘stininit sich ähnlich wie in Kap. IV, § 4, mit Kücksicht auf den 
Energiesatz 

(25a) ji(?fc)- ,Uy,y'y + A’o)jc„, 


7 . 7 * 
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wo /J, beliebig, z. B. gleich unserem gewöhnlichen Eeduktions-Paktc 
j (1 _j_ y^) (1 -g iyj^) gewählt werden kann. Bei dieser Wahl von /'erfüll 
also (24) die lineare Dirac-Gleichung im Unendlichen. Aus Gründen de 
analytischen Kontinuität gilt dann das gleiche auch durchweg ir 
Endlichen. 

Wir vervollständigen unsere Lösung (24) durch Angabe des adjun 
gierten Ausdrucks. Nach der allgemeinen Hegel aus Kap. IV, § 8 , S. 229 
,, Vertauschung von i,y,y 4 mit — L — y , 74 und Vertauschung der Reihen 
folge aller y-Einheiten“ (ini Endeffekt beider Vertauschungen bleibt ^ 
ungeändert), entsteht aus (24) 

(26) y, = r<- ' jl 4 - A (jr grad) | L* 
und aus (24 a) 

(26a) y =. r c- ■ i)ji _ A') j L*. 

' dk^' 

Hier istL* — L_„ (— p), da — t?, ~ p die Konjugierten der rein imaginäre] 
Größen n, g sind: / befriedigt nach (25) die Bedingung: 

(27) f ^. 0 , 

Abschließend wollen wir bemerken, daß unser Näherungs- Verfahre 
keineswegs auf das Coulomb-Feld beschränkt ist. In der Tat war ja i 
unseren Betrachtungen vom Anfang dieses Paragraphen das Potential 1 
beliebig gelassen und wurde erst in den Beispielen A und B auf das Couloml 
Potential spezialisiert. Handelt es sich nun um die Streuung einer ebene 
Welle an einem beliebigen Felde V und ist die Lösung der Schrödingei 
Gleichung für dieses Streuproblem bekannt in der Form 

(28) V’ü {xyz), 

wo A die zur ebenen Welle hinzutretende Streuwelle enthält, so schließ 

man aus der entsprechend verallgemeinerten Gl. (28) unmittelbar, daß di 

♦ 

Zusatz-Lösung X auch jetzt das nunmehrige erste Glied von (28) 

L K 

gerade aufheben muß. Man erhält so als verallgemeinerte Form^) dt 
Gl. (24) 

(29) y = = e< »t I) |] 4 . grad)| A(xyz) T. 

u Vgl. J. Meixner, Ann. d. Phys. 29, 9] (1937). 
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C. Die Eutherfordsche Formel mit Spin-Korrektion. Aus (24) 
und (26) berechnen wir die Diracsche Teilchendichte des ^^-Zustandes, 
nämlich 

(30) V y. V "= ■?’ 1^^"* + Vt>f\ y* + y* 9l 

Hier bedeuten q und q* die folgenden Abkurüungen: 

( 80 a) q = 2 I 

J)ie Ausrechnung von (30) (Tgibt 

( 31 ) = Ty.ri^h-^ Pif r rqVL^ + Py,<fqr. 

iri den biddon rnittlerfui (lliedern rechts konnnt [vgl. (30a)] das y-Produkt 
T^vor, w(']cb(‘S sieb nach (IV. 5) Gl, (17) und (19) auf ^ F y^F 
zuruckfuhren laßt. 

Man bat hiernach 

rqr - .,(.f (fcgradL)/’,,, 

( 82 ) FiS^ 

■ ■ P 

btu auch das letzte (ilied rechts in (81) zu reduzieren, bemerken wir, 
daß in dem Produkt q drei Glieder mit je zwei gleichen Komponenten 
von y auftreten, welche zusammen den Betrag liefern 

ß‘^ 

(88) (^ad L, grad L*) T,, 

und drei Glieder mit je zwei ungleichen Komponimten; die letzteren liefern 
keinen Beitrag, weil sie multipliziert sind mit den betreffenden Kom- 
ponenten des Vektorproduktes 

[grad/v, gradL*], 

und weil gradL und gradL* ghdch gerichtete Vektoren sind. 

Wegen (32) und (83) geht nun (81) über in die (abgesehen vom Nor- 
mierungs-Faktor) y- freie Form: 

(84) V 74 V = |l L* ■+ {k grad L*) - L* (k grad L) 

- j (grad L, grad L*) j| F 

Weiter ist wegen der Bedeutung des Arguments p von L in (22) 

(fc gradL) = -—qL', (fe gradL*) = + ^ q L*' 

r ' 

2 ik 

(grad L, grad L*) = qL L , 
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und daher 

(34 a) V n V = i + 'fl I VL L*' + L* L' - L' L*']. 

Dieser Ausdruck^) gilt für beliebige Abstände r vom Kern. Wii 
interessieren uns aber hauptsächlich für das asymptotische Verhalten be 
großem r (bzw. q) und greifen daher auf die asymptotische Formel (II. 9. 25 a; 
zuruck. Diese liefert, wenn man bei der Differentiation je ein Ulied mit 
dem Faktor l(/p)^ vernachlässigt, 


(85) 


mit den Abkurzungen 
(35 a) a — 


L 

71 

= a e- a*. 

71 

L* = a* P 0 , 


Q 

Q 

V 

n 

^ . 71 , 

= ~{a — (>v «*), 

— — — (a* — 


2 

Q 


_(- qY 

r(i H-n)' 


(±j) 

rn ~ 


In (85) entsprechen je die ersten Glieder der emfallenden ebenen Welle, 
die zweiten der gestreuten Welle. Den Beitrag jener zu (34a) nenneu 
wir Jq, den Beitrag dieser J ; die aus beiden gemischten Glieder, die beim 
Ausrechnen von (84 a) entstehen wurden und die der Interferenz der beiden 
Wellentypen entsprechen, wollen wir als für unser Problem belanglos weg- 
lassen. Wir erhalten so: 


- a a* (1 4- 
J 


•)/^o 
iß^ g n- 




\ 2k rj 


00 verschwindenden Glieder 


und bei Vernachlassiguiif,' der für q 
J 

(36) 

Nun ist nach (22) 

(86a) J ^ — (1 — cos {}) = — 2 sirP ~ , 

kr \ kr / 2 


wo d wie früher den Htreuwmkel (Winkel zwischen der Einfalls-Richtung k 
und der Beobachtungs-Richtung r) bedeutet, und daraufhin mit Rücksicht 
auf die Bedeutung von n. Gl. (22): 


(86b) ^ 


= (, 


oiZ 

2ßkr sin“ ?^/2, 


f=('''^ V 

;/ V2mi;^/ 


1 


>2 w„ rv r* sin* 




Nämlich soweit er von der ersten Ordnung in a / ist, also unter Fort- 
laseung des letzten Gliedes zweiter Ordnung // h*'. Dies ist zwar für große 
Kemabfitände legitim, wie wir unter (3), S. 414, nachweisen werden, kann aber 
für endliche Kemabstäride nicht gerantiert werden. 
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Aus (36) folgt also wegen (36 a), (36 b) als Wirkuugs- Querschnitt d Q unseres 
Streuprozesses ; 


\2mj^ ?)V sin^ 


Für kleine Geschwindigkeiten {ß 0) geht diese Formel in die Ruther- 
ford sehe (6. 4a) über — mit dem Unterschied(s daß wir dort die Streuung 
von a-Teilchen behandelten und daher Ladung und Masse der gestreuten 
Partikel mit E und M bezeichneten, wahrend es sich hier um die Streuung 
von Elektronen der Ladung e und Ruhemasse m^^ handelt (für a-Teilchen 
gilt die Dirac-Gleichung nicht!). Gl. (37) wurde zuerst von Mott^) ab- 
geleitet. 

Wir schließ(ui hieran einige methodische Bemerkungen: 

l. Es ist vielfach üblich und wird durch das Bo rusche Verfahren 
nahegelegt, in der Ruthorford-Formel das Produkt 2 m durch 4 T 
{T ■= kinetische Energie) abzukurzen. Wir halxm dies vermieden, weil (37) 
zeigt, daß in der relativistisch (erweiterten Itutherford-Formel nicht die 
relativistisch gerechnete kinetische Energie, sondern wieder 


aut tritt. 


2 m 1 


,2 


2 ?a„ 


2. Wahrend sich die gewohnliidie Rutherford-Formel ebensowohl aus 
d(‘r klassischen Mechanik (im Coulomb-Felde abgelenkte Bahnen), wie aus 
der WellenTn(3chanik herleiten lies, vgl. § 6, ist unsere Gl. (37) verschiedim 
\on derjenigen, die man aus der relativistischen Bahn-Theorie ableiten 
wurde. Der Grund hierfür durfte folgender sein: ln der relativistischen 
M(‘chanik rechnet man mit h — 0 oder, wie wir auch sagen können, mit 
a / ^ 00 . Dies ist der umgekehrte Grenzfall als derjenige, für den unsere 
jetzige Rechnung (Potenz-Entwicklung nach ocZ) gilt. 

3. Unsere Rechnung scheint insofern inkonsequent, als wir die Eigen- 
funktion y} nur m erster Näherung, d. h. in der Ordnung aZ kennen und 
trotzdem in (36) das Glied mit n^ß^ beibelialten haben, das nach (22) von 


0 N.F. Mott, Proc. Roy. Soc. 124 . 425 (1929). Eine vereinfachte Ab- 
leitung gab F. Sauter, Zeitschr. f. Phys. 86, 818 (1933). Die im Text gegebene 
Darstellung ist vielleicht nicht einfacher als die Saut ersehe, schließt sich aber 
enger an den vorangehenden Gedankengang an und ist insofern vollständiger, 
als sie, vgl. (34a), auch für Aufpunkte in endlichem Abstand vom Kerne an- 
genähert gilt, während Sauter auf Grund der Bornsohen Näherung sich von 
vornherein auf unendlich entfernte Auf punkte beschränkt, ln dem S. 392 
zitierten Buch von Mott und Massey (vgl. Kap. IV, §4) wird die Formel 
nur referiert. 
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der Ordnung (aZf ist. Infcen läßt sich das Beibehalten des fragliche 
Gliedes folgendermaßen rechtfertigen. Entwickeln wir rp bis zur zweite 
Ordnung einschließlich 

y) = y>^ + yfg, 

BO treten in dem Ausdruck (80) als Glieder zweiter Ordnung auf 

a) V'i. b) und v '2 

a) ist von der Ordnung (ocZ)^, da wir ja dafür gesorgt haben, daß yj^ un 
daher auch von der Ordnung olZ mirdv. Auch yj^ und ^2 nac 
Voraussetzung von der Ordnung (olZ)^. Aber die zu ihnen in b) hinzu 
tretenden Faktoren und yf^^ sind ebenfalls kleine Größen, da wir bt 
der Berechnung von J nur den mit n proportionalen Bestandteil von yi 
mitzunehmen hatten [entsprechend je dem zwtnten Gliede rechts in L, L* 
Gl. (85)]. Deshalb werden die Glieder b) von der Ordnung 


Infolgedessen!) sind die Glieder b) von höherer Ordnung in aZ als da! 
Glied a). Dieses haben wir bei unserer Berechnung von J mitgenommen 
jene durften wir ohne Inkonsequenz w^egJassen. 

4. Bei der Streuung zweier gleicher Teilchen aneinander (z. B. Protor 
an I roton, a-Teilchen an Ho-Kern) treten ganz mue Bedingungen aul 
(Austausch-Effekte), die wir erst in Kap. IX, § 8, behandeln können. 


§9 

Der anomale Zeeman-Effekt 

Historisch leitet sich die Entdeckung des Spins und daher mittelbar 
die der Dirac-Gleichung aus dem anomalen Zeeman-Effekt ab. Wir stellen 
uns die umgekehrte Aufgabe, den anomalen Zeeman-Effekt aus der Dirac- 
Gleichung abzuleiten. Da die Dirac-Gleichung nur das Ein-Elektronen- 
Problem beherrscht, beschränken wir uns auf den Zeeman-Effekt der 
Dublett- Systeme, Alkalien einschließlich Wasserstoff. Wir werden dabei 
jmcht wie Darwin^), der unser Problem als erster behandelt hat, von der 


D Wenn ß wesentlich kleiner als 1 ist, würde diese Abschätzung hinfällig 
wden. Dann aber würde auch die Verwendung der Dirac-Gleichung unnötig 

*) C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. 118, 676 (1928). Die früheren Arbeiten 
pieisenberg- Jordan, Zeitschr. f. Phys. 37, 270 (1926); Darwin, Proo. Roy. 

Wigner, Zeitsohr. f. Phys. 43, 624 (1927)] stützen sich auf 
die Pauli- Gleichung oder auf ad hoc gemachte Spin- Formulierungen 
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linearen, sondern von de^ite rie rten Dirac-Gleichung ausgehen. Zu 
dem Ende ist es nötig, die Ergebnisse des vorigen Paragraphen durch Ein- 
führung des Vektor-Potentials 

(1) ^ - I H (- y, X, 0) 

zu erweitern. 

Gl. (1) daselbst nimmt dann die Form an [vgl. auch Gl. (IV. 2. 10) 
und (IV. 2. 14)]: 

i'-i) ^ v + 1 (E - yy - <■’ - i?,! 1 V- = 

J(. *■’) V’ + grad v) - {o Ö) V- 

Hut bedeutet ö den Spin-Vektor -- 'i(y23’ 78 i » ^12) > Schrödingersche 
Glied mit (iK grad yj) haben wdr nach rechts horubergonommen, um anzu-f 
deuten, daß wir es ebenso wie die Dira eschen Spin-Korrektionen als 
Stiirun^ behandeln werden. 

Wir entwickeln yi und E wie in (8. 10) nach Potenzen von a (a an Stelle 
des früheren aZ, veilZ nicht nur Ixa Wasserstoff, sondern auch vermöge 
d(T Abschirmung durch die Ek^ktroiienhulle bei den Alkalien merklich 
gleich 1 ist, bis auf Korrektionen, die dem Eintauchen in die Elektronen- 
liulle usw. Rechnung tragen). Wir erhalten dann an Stelle der Gin. (8. 11) 

(3) 1> v„ = 0. J> ^ J T (e- - 2 f„ V - E^,), 

'8a) }> V’, =■ j (r g™d I') — (e„ - C)| 

(8‘>) V’. = \l\ (r grad !•) - - F)j v. 

+ ^. |2 i(?I grad) - (ö. §)1 y» - ',2 (f„ - V) £j + e? + F*1 

Zur Erläuterung bemerken wir folgendes: Das erste Glied rechts in (2) 
ist. wie S. 409 gezeigt, von der ersten Ordnung in a; deshalb erscheint es 
mit y}^^ multipliziert in Gl. (3a), mit multipliziert in (3b). Das zweite 
und dritte Glied in (2) betrachten wir als Korrektion zweiter Ordnung in a 
(s. unten); deshalb erscheinen diese beiden Glieder nur in Gl. (3b). Ent- 
sprechend betrachten wir das Glied mit 21^ auf der linken Seite von (2) als 
Korrektion vierter Ordnung, die für uns nicht in Betracht kommt, während 
das Glied mit wie früher (S. 409) von der zweiten Ordnung in a ist und 
daher in (8 b) berücksichtigt, wird. 
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Zur Abschätzung der GrSBenordimng der magnetischen Glieder [Gliede 
mit §, ^ und in (2)] ist folgendes nachzutragen: Wir interessieren ur 
beim Zeeman-Elffekt für solche Felder H, für welche die magnetische Energie 
«törung h ’ A Vjj bis zur Feinstruktur- Aufspaltung h A v geht. Erster 
entnehmen wir aus dem normalen Zeeman-Effekt, Gl. (II. 6. 18b), letzter 
im Wasserstoff-Falle großenordnungsrnäßig aus der Störungsenergie 
Ol. (8. 17). Wir erhalten so: 


(4) hAvH = 


»,«2 


H. 


(4 a) h A V — loi* Ef. 


{Wy = Eiihemasse des Elektrons, lih — Eydberg-Energie» = 
dem wir A Vjy — ' A v setzen, erhalten wir aus (4) und (4 a) 


= a'7?//. 

Ir 




e n 


(4 b) 


Er 


■ Ti h. 


2 

' Ti^ - ~ 

Hiermit haben wir die Größenordnung d(*r magnetischen Spin-Korrektio 
[letztes Glied rechts in (2)] festgestellt. Von derselben Größenordnung sin 
die mit tpQ multiplizierten Energie- Glieder auf der rechten Seite von (3 b), z. I 

wo wir für den Näherungswert und für So die rechte Seite von (4 a 
eingesetzt haben. Dies genüge zur Begründung der obigen großenordnungi- 
mäßigen Angaben. 

Jetzt betrachten wir nacheinander die Gin. (8), (3a), (3 b). 

Gl. (3) ist vom Schrödinger- Typus: ihre Eigenfunktionen und Eigen 
werte können als bekannt angesehen werden auf (irund der in (8. 2) angegt 
beneii Beziehungen. Das Magnetfeld kommt in (E. (3) noch nicht vor; wi 
müssen aber die ,, magnetische“ Entartung berücksichtigen und dadurc 
die Erörterungen des vorigen Paragraphen in einem wesentlichen Punkt 
ergänzen. Es sei f der Entartungs-Grad des Eigenwertes so daß es ^ 
verschiedene Eigenfunktionen zu dem gleichen Eigenw'ert gibt. Wi 
unterscheiden diese f Eigenfunktionen durch den oberen Index ft = 1 
2, . . .,p, schreiben also die allgemeine Losung von (3) in der Form: 


( 5 ) 


Vo = 2 a« v“- 


Die \p'^ sind als Lösungen der Schrödinger-Gleichung y-frei. Wir denke 
eie uns untereinander in der durch die Gl. D = 0 angezeigten Weise orth( 
gonalisiert und normiert, nämlich nach Gl. (8. 14a, b) durch: 

<6a) J V •'(«„- 
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Die Auflösung dieser Entartung durch Magnetfeld und Spin bildet den Kern 
des Zeeman-Effektes. 

Wir gehen zu (11. (3 a) über. Für ihre Lösbarkeit ist es nötig, daß die 
rechte Seite zu allen Lösungen der homogenen Gleichung 7> = 0 orthogonal 
ist. Das erste Glied rechts genügt dieser Bedingung von selbst. Multi- 
plizieren wir es nämlich mit ‘ und setzen für y)Q die Darstellung (5) ein, 
HO tritt bei der Integration unter dem Summenzeichen nach // das Inte- 
gral auf: 

(6) j ' grad r J T. 

Wir sahen al)er bei Gl. (8. 12), daß dieses Integral verschwindet (der 
dort angedeuteto Beweis, der sich zunächst auf jn ^ v bezog, gilt allgemein, 
da er auf dem Impulssatz beruht). 

Hiernach betrifft unsere Orthogonalitäts-Forderung nur noch das zweite 
Glied der rechten Seite von (3a) und lautet : 

2 f f 

/,2 '.2 1 V’* («0 - 1) S S V“ 'O = 0 ; 
das ist wegen (5a) soviel wie: 

% ^0 = 0 - 

Mit Kucksicht darauf, daß nicht alle verschwinden dürfen, folgt hieraus 
(ba) Cj = 0 

wi(‘ in (8. 18a). Infolgedessen erweist sich Gl. (3a) als identisch mit der 
im vorigen Paragraphen integrierten Gleichung für y}y Nach (8. 9) wird 
daher die Losung von (3a) 

b) ^ y, (y , grad 2 % V)- 

’ Das Zusatzglied mit A' aus (8. 9) kann hier fort bleiben, aus denselben 
Gründen wie in § 8, A. 

Wegen (6 a, b) wird nun das erste Glied der rechten Seite von (8 b) 
- O (r - grad V) (y , grad 2 V“) 

Ä €q 

= - o V (srad F, grad 2 V") - 2 % V"])- 

Bei dieser Umrechnung ist nicht nur die hyperkomplexe Einheit fort- 
gefallen, sondern es haben sich auch die Einheiten 71^2 bloßen 

Spinvektor a zusammengezogen. Da auch in den übrigen Gliedern von (8 b) 



428 


5'Kf.örungstheorie 


V. 9. 


diey nur in der Verbindung er Vorkommen, spielt sich die Gl. (8 b) inne 
halb der Quaternionengruppe 

(7) 1, ö 

ab, und es sind auch die als hyperkomplexe Zahlen dieser Gruppe ai 
Zusehen. 

Indem wir die Glieder mit den Faktoren 1 und a zusammenfasse] 
schreiben wir (8 b) mit Rücksicht auf (6 a) in der folgenden abgekürzte 
Form: 

(8) Dii)^= {n + (a, ^)) 2 V“. 

77 und ^ sind y-freie Operatoren von skalarem bzw. Voktor-Charakte] 
nämlich 

1 ^ 0 p 9 (l' ~ F\ C 4_ V‘ 

(8 a) 77 = - , (grad F, grad) + “ - (91, grad) - 

- ff C fl C 

(8 b) ^ - 7 [gradF, grad] - 

Z t'y fl C 

Auf (8) wenden wir nun abermals unseren Orthogonalitäts-Satz an: Damit (^ 
lösbar wird, muß die rechte Seite, mit y)* multipliziert und integriert, fu 
jedes m verschwinden. Wir setzen 


(8 c) 


j tp* d T, 

(8d) 


j yj*’” yi“ dr, 

(8e) 

m 

— ^ f [grad V, grad yj“] d t 

2f(, •' 


und erhalten das folgende System von Bedingungen 


(9) 2 ^ 

Dies sind p Gleichungen (m 1,2, ...,p) für die p Unbekannten a 

(/* = l,2,...,p). 

Als Zahlen des Körpers (7) sind die a^^ zunächst vier-koraponentig 
wir können sie aber auf zwei Komponenten reduzieren, wenn wir eine 
Nullteiler der Quaternionen- Gruppe hinzufügen, z. B. rechter Hand in (£ 
den Faktor 1 ~ 1 -f i g* Schreiben wir also 

(10) a„ = (b hl Ol (Tg + ^ (Tg) (1 — Og), 

so berechnen wir leicht 

(10 a) = (a:„ + a, y^) (1 - a,), Z ^ 
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(10 b) 


und von da aus: 

[ <»4 == =^> i ) (1 - <^3) 

^ {y/i ic«) (1 (T^) 

I «^3 S = (-*/. + (T, ?/„) (1 - (Ts). 

Diese Furmeln benutzen wir bei der Ausrechnung von ( 9 ). Machen wir noch 
(lOc) § = §, = H, D^,,, = i[\\ y,Z)^„., 

und setzen wir die Faktoren von 1 und cTj einzeln gleich Null, so erhalten 
wir das simultane, y-freio System (2 p Gleichungen für die 2 p Unbekannten 

y,)- 


( 11 ) 




h c 


HJ, 




i — t Y^„) j„ + (q„,„ 4- t/.^„ - H 


y^ 


0 . 


(12) 


( 


Wir zeigen, daß die Koeffizienten dieses Systems ,, diagonal“ oder 
,, diagonal-benachbart“ sind, daß nämlich gilt: 

(X ' 

Di('S folgt unmittelbar aus der 99-Abhängigkeit der Wasserstoff-Eigen- 
funktionen 

(IB) = h‘P; (cos?>)c'«^/». 

Z. D. liest man aus (8d) ab: 


(IBa) 




j J T für /( ~ VI. 


In (8 c) beachte man die Form des Operators // : F ist nur von r ab- 

,.. . dV d 

hängig, daher (grad F, grad) - 1 ^ (^) ^ daher 


Ägrad) = 


dr dr' 

H 

- i ft — Hieraus ergibt sich die Aussage 


Qu m ( 12 ) und als Wert von Q bei Berücksichtigung der Normierungs- 
gleichung (5 a) 

mit der vom Magnetfeld H unabhängigen Abkürzung 


( 14 a) 


A = 


iU’'’”' 


*dT 4 - 


8 «o®o 


fdF d , 
) -dr 


Ut. 
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Die Bedeutung von Z ergibt sich aus (8e) und (10 c): 

dV d 

^-0 






dr d(jf) 


y)f^ dr. 


Daraus folgt wieder unmittelbar die Aussage in (12) über Z^^ ^ und 
Wert von Z 

im C 1 dV 

Z — — — lyf^l^dr. 

2£j r dr ' 


Wir setzen hierfür 



Die Berechnung von (A’ ± i Y)„ ist etwas umständlicher, weil s 
die Anwendung von Kugelfunktionen-Relationen erfordert. Die Bedeutui 
der in (12) benutzten Abkürzung Ji ist (vgl. auch Anm. 1 von S. 485): 

(16) K =. J B, ^ ^ = V(/ + i)^ - (m T if. 

Schließlich wollen wir noch zeigen, daß das Integral J aus Gl. (13 j 
nahezu gleich 1 wird. Nach der exakten Normierungs-Bedingung, Gl. (5j 
für V = i(, ist nämlich 

(17) = 

J ^ f 0 / ^(. 

Hier unterscheidet sich die rechte Seite von 1 nur um Glieder dt 
Ordnui^ia^: auf der linken Seite berechnen wir T' etwa für den Wasserstof 
Radiüs r — auf den es größenordnurigsrnaßig ankommt, un 

finden für V ebenfalls die Ordnung a^. Unter Vernachlässigung vo 
Korrektionen dieser Ordnung ergibt sich also aus (18a) und (17) 

(17 a) J ^ 1. 

V^ir tragen jetzt die Ausdrucke (12) bis (17a) in (11) ein, wobei, dan 
der Wirkung des d-Faktors, von der Summation nach f( nur je ein einzelnt 
Glied übrigbleibt; es entsteht nämlich bei geeigneter Zusammenziehun 
und Wegheben eines gemeinsamen Faktors 

(«2+o> -afÄ + -4 f =0, 

(18) ■ "» ^ 

- ll'„+ 1 +(«2 + + 1)eH + A -mBj y„z=( 

Damit sind wir im wesentlichen am Ziel; im folgenden handelt es sic 
nur noch um die Diskussion dieses Systems. 
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m ist ebenso wie // durch (18) definiert als magnetische Quant^nzahl 
der Schrödinger-Gleichung; da m von — / bis -f / variiert, wird der früher, 
unbestimmt gelassene, mit f bezeichnete Entartungsgrad gleich 2 Z + ^ 
und unser System (18) besteht aus 2 (2 Z + 1) homogenen Gleichungen für 
die 2 (2 1 -f 1) Unbekannten Gesucht sind aber eigentlich nicht 

diese Unbekannten, sondern in erster Linie solche Werte der Energie- 
Storung Cg) welche das Gleichungs- System lösbar machen. Die allgemeine 
lj()sbarkeits-Bedingung wäre das Verschwinden der betreffenden 2 (2 / -[- 1)- 
n ihigen Determinante. Zum Gluck brauchen wir aber nicht diese aus- 
/iirechnen, sondern können schrittweise Vorgehen. 

Wir beginnen mit den Werten 



unrt 

Für diese ist nach (16) 


TE . = 0 

bzw. TE 1=0. 

m — ^ 

m \ 


Es wird also in (18) die zweite bzw. erste Gleichung eingliedrig. Die Lösbar- 
k('it verlangt dann einfach: V(*rschwiriden des Faktors von ?/„, bzw. von 
also 

»I = »'nmx = e -I- ' a - (/ 4- 1) < H. 

m = = - /, -= ~ .-I -4 / B 4- (/ 4- 1) J'' eH. 

Den magnetischen Teil dies(‘r Ebiergie-Storung fg erhalt man, wenn tnan den 
voll! Magnetfelde unabhangigiui d’eil — A l B fortlaßt, also 

Duagn — 1 H— ] {I l}h Avji, 

(M. (4). Eöir diese b(*iden äußersten Niveaus ist also die magnetische Be- 
tanflussung bei allen EVldstärken proportional mit H und ein ganzes 
Vielfaches der Lorentzschen normalen Aufspaltung h A Vfj. Der 
oiu'rgetisclK^ Abstand beider Niveaus \oneinander ist 

fl 9 b) 2(/4- 1)11 Avfj, 

also insbesondere beim .v-Term (/ ^4= 0) doppelt normal (Spin- Anomalie, 
^gl. ßd. I, S. 368, unten; der Landesche //-Faktor des s-Terms ist stets 
gleich 2). 

Während die beiden (iln. (18) für die Extremwerte m ^ |/|, wie wir 
>'ahen, entkoppelt sind (je eine derselben genügte zur Bestimmung des 
betreffenden gg), sind sie für alle mittleren Niveaus m <\l\ miteinander 
verkoppelt, so zwar, daß die obere Gl. (18) dieselben Größen 
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enthält wie die untere Gl. (18) bei dem um 1 niedrigeren w. Wir hätten 
also zur bequemeren Berechnung bzw. Elimination der x, y in de» unteren 
Gl. (18) m durch m — 1 zu ersetzen. Statt dessen ist es üblich und zweck- 
mäßig, an Stelle der ganzzahligen, „wollenraechanischen“ Quantenzahl m 
eine halbzahlige, ,, spektroskopische“ Quantenzahl einzufuhren, die wir 
wie in Bd. I (vgl. z. B. S. 532) mit M bezeichnen werden. Wir ersetzen also 

in der oberen Gl. (14) m durch M + 

„ „ unteren ,, (14) m ,, M — 

welch letzteres zugleich dem Übergang von m zu m — 1 entspricht. Wir 
erhalten so, wenn wir zugleich die Bedeutung (4) von A v^j berücksichtigen: 

j 2 -h ^ "h (-^ -h i) -h — ^)h A Vji) ^ ~ ^ yM~\ ~ 

j — A- A — (M — 4) ß + Vh ) | 

Die Zahl M durchläuft bei den in Eede stehenden mittleren Niveaus 
alle halbzahligen Werte von — {I — l) his A- — D- Man erhält so für 
jedes M eine besondere Lösbarkeits-Bedingung, nämlich die Deterrninanten- 
Gleichung: 

\s2+A-A(M + l)BA-{M~i)hAvn, -W^B 
(20a) t =0. 

— H B, £2 H" A — (M — l) B A- A 

Sie liefert nach aufgelöst, mit Rücksicht auf die Bedeutung von W ^ 
in (16): 

(20b) -A~\BA- MhAvn ± + B^A-MBhA + i ¥A v^. 

Hier haben wir aus Bequemlichkeitsgrunden das Vorzeichen von iV/ 
umgekehrt, also die magnetischen Niveaus statt durch M durch — M ab- 
gezählt, was wegen ihrer symmetrischen Lage erlaubt ist. 

Obwohl sich das Vorstehende nur auf die Niveaus l-^^l ^ ^ — i be- 
zog, sieht man nachträglich, daß (20 b) auch die Extremwerte (19) umfaßt, 
wenn man ira Falle des oberen Vorzeichens der Quadratwurzel auch die 
Werte |M| ^ Z -f 4 zuläßt. Wir können daher (19) und (20b) zusammen- 
fassen 111 


£2 - -A -IBA-MhAv^A-yil-^lYB^A-MBhAvHA-ih^Av^ 

für 1 M I < 1 -f 4, 

(21) ' ' = ^ 

£2 = -A-lB-\-MhAvH-y(lA-iYB^A-MBhAvH-Aih^AvJi 
für I M I ^ 1 — -J. 

Diese Zweiteilung bringt die Dublett-Struktur der Alkali-Terme 
(des Wasserstoffs) zum Ausdruck. Zur ersten Zeile von (21) gehören 2 Z + ^ 
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magnetische Niveaus, die einem statistischen (jewicht 2 i + 2 und* einer 
iimeren Quantenzahl j = l -{- { entsprechen, zur zweiten Zeile 2 l magne- 
tische Niveaus, entsprechend einem Gewicht 2 l und einem ; = Z — | . 
Die Gewichts- Summe 2 (2 /+ 1) ist gleich dem Doppelten des Entartungs- 
grades p = 2 / -f 1 vom Anfang dieses Paragraphen. 

Die Lage der beiden Dublett-Linien ergibt sich aus (21) für H -^0 
oder, was dasselbe ist, für A Vjj-^0 zu 

-A + IB . . . y =: / -f 

-A-lB-(lA-l)B = 1-1 

Daraus folgt als Dublett- Abstand in energetischem Maß A e oder in Schwin- 
gungszahlen Zl v^): 

g21 a) Ab — h A — (2 / f 1) B 

und als (mergetischer Mittidwert 

(21 b) B,„ - A - 4 /L 

Wir zählen- bei bi'idim Dublett-Termen die Lage der magnetischen 
Komponenten von diesem Mittelwert aus und nennen die betreffende 
Schwingungszahl-Differenz A v, wobei also gilt 

(21 C) h A V — ^2 ~ 

ferner fuhren wir als reziprokes Maß für die Stärke des Magnetfeldes das 
Verhältnis ein: 


Aus (21) folgt dann unmittelbar 


A V — zl 7^// I M — ^ |/ 1 + y ^ ^ j ' • • I I ^ j = ^ i • 

Dies sind genau die Formeln der Voigt sehen Theorie, Bd. I, S. 682, 
aus denen wir dort nicht nur den anomalen Zeeman-Effekt der Dublett- 
Linien bei kleinen Feldern, Fig. 132, sondern auch die tibergänge bei 
mittleren und den Paschen-Back-Effekt bei starken Feldern, Fig. 138 
daselbst, abgelesen haben. Die Formeln sind (außer für |M| = l A- h 
oben) nicht mehr in H linear und genügen auch nicht (außer für kleine 
Leider) der Prestonschen Kegel (Bd. I, S. 514). 

Es sei hier wie in Bd. I darauf hingewiesen, daß die betreffenden 
Lormeln bei Voigt recht verschieden von den obigen aussehen, da er in 
Sommerfeld, Atombau. II. ^ 28 


( 22 ) 


zl . = zl v„\m + l |/l + + C 
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Absouption, nicht in Emission, und mit Linien- Auf Spaltungen, nicht mit 
Term-Aufspaltungen rechnete. Daß es Voigt im Jahre 1913 — ohne 
Quantentheorie und vollends ohne Spin- Vorstellung — überhaupt möglich 
war, durch formale Erweiterung der Lorentz sehen magneto-optischen 
Ansätze die Erfahrungen beim D-Linien-Typus in derjenigen endgültigen 
Form darzustellen, die den letzten Resultaten der Dirac-Theorie äquivalent 
ist, scheint uns heutzutage geradezu erstaunlich. 

Der Grenzfall kleiner Felder H 0, genauer gesagt A Vf^ ^ A Vq, 
bedarf wegen seines Zusammenhanges mit der allgemeinen Landeschen 
(/-Formel noch eines Wortes der Erläuterung. Man schließt aus (22) für 
r oc [oder direkter aus (21) für h A ^ {21 1) B] auf die in Bd. 1. 

S. 532, Gl. (8) gegebene Formel 

(23) Av + iAv„^-M (l 4 j A vj, . 


Hier bedeutet die linke Seite den Abstand der M-ieu magnetischen 
Term-Komponente von dem einen oder anderen der ursprünglichen Dublett- 
Term-Niveaus (statt wie bisher von ihrer Mitte). Auf der rechten Seite 
sehen wir in 2 / + 1 den Rungeschen Nenner des 7)-Linien-Typs (also 3 
beim p-Term), vgl. Bd. I, S. 514. Der Landesche ^-Faktor ist der Abstand 
aufeinanderfolgender magnetischer Komponenten des Zeeman-Bildes, in 
Teilen von A Vjf, also nach (23) 


(28 a) 


f/ = 1 


1 

- 2/'+ r 


Dies jidift mt genau mit der Zahlentafel. Bd. I, S. 517, beim Dublett-Systein 
überein und liefert z. B. (beim s-Tenn kommt nur das obere Vorzeichen 
in Betracht): 

für p,,„ •'^'h 

n — * ♦ 0 

y .’f r. r, • • • 

Auch die allgemeine gf-Formel für beliebige Multiplett- Systeme läßt 
sich aus der Spin- Vorstellung gewinnen, trotzdem die Verallgemeinerung 
der Dirac-Gleichung auf Mehr-Elektronen-Systeme wie wir wissen noch 
unbekannt ist. Aber es genügt, die genäherte, mit geeigneten Koppelungs- 
gliedem versehene Pauli- Gleichung zugrunde zu legen. Der elegantest»^ 
Weg zur allgemeinen ^f-Formel und zur Multiplett-Theorie überhaupt führt 
über die Gruppentheorie^). 

Unsere Theorie enthält beim Dublett-System mehr als nur die Lag»* 
der magnetischen Aufspaltungen. Sie gestattet z. B. die Größe der feld- 


Vgl. E. Wigner, Gruppentheorie. Braunschweig 1931. 
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freien Aufspaltung A Vq nach (21a) auf Grund der Darstellung (15) von B 
für die Keihe der Alkalien zu diskutieren. Man versteht auf diese Weise, 
daß A Vq mit wachsender Hauptquantenzahl n bei festem l abnimmt und 
mit wachsender Ordnungszahl Z bei festem n und l zunimmt ^). 

Sodann gestattet unsere Theorie, nachdem die Energiestörungen eg 
gefunden sind, aus den nunmehr lösbaren Gin. (18) die x^, und somit 
iiuch (10a) und (5) die Ausgangsfunktion nullter Näherung zu berechnen, 
an welche die magnetische Störung anschließt. Die Kenntnis dieser Funk- 
tion genügt dann, um alle Fragen betreffs Intensität, Polarisation und 
Auswahlregeln beim Zeeman-Effekt in ausreichender Näherung zu beant- 
worten. 

Die Polarisation hat denselben Charakter wk* beim normalen Zeeman- 
Effekt: A M =- 0 gibt jr-Koinponenten, A M =- 1 o- Komponenten. 

Bei den Auswahlregeln ist besonders interessant, daß sie irn Allgemeinen 
die tU)ergänge in 'j nicht beschränken: nur für sehr schw'ache und sehr 
Ktark(‘ Felder ist A ] 0 oder A ] j- 1 zu fordern; für mittlere Felder 

ist auch \ A ')\ -1 zulässig, ohne daß die Intensität dieser t 'bergänge ver- 

schwinden mußt(‘. Dies (»rklärt die merkwürdigem Beobachtungen von 
Paschen und Back bei den (P7))-Kombinalionen im Triplett-Bogen- 
iind Dublett-Funken-Spektrum der alkalischen Erden, von denen in Bd. I, 
S. r>46, die Rede w'ar. 

0 Näheres hierüber gibt die Muiicbener DisHertation von H. Schlatterer, 
\iiri d. Pliys. 27. (543 (1980). Hier wird auch die oben bei Gl (16) gelassene 
biKski' ausgefulll. Bei den diesbezüglichen Rechnungen liat sich die Darwinsche 
Normierung der Kugelfunktionen. auf die S. 22 hingevviesen wurde. l|||||onders 
bewahrt 
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6. Kapitel 

PhotOiEffekt 

§1 

Einleitung und historische Übersicht 

Wir behandeln in diesem Kapitel den lichtoloktrischen Effekt am 
einzelnen Atom, nieht den expc^rmieiitell bekannteren und wichtip;eren 
Effekt am Metall, der in den Photozellen eine ausgebreitete technische 
Anwendung gefunden hat. Die feineren Zuge des lichtelektrischen Effekts 
am einzelnen Atom, insbesondere die Kichtungsverteilung der Elektronen, 
lassen sich mit gewöhnlichem Licht nur unvollkommen studieren; man muß 
harte Strahlung (Tiöntgen- oder y-Strahlung) benutzen, um die austretenden 
Elektronen in einem gut meßbaren (leschwindigkeits-Bereich zu haben. 

Das besondere historische Interessi* der Theorie des T’hoto-Effektes 
liegt in der Einst einschen Arbeit vom dahre 1905, vgl. Dd. I, S. 40. Die 
hier aufgestellte J3ilanz zwischen der Energie h r d('s Photons und der 
Austritts-Energie des Photo- Elektrons 

(1) ^ in’~ \\r\ 

(|IP| = Ablosungsarbeit, bei Einstein diejenige^ aus dem Metall, bei uns 
diejenige aus d(^r betreffenden Schale des Atoms) blieb vom Standpunkt 
der klassischen M^ellentheorie (‘in Kätsel; es wurde, besonders bei harten 
Röntgenstrahlen, geradezu unmöglich langer Akkumulations-Zeiten bedürfen, 
um Energiebeträge von der Größenordnung h v auf klassische Weise im 
Atom anzusammeln und den austretenden Photo-Elektronen auf einmal zur 
Verfügung zu stellen. Anders in der Wellenmechanik. Diese liefert in der 
Zeitabhängigkeit der durch die auffallende Lichtwelle gestörten Eigen- 
funktion direkt die Einsteinsche Gl. (1), als Folge der de Broglieschen 
Verknüpfung der Schwingungszahl stationärer Zustände mit deren Energie. 

Dies hat zuerst WentzeD) erkannt, der auch für nicht zu harte 
Strahlen das Gesetz der Richtungs-Verteilung ableiten konnte 

(2) J ^ sin^ “ß COS“ (p, 

1) G. Wentzel. Zeitsehr. f. Pliys. 40 , 574 (1926); 41 . 828 (1927); G. Beck, 
ebenda 41 . 443 (1927). 
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vgl. die punktierte Kurve in Pig. 26. Gl. (2) setzt polarisierte Strahlung 
voraus {x Einfallsrichtung der Strahlung, y — Kichtung ihrer elektri- 
schen Feldstärke). Für unpolarisierte Strahlung hat man die in der Figur 
dargestellte Birne (eigentlich Hoppelbirne, man hat dieselbe punktierte 
Kurve nach unten hin aufgetragen hinzuzudonken) durch einen birnen- 
förmigen Wulst zu ersetzen, entsprechend der dann gültigen Gleichung 
,/ sin^ 1 ^. Gl. (2) ist, was insbesonden^ die (/»-Abhängigkeit betrifft, mit 
Itontgenstrahlen zwischen weiten Gnmzen (0,8 bis 0,8Ä.-E.) bestätigt 
worden^) (Nebelkammer- Aufnahmen rund um den Strahl herum.) 

W entzel hatte auch bereits erkannt, daß Gl. (2) nur m erst(»r Näherung 
gilt, daß sie nämlicdi hinsiclitlich d('r i'^-Abhangigk(‘il Ix'i harter Strahlung 
(hier Korrektur bedürfe. Er 
entnahm diese Korrektur an- 
schaulich aus dem auf das 
fortedende Elektron wirken- 
dtai Lichtdruck d(T auf- 
fallenden Strahlung. Bei 
exakter Durchführung der 
Hechnung zweiter Nähe- 
rn ng^) ergibt sich für die 
Idioto-Elektronen, die aus 
(1(T JüSchale stammen: 

(3) J 

sin 2 // (1 + 4 cos §) cos^ (/?, 

wo ß z=r ‘ujc und V die Ge- 
schwindigkeit des aus der 
K' Schale befreiten Elektrons 
bedeutet. Es ergibt sich also 
eine Voreilung der I’hoto- 
Llektronen in Kichtung des 
eirifallenden Strahles, vgl. 
die ausgezogene Kurve in 
Pig. 26. Die hier in Kede stehende Geschwindigkidt v des Photoelektrons 
ist dabei nach der wellenmechanischen Kechnung für alle Austritts- 
Lichtungen dieselbe und in genauer tlbereinstimmung mit dem 
Linsteinschen Gesetz. 

ü F. W. Bubb, Phys. Rev. 23 , 137 (1924); F. Kirchner, Ann. d. Phys. 
83. 521 (1927). 

^) A. Sommerfeld und G. Schur, Ann. d. Phys. 4 , 409 (1930). Die im 
Wellenmech.-Erganz.-Bd. gegebene Darstellung war durch Rechenfehler entstellt. 



= wahrB(dieinliche Anzahl der emittierten 
Elektronen ist in einem Polar- Diagramm für 
die Ebene 0 auf g(‘trageri : Punktierte 

Kurve für weiche Strahlung, ausgezogene für 
harte. Auf letztere beziehen sich die in § 3 
erklärten Angaben ,, Halbierungskegel“ und 
, , Intenaitätsmaximum “ . 
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Unsere Voreilung in (8) erweist sich als doppelt so groß, wie nach der 
Vorstellung des Lichtdruckes ursprünglich erwartet wurde. [Nach Wen tz eis 
Überschlag sollte in (3) 2ß an Stelle von iß stehen.] Man hat also 
bei der strengen wellenmechanischen Rechnung das paradoxe Resultat, 
daß nur ein Teil der Voreilung durch den Impuls der Strahlung gedeckt 
wird und daß für den anderen Teil das Impuls-Äquivalent fehlt. Daraus 
ist zu schließen, daß das Atom als Ganzes einen Rückstoß erfährt, 
und zwar durchschnittlich entgegen der Richtung des auffallenden Strahles. 
Mit der Aufklärung dieser Paradoxie werden wir uns in § 8 beschäftigen. 

Wir machen hierzu eine prinzipielle Anmerkung: Der Photo-Effekt ist 
nur an gebundenen Elektronen möglich, nicht an freien (im Gegensatz 
zum Comp ton -Effekt). Bei der Herstellung der Impuls-Bilanz muß der 
Atomrest mitwirken. Dies bedeutet für die Behandlung des Photo-Effektes 
an Metallen eine gewisse Schwierigkeit. Die „freien“ Elektronen des Metalls 
können nicht direkt vom Licht angegriffen werden, man muß ihre Bindung 
an das Metallgitter berücksichtigen. 

Daß die Voreilung in der üC-Schale tatsächlich etwa doppelt so groß 
ist als die klassische Erwartung ist durch viele experimentelle Arbeiten 
(Bothe, Auger, Williams-Nuttal-Barlow, Anderson, Watson) 
sichergestellt. Wir verweisen insbesondere auf eine unter Leitung von 
Kirchner durchgefuhrte Untersuchung von Lutze^) mit besonders harten 
Strahlen (A = 0,185 Ä, ß ~ 0,585), auch bezüglich genauerer Literatur- 
Angaben; die Übereinstimmung mit der theoretischen Formel (8) bzw. (4) 
ist hier fast vollkommen. 

Man kann in der Berechnung höherer Korrektionen fortfahren, stößt 
dabei aber sofort an die Grenze, für welche die unrelativistische Rechnung 
noch gültig ist. (Über eine erste relativistische Korrektion werden wir 
in § 8 berichten.) Eine im Schrödingerschen Sinne exakte Formel, die 
also in beliebiger Näherung gelten würde, wenn man die relativistischen 
Änderungen vernachlässigen dürfte, wurde fast gleichzeitig von Fis eher 2) 
(auf Anregung von Wentzel) und Sautör®) gegeben. Sauter benutzt 
umständliche Reihen in Polarkoordinaten, Fischer rechnet in parabolischen 
Koordinaten. Wir werden die betreffende Formel in § 4 auf einfacherem 


E. Lutze, Münchener Dissertation; Ann. d. Phys. 9, 858 (1931). Vgl. 
auch eine Arbeit von F. F. H. Eggleston und L. A, Martin, Proc. Roy. Soc. 
162 , 95 (1937), wo ebenfalls eine ausgezeichnete Übereinstimmung zwischen 
dem Versuch (K- Schale von Argon) imd der wellenmechanischen Erwartung 
konstatiert wird. 

*) J. Fischer, Ann. d. Phys. 8, 821 (1931); 11, 489 (1931). 

») F. Sauter, ebenda 9, 217 (1931); 11 , 454 (1931). 
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Wege durch direktes Ausintegrieren der betreffenden Matrix-Elemente 
wiederfinden. Sie lautet 

^ sin® ^ cos*'' w 

^ (1 - ^ COS ’ 

sofern man eine in § 4 mit y bezeichnete Korrektions- Größe streicht, die 
bei nicht-relativistischer Bechnung nicht mehr garantiert werden kann 
und von der in § 8 gezeigt wird, daß sie tatsächlich in erster relativistischer 
Näherung verschwindet. Entwickelt man (4) nach Potenzen von ß, so 
erhalt man als zweite Näherung wieder Gl. (8), während die höheren Nähe- 
rungen mit ß^, ß^, ... nicht mehr zuverlässig sind. Deshalb geht Gl. (4) 
eigentlich nicht weiter als (3); sie empfiehlt sich aber wegen ihrer durch- 
sichtigen Bauart. 

Diese Bauart bewährt sich insbesondere, wenn wir in § 6 ubergehen 
zu dem Photo-Effekt in der L-Schale. Die Formeln werden komplizierter; 
interessant ist besonders, daß neben „anisotropen“ Bestandteilen, d. h. 
solchen von der besprochenen Birnenform, auch „isotrope“ Bestandteile 
auftreten, für die das Polar-Diagramm der Photo-Emission, wenn man von 
der Voreilung absieht, kugelförmig ist. 

Man hat oft versucht, die photo-elektrischen Kechnungen dadurch zu 
vereinfachen, daß man die exakte Eigenfunktion des austretenden Elektrons 
angenahert als ebene Welle darstellt. Dies fuhrt zwar in der Z- Schale zur 
richtigen Verteilung, aber nicht in der Schale, w'o der isotrope Bestandteil 
verlorengehen wurde. Tatsächlich ist dieser isotrope Anteil in genauen 
Mcissungen von Auger an der L-Schale mit Sicherheit nachgewiesen 
worden. 

Wir werden im allgemeinen stationär rechnen, d. h. den Dauer- 
zustand der Photo-Emission bei dauernder Einstrahlung betrachten. Es 
ist aber lehrreich, auch die Di racsche St orungs- Theorie heranzuziehen 
und das Einsetzen des Photo-Effektes zu betrachten. Dies wird in § 7 
geschehen. 

Die vorangehenden Formeln (2) bis (4) sind hier nur bis auf einen 
Proportionalitäts-Faktor (Zeichen hiiigeschriebon worden. Indem wir 
<liesen hinzufügen und über alle Richtungen integrieren, erhalten wir die 
gesamte Ausbeute an Photo-Elektronen, aus der wir dann den sogenannten 
„wahren Absorptions-Koeffizienten“ der einfallenden Strahlung berechnen 
können. Dies wird in § 5 für die Z-Schale diskutiert werden. 
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§2 

Der Photo-Effekt in der K-Schale, stationäre Störungs-Rechnung 
in Polar- Koordinaten 

Wir knüpfen an die Dispersions- Theorie in Kap. V, § 8, an. Die auf-* 
fallende Lichtwelle beschreiben wir wie dort durch den Ansatz (1,1a)' 
und durch Fig. 22. Der durch sie gestörte Zustand des Atoms wird durch 
Gl. (11) daselbst gegeben. Während wir aber früher nur den Beitrag der 
diskreten Eigenwerte hingeschrieben haben, wollen wir jetzt nur den 
Beitrag dos kontinuierlichen Eigenwertspektruins zum Ausdruck 
bringen und die hinzutretende Summe über die diskreten Eigenwerte 
durch . . . andeuten. Der Energie-Parameter im kontinuierlichen Spektrum 
sei W, die Eigenfunktion yj (IP). und mögen den ursprünglichen 
Zustand, also insbesondere den Aufenthalt des Elektrons in der A’’- Schale 
charakterisieren. Die genannte Gl. (11) lautet dann: 

Y _ ^ r ‘4 (^) w(W)dW V _ ^ f V’ (^^T ^ 

J ^0 - ^hv ^ ^ j H'o ~w -hv ■ 

In der ersten Zeile dieser Gleichungen ergibt sich die Konstante vor 
der j 1 aus der entsprechenden Konstante in (V. B. 11), wenn man die dort 
vorangehenden Gin, (4) und (la) berücksichtigt; E bedeutid die Amplitude 
der Feldstärke in der einfallenden Lichtwelle. 

Mit dem Zeichen 2 j folgende Bewandtnis : Wenn wir in Polar- 
Koordinaten rechnen, bilden die Eigenfunktionen y} in energetischer Hinsicht 
ein Kontinuum, aber sie hängen gleichzeitig von den Quantenzahlen der 
Winkel-Koordinaten in diskontinuierlicher Weise ab p, w-Entartung: 
statt y) (PP) wäre ausführlicher zu schreiben y^i (IP)]. Um alle Zustände 
aufzuzählen, haben wir über TP von 0 bis oo zu integrieren, außerdem 
aber über l,7n zu summieren. 

Beim Vergleich der jetzigen Formel (1) mit der zitierten früheren (11) 
bemerken wir, daß jetzt vertreten ist durch .4 {W) dW unter Weg- 
lassung des Hinweises k auf den ungestörten Zustand. Die Bedeutung 
von A (TP) ist analog zu den Gin. (9) und (9 a) von S. 862: 

(2) ^ Vs/'’"! = ... + 2 1.4 (PF) y,{W)dW. 

0 y ,] 

(2a) A (IF) = f V* (PF) 

} ^ y 

Hier gehört, wie aus den zitierten Gleichungen von S. 862 hervorgelib 
das Zeichen -f bei 2:7i: i zu X, das Zeichen — zu Y. 


(1) tt = . 


ie, JiE 
w 4 31 V 


Ij,- PT + 
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Wir beschäftigen uns zunächst mit dem Zeit-Faktor vonX in Gl. (1). 
Dieser zeigt uns durch seine ( ) die kinetische Energie des emittierten Elek- 
trons an. Sie ist also 

*(8) -^kin ~ ^ Q -jr h V = hv | 

ist negativ als Energie des im Anfangszustande gebundenen Elek- 
trons. Wir haben daher — |TD^| geschrieben, wo dann |1 Fq| die 

Ablosimgs- oder lonisierungs- Arbeit des Anfangs-Zustandes (insbesondere 
der A-Schale) bedeutet. Gl. (3) ist also identisch mit der Einsteinschen 
licht-elektrischen Gleichung (1.1). Sie ist hier, wenn auch nicht 
wi'llentheoretisch erklärt, so doch aufs engste mit den Grundannahmen der 
\\Vllenraechanik verwoben. Eine Erklärung findet sie nur in der korpus- 
kularen Vorstellung diskreter, im Licht enthaltener Energie-Elemente von 
der Große h v. 

Was andererseits den Faktor von Y in Gl. (1) betrifft, so brauchen wir 
ihn hier nicht zu besprechen, da wir sehen w'erden, daß Y zur Photo- 
Emission nichts beiträgt. 

Es handle sich sodann um den Faktor f (IE) im Ausdruck von X. 
Auß('r von W hängt dieser Faktor \oii den Koordinaten des Aufpunktes ab. 
Wir interessieren uns aber wesimtlich nur für Aufpunkte in großer Entfernung 
vom Atom und können daher für y) s(‘ine asymptotische Darstellung ein- 
setzen. y) zerlegt sich, wie wir wissen, m zwtu Teile, eine einlaufende und 
eine auslaufeiide Kugelwelle, darg(‘stellt durch die beiden Ausdrucke ()j, in 
(11. 7. 88, 84). Wir werden sehen, daß, wie es physikalisch zu fordern ist, 
nur die auslaufende Welle (die Photo-klmission) in urisern Formeln bei 
L^eeigneter Interpretation derselben wirksam ist. Zunächst aber müssen 
wir mit dem vollständigen asymptotischen Ausdruck der Eigenfunktiön y) 
r(‘chneii. Wir setzen daher 
l'4) = l 

Daraufhin zerfällt unser Integral X in zwei Summanden, die wir zu- 
sammenfassend schreiben 
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Jcq ist dann die Wellenzahl, mit der das Photo-Elektron nach dem Einst ein - 
sehen Gesetz das Atom verläßt. Aus (6) und (5 a) folgt 

dW 2 kdk 

TP "" k! - k'^ 

und (4a) geht über in: 

( 6 ) = 

0 

Durch unsere Schreibweise A (k) und y) (k) haben wir angedeutet, daß 
wir diese Größen fernerhin als Funktionen von k (statt wie bisher von TT') 
ansehen wollen. 

Über den Integrationsweg in (6) ist folgendes zu sagen: Er wäre zu- 
nächst, einem durchweg reellen Tf entsprechend, längs der positiv reellen 

k- Achse von 0 bis oo zu führen. Das ist 
aber unmöglich wegen des Nenners kJ — k^. 
der für k = verschwindet. Wir müssen 
dieser Singularität ausweichen, entweder 
nach unten hin, ausgezogener Weg in Fig. 27, 
oder nach oben hin, punktierter. Wir tun 
das erstere, und zwar deshalb, um die ein- 
strahlende, auf das Atom hin konver- 
gierende Kugelwelle unschädlich zu machen, 
die durch dargestellt sein möge. Wir 
haben ja nach (II. 7. 33), wenn wir nur die 
im Augenblick wesentlichen Bestandteile 
Fig. 27. von andeuten und die Zeitabhängig- 

Integrationswege für X(n keit wie gewöhnlich in der Form vor- 

und X<2) in der k-Ebene. Als aussetzen: 
ursprünglicher Weg gilt der (*) 

ausgezügene; der punktierte ^as ~ - VaB * 

würde auf „Einstrahlung* ^ ^ 

führen. In X^*^ können wir daraufhin den 

ausgezogenen Weg nach der negativ- 
imaginären Achse der k-Ebene hinuberziehen, ohne an eine Singularität 
anzustoßen, wobei der Integrand im Unendlichen der negativ-imaginären 
Halbeberie verschwindet. Längs der ganzen negativ-imaginären Achse 
haben wir gleichzeitig 

( 1 ) 1^1 

0 für r 00 , 
r 

so daß X^*^ für r -> oo verschwindet. 
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Umgekehrt bei Der ausgezogene Weg ist jetzt nach der positiv- 
imaginären Halbebene hinüberzuziehen, wo er im Unendlichen verschwindet: 
ebenso längs der positiv-imaginären Achse, wegen 


( 2 ) 

VaB ' 


- i/fcl r 


-0 für 


Aber der Weg bleibt jetzt an der singulären Stelle k 
l'mlauf um diese Stelle, auf den sich reduziert, liefert 


kg hängen. 


Der 


(6 a) 

Hätten wir dagegen den punktierten Weg benutzt, so hätten wir nach 
demselben Verfahren gefunden: 

(Cb) = 0, .Y<« = 2 OT i 2 ^ iK) y’m (K)’ 

also statt der Ausstrahlung eine unphysikalische Einstrahlung. Die hier 
auftretende Doppeldeutigkeit hat ihren Grund darin, daß allgemein ein 
Wellenproblem erst eindeutig wird durch Hinzufugen einer Grenzbedingung 
im Unendlichen, der ,, Ausstrahlungs-Bedingung“, vgl. Anm. 1 S. 384. 
Dieser Bedingung haben wir durch Bevorzugung unseres ausgezogenen 
Integrations- Weges genügt. 

Im Anschluß an Fig. 27 läßt sich nun auch leicht unsere obige Be- 
hauptung begründen, daß der Bestandteil Y in Gl. (1) keinen Beitrag zur 
Idioto-Emission leistet. Fuhren wir nämlich die Substitution (5) in Y aus. 
so erhalten wir zwei Ausdrucke Y^’’ welche wieder durch Gl. (6) dar- 
gestellt werden, mit dtun Unterschiede, daß der Nenner jetzt heißt k'^ — k^ 
mit 

(bc) — — ä 1 ’ “i“ B Q = — }i if — j B q| ■< 0. 

ist also imaginär. Wir können daher die Integration sowohl in Y^*^ wie 
in Y'^^ ins Unendliche der (negativ- bzw. positiv-imaginären) fc-Ebene 
liinuberzieheii, ohiu* auf der reellen Achse an einem Kesiduum hängen zu 
bleiben. Daß die Pole A — :|- il/^ol keinen Beitrag zur Integration über 
die imaginären Halbachsen liefern, liegt, daran, daß an diesen Stellen 
für r 00 verschwinden wie exp (— |ä:q| r). 

Wir schreiben jetzt das allgemeine, durch die Quantenzahlen Z, m 
charakterisierte Glied der Eeihe (6a) hin. Die zu diesen Quantenzahlen 
gehörende Eigenfunktion ist nach den Gin. (1), (11), (28) in Kap. II, §7, 
wenn wir sogleich k durch k^ ersetzen: 


(<) 

(7 a) 


Ri {k^,r) PT (cosi^) m (p, 

Ri (k^, r) 

“ (2 ^ r)~ ^ (b (x + i)” (a; — dx. 

2 TT J 
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In (7) haben wir, was für das Folgende bequem ist, e* ^ ersetzt durch 
mw, so daß wir m weiterhin als positiv rechnen können, n bedeutet 

nach früherem Zjika, also hier Z j ilcQÜ. 

Der in (6 a) vorkommende asymptotische Wert (k^^) dieser Eigen- 
funktion ist dann nach Gl. (30) von S. 122 


( 8 ) 
(8 a) 








r { — ^ / + 1) 

Andererseits ist der in (6a) vorkommende Faktor A (k^) durch (2a) 
gegeben (bei positiver Wahl des Vorzeichens im Exponenten von e, vgl. 
dort); für y)* (TI) ist dabei das Konjugierte des Ausdrucks (7) einzusetzen 
(nicht etwa des asymptotischen Wertes (8)!). Es wird also, wenn wir d t in 
Polarkoordinaten anschreiben, dr ~ r^drdoj, da) = ^ini^d'l^df und 
die charakterisierenden Indizes /, m zu A hinzufiigen. 


( 8 ) 


ilim 


r Cr, CO< 

(kf,) = Nlyn r^drÜ* (k^.r) dcoPi' 


d Vo 
d y ^ 


Die Bedeutung von y)^ entnehmen wir aus der Tabelle von S. 89 

Legen wir die Polarkoordinaten wie in Fig. 26 von S. 437, setzen also 
X ~ r C08 d', y = r sin d cos q), ~ r sin d sin q), 

so wird 

dy), 1 /Z\^hv -zT 1 


(10a) 

und 


9y y. 


„\a/ r 


-z\ 

Sin d cos q) e ' 


(10b) c - = e 

Somit schreibt sich der Winkel-Bestandteil von (9) folgendermaßen: 


(11) 
(11 8) 
(11b) 


2 71 


e "-^e. 


VI <p cos 


0=1 »m'‘&d§PT {cos^)e 


i TT t COB !) 
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Das Integral 0 läßt sich sofort ausführen. Wir haben nämlich 


(12) ^ d (p sinm 9? cos 93 

( 12 a) ^d<p COS m 99 cos (p — 


== 0 für alle m, 

I 0 für alle m 1 
{n i\iT VI = 1 


Daraus folgt bereits, daß alle mit sinm 99 gebildeten Gl. (9), ver- 

schwinden und daß auch von den mit cos m (p gebildeten nur 
'in berücksichtigen ist. 

Um sodann das Integral 0 auszuführen, in dem wir nach dem eben 
besagten m = 1 setzen dürfen, entwickeln wir 


2 71 1 U C08 ü r 

(18) c ^ 1 -i- 2 711 — cos ?;> + ••• 

A 

und unterscheiden die beiden Fälle: 

a) weiche Strahlung, erste Näherung, 

b) harte Strahlung, zweite Näherung. 

Irn Falle a) brechen wir (18) mit dem ersten Gliede ab, indem wir 
annehmen, daß A groß sei g(*genuber demjenigen Kernabstand r^, m dem 
der Haupt teil der pbotoelektrischen Wirkung stattfindet. Wir bemerken 
dabei, daß r^, jedenfalls nicht größer als a sein wird, weil bei der Integration 
nach r alle Werte r - a durch die Bauart von Gl. ( 10 ), ohnehin unter- 
drückt werden. Wir haben dann 


( 1 3 ii) f (? PI (cos §). 

0 

Im Falle b) genügt es, außer dem ersten auch das zwnite Glied von (13) 
[iiitzunehiiK'n : holn^re 01 i(‘der, die wegen Vernachlässigung der Kelativitäts- 
F\orrektioneii problematisch sind, werden wir erst m §4 berücksichtigen. 
Wir haben dann 

TT 

1 8 bj 0 = j sin*'' 'ß d {} P} (cos + 2 jt i y cos • 

Die Ausrechnung von (18a), (18b) wird evident, wenn wir bedenken, 
laß in der üblichen Normierung 

14) Pl — sin??, P}, — 3 sin ?? cos?? 

« 1 . Dann schreibt sich mit x — cos 1 ? 
a) weiche Strahlung 

4- 1 

15 ^) 9 =- jP](x)P}{x)dx; 
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b) harte Strahlung 

4-1 

(15 b) ^ j ^ "X [ ^ •^• 

— 1 — 1 

Aus (15a) schließt man unmittelbar auf Grund der Orthogonalität der 
Kugelfunktionen: 

0=0, außer für l = 1. 

Von allen Koeffizienten ^4^^ bleibt also als nicht -verschwindend allein 
übrig. Die ganze Reihe (6a) reduziert sich also auf das eine Glied: 

A'W = ~ in iA^^ V'«,* (U 

und hat wegen Gl. (8), in der / = w = 1 zu setzen und nur das cos- Glied 
beizubehalten ist, die Winkel-Abhängigkeit 

X<2) ^ Pj 

d. i. wegen (14) 

^ sm -fl' cos (p. 

Dieselbe Winkel- Abhängigkeit hat aber auch uiiher A’ ^cl^^ie die Wellen- 
funktion v, Gl. (1). da das erste Glied derselben und die durch . . . an- 
gedeuteten Beiträge des diskreten Spektrums für r oo verschwinden: 
das Verschwinden des r-Gliedes wurde bereits oben besprochen. Wir 
haben also auch 

u ' — ' sin d cos tp und | w p ~ sin'^ cos^ (p. 

\u\^ bedeutet aber die Dichte der austretenden Elektronen und ist daher 
auch proportional zu der in § 1 mit J bezeichneten Intensität der Elek- 
tronen-Emission. Für weiche Strahlung haben wir daher 

(16) J sin^ § cor2 (p, 

wie wir in (1.2) behaupteten. 

Weniger einfach wird die Berechnung der Wmkelverteilung für harte 
Strahlung. Gl. (15b) zeigt, daß es zwei Werte von l gibt, für die 0 =f= 0, 
nämlich / = 1 und / = 2. Nach der üblichen Normieningsformel (I. 9. 30) 
berechnen wir aus (15 b): 


( 17 ) 


+ 1 

für ( = 1 . . . 0 = j [PJ {x)fd X -- 
— 1 

für f = 2,..0 


8 n i r 
5 I 
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Hieraus folgt, daß zwei Koeffizienten aus der Eeihe von Null ver- 
>chieden sind, nämlich und Jgi- Wir berechnen aus (9), (11), (12a) 
und (17): 


^ 18 ) 


^11 = -^1 1 J j d r R’! (fc^, r) e ® . 

0 

^2. =^a,-^yV^ - \ r‘drli^(k„r)e " . 

o A \ a / j 


Hier benutzen wir für R die Darstellung (7a) (unter Vorzeichen-Umkehrung 
von % und n wegen t^bergang zum Konjugiertim) und fuhren die Integration 
nach r aus. Sie ist fiir beide A die gleiche [die Faktoren bzw. heben sich 
^(‘gen den Faktor {2 i in (7a)J, nämlich 



(t 


2 a- .T- 



]{'tzteres wegen der bei UI. (7a) bemerkten Bedeutung von r? = Z/a„a. 
Dadurch reduzieren sich die Ausdrucke (18) auf 


( 18 a) 


.4,. = N.g,V.,(2 0-„) 


(o- 


//\V' 1 




d X 


X — 


n 

"2 


ly 


dx 


X — 


n 

~ö 


.letzt lassen sich aber auch die restlichen koinjilexen Integrale nach x 
Hiisfuhren. Sie sind, vgl. S. 118 bei Ul. (16), um den Verzweigungsschnitt 
^ - A bis j = -f ^ herum zu erstrecken und lassen sich auf das Kesi- 

liniim im Punkte x ~ vl2 zurückführen. Man erhält so für das erste bzw, 
.zweite Integral 

a'(n-fl) »»“2(n - l)«-2 bzw. - i 2 ®(?i + l)-«-~3(^ „ 
and für das Verhältnis des zweiten zum ersten 


4 

w* — 1 
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Aus (18 a) schließt man daraufhin 

^21 _ ^21 1 

“ JV~ n® -1 ■ 


(18b) 


Form 

(19) 


Unsere Summe (6a) wird jetzt zweigliedrig. Wir schreiben sie in der 


Z(2) 




wo und ^21 die asymptotischen, für die betreffenden /, m spezialisierten 
Ausdrucke aus Gl. (8) bedeuten. Es ist also 

/IO.] V’ai ^ ^ 

V'ii ■N'm J’J ■?’(-«+ 3) N,, -n + 2’ 

und wenn wir bei dem vor der Klammer in (19) stehenden nur die 
Winkelabhkngigkeit zum Ausdruck bringen, 


(19 b) 


sin {} cos (p. 


Indem man (18b) und (19a). (19b) in (19) einsetzt, erhalt man 


(20) A = I A’c^> 



36 71 cos?>l 

\K,J 5Ako ~ 


-'2) 


)■ 


Wegen Bestimmung der Normierungs-Faktoren erinnern wir an Kap. 11, 
§ 8. Aus der dortigen Gl. (12) folgt 


^ 7 7/1+3 ) 
\A7/ 3 8! r(//+2) 


5 

¥ 




Wir setzen dies in (20) ein und gehen zu | A’ p über, wobei wir das Korrektions- 
glied mit cos nur in erster Ordnung mitzunehmen haben. Als Faktor 
von cos 'ß in der Klammer ergibt sich dabei (n ist rein imaginär, also 
reell) : 


(20ai ’ -- ^ • 

A ky — 1 \n — 2 — n - 2 / A 1 + | ^ |^ 

Wir erhalten somit aus (20) 


(21) I X p ~ sin’’ c!os’ V’ (l + y ■ .. * ”) |2 ) • 

' A 1 + I w |v 

Dies läßt sich aber noch weiter vereinfachen. Wegen n — ZjUc^a wird 
zunächst 


1 1 

^ l + hP 



(21a) 
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Setzen wir weiter die in (5 a) vorkommende Ablösearbeit | für Wasser- 
stoff berechnet, gleich e^Z^ßa, so kann (5a) geschrieben werden: 

hin , 2 m c* Z* 4 :7r m. v 

fr a h 

Hieraus folgt wegen ^ 1/a und v ^ cß. 

+ ‘ AA ■ 

Wegen (21a, c) wird nun der Faktor von cos t‘) in (21) gleich 

iKf> 

7)1 C 




21 d) 


4- 4 / 


wt'il nach de Hroglie h gleich dem Impuls mv ist. Ebenso wie v bezieht 
>ich auch ß auf die (leschwindigkeil des austretenden Photo- 
elektrons. 

Wie bereits oben bei der Hehandlung der weichen Strahlung hervor- 
uMpoben. ist die Elektroiiendiclite \ u\^ und dit' Intensität J der Elektronen- 
emission mit |A’|2 proportional. Wegen (21) und (21 d) haben wir also 
endgültig 

(22) J ^ sin^ cos^ (1 -f 4 ß cos />). 

Die barte Strahlung zeigt gegenub(*r der weichen, (H. (16), 
III DIo'reinstiinmung mit (il. (1.3), eine VorcMliing der Photo- 
eiiiission im Sinne der eiiifallenden Strahlung, die durch das 
Korrektionsglied mit/? gegeben wird. Zur Veranschaulichung vergleiche 
man nochmals Fig. 26 in §1. 

Wir schließen mit einigmi methodisch-kritischen Hemerkungen: 

a) Dnsere Kechriung ist nicht -relativistisch durchgefuhrt und daher 
mir tur nicht zu harte* Strahlung (nicht zu große/?) berechtigt. Dies 
zeigt sich schon dann, daß für ß - J nach (11. (22), ein Gebiet cos {f <: 

1/J/? (‘xistieren wurde*, in eiern J negativ wäre, w'as natürlich physi- 
kalisch sinnlos ist. 

b) Unsere Rechnung war von Anfang an auf die A'-Schale spezialisiert, 
kur die L-Schale (\gl. §6) wird die Voreilung w'e*se*ntlich komplizierter. 
Auedi die allgemeine Pro})ortionalitat de*r Emission mit cos^ (p, die ihren 
Drund in dem Auftreten lediglich der e*rste*n zugeeirdneten Kugelfunk- 
lioiie'ii Iß hatte, gilt dann nicht mehr. 

c) Unsere Rechnung operierte mit den speziellen Eigenfunktionen des 
Aasserstoff-Grundziistandes (bei Z-facher Kernladung), wird aber für die 
A -Schale beliebiger Atome in Anspruch genommen. Bei letzteren ist der 
A asserstoff-Radius a mit dem Radius der A"-Schale und die Ablöse- Arbeit 
IUjjI des Wasserstoffs mit der A-lonisierungs- Arbeit gleichzusetzen. Der 

Sommerfeld, Atombau. II. 


29 
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Umstand, daß in der Endformel (22) die besonderen Wasserstoff-Konstanten 
a, I^FqI herausfallen und nur die bereits durch die energetische Einstein- 
Gleichung festgelegte Austrittsgeschwindigkeit ß vorkommt, rechtfertigt 
nachträglich unsere Übertragung vom Wasserstoff auf beliebige Atome. 

§S 

Diskussion der Voreilung, Auflösung eines diesbezüglichen Paradoxons 

Aus der letzten Formel ergibt sich unmittelbar, daß bei zunehmender 
Härte der Strahlung (zunehmendem h v und daher auch zunehmendem ß) 
das Maximum der Photo-Emission nach vorn verschoben wird. In der 
Tat liefert Gl. (2. 22) für dieses Maximum 

- = cos^ w — Isin^ 7 ^ -iß sin^ ^ cos =0. 
äi/ dir ' 

Daraus folgt, wenn man nach der Diff(*rentiation in dem mit ß multipli- 
zierten Korrektionsgliede, wie bei weicher Strahlung, cos ^ — 0, gin /> — l 
setzt : 

(1) ^^max — 2^ >• 0, ?^niax — “'2^. 

Wir fragen ferner nach dem ,,Halbierungskeger‘, weil dieser für 
die praktische Auszählung von Photobahrum in der Wilson-Kammer nützlich 
ist. Es sei dies der um tV = 0 beschriebene Kreiskegel von solchem Offnungs- 
winkel daß er gerade die Hälfte aller emittierten Photobahnen in sich 
faßt, daß also gilt: 

n 

j J sm ifdi)d(p— j J sin /> dddqj, 

0 öf, 

Die Ausrechnung ergibt nach (2. 22), wenn man alle höheren Potenzen 
von cos streicht und in den Korrektionsgliedern mit ß wieder sin — I . 
coB'd — 0 setzt : 

(2) = i>K=~~ß. 

Aus (1) und (2) folgt, daß der Mantel des Halbierungskegels in der Mitte 
verläuft zwischen -= nß und üies ist in Fig. 26 von S. 437 

angedeutet. 

Als physikalischer Grund der Voreilung wurde in § 1 der Lichtdruck 
oder, was dasselbe ist, der Impuls livjc der eirifallenden Strahlung vermutet. 
Wir berechnen die sich von hieraus ergebende Voreilung zunächst in nahe- 
liegender elementarer Weise^). 

^) Ähnlich wie E. J. Williams, Proc. Roy. Soc. 121. 129 (1928); vgl. ins- 
besondere S. 613. 
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Wir stellen uns vor, daß irgend eines der Photo-Elektronen ohne Licht- 
druck unter dem Winkel gegen den einfallenden Strahl austreten würde, 
und setzen seinen Impuls OP (vgl. Fig. 28) mit dem Impuls PQ — hvic 
des eirifallenden Lichtes zusammen zu dem resultierenden Impuls OQ, 
welcher die Richtung und die durch das Einsteinsche Gesetz bestimmte 
Lr()ß(* mv haben möge. Der ursprüngliche Impuls OP wird dadurch nach 
\ orri geneigt um einen Winkel d, der sich aus dem Dreieck POP bestimmt zu 


h V 


sin § 
h V 




oder in hinreichender Näherung {ö als kleine 
(iroße behandelt): 

}( i> 

(.S) ö ~ sin ö. ~ - • 

m V c 

(\ be(l(*ut(‘t, vgl. Fig. 28, die Ablenkung d(<s 
linier — 7r/2 austrei enden Photo-Elek- 
trons. 

AVeiter ist nach der Figur und Gl. (3) 

(1 = r/ (1 ^0 cos />), 

sin ?/(, =■- sm /> cos S -f cos sin ö =- sin itl-j- d 
(du) Rin® i9q — sin® {} d'ß (1 cos -f))* ■■ 



* c 


ICIeinentarf* .\uffas8uug der 
Voreilung : Zusainniensetzurig 
des ursprünglichen Impulses 
des Photo- Elektrons mit dem 
Impuls fivji des Lichlquants. 

cos {) ~ sin 0 (1 4" (^0 
— sin® ?7 d{) (1 -f 4 do cos />). 


Wir fassen jetzt die Zahl ä N der Photo-Elektromm ins Auge, die 
iinti'r Absehung vom Lichtdruck in den AVinkidraum zwischen 
und 4 d //q, (p und (p d (p emittiert werden: 

d N — Jq sin d i\d (p. 

Hier ist Jq die spezilische Intensität der Photoemission (Intensität für 
(len Paumwinkel 1) ,,()hne Lichtdruck“, die durch (2. 16) dargestellt wird. 
Wir halam also, wenn wir zugleich (3a) berücksichtigen, 

(4) dP ^ sin® //q cos® cp dt\ dcp ^ sin® i} cos®«^ (1 4- 4 cos d) d{9d(p. 

Dieselbe Zahl befindet sich nach Ablenkung durch den Lichtdruck in 
dem Winkelraum zwischen ^ und id -j- d{9, (p und (p d^p. Verstehen wir 
unter J die spezifische Intensität der Photoemission ,.mit Lichtdruck“. 
'^0 haben wir also auch 


Ga) dW — J sin ‘dd^dqf. 

Per Vergleich von (4) und (4 a) ergibt 

d)) J = sin® § cos® 9 ? (1 4- 4 do cos 


29 * 
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(5) hat dieselbe Form wie (2. 22), aber der Koeffizient von cos ^ ist 
in beiden Gleichungen verschieden. 

Nach Gl. (3) und dem Einsteinschen Gesetz in der Schreibweise von 
Gl. (2. 3) ist nämlich 


4i„ 


mvc\ 




m\, 

^kin/ 


Für nicht zu weiche Strahlung (sichtbares Licht scheidet aus) ist ^ W^. 
Wir haben also als Koeffizienten von cos ?9 in (5) mit guter Annäherung 


(5a) 



(‘ 


= 2ß. 


Dagegen betrug derselbe Koeffizient in (2. 22) 4/^. Die wellenmechanisch 
berechnete Voreilung ist doppelt so groß, als bei elementarer 
Berücksichtigung des Lichtdruckes zu erwarten wäre. 

Diese Verdoppelung der Voreilung wurde bei den zu ihrer Prüfung 
aiigestellten Versuchen (S. 438) begreiflicherweise als Paradoxon emj)- 
funden. Wir klären dasselbe, indem wir die VorstellungTvon der Zusammen- 
setzung des Strahlungs-Impulses mit dem Impuls des l^hoto-Rlektrons 
wellenmechanisch vertiefen. 

Das Einst ei nsche Gesetz berücksichtigt nur die Energie -Bilanz der 
Photo-Emission und bestimmt aus dieser die (Tr()ße der Austrittsgeschwin- 
digkeit oder, was dasselbe ist, die Größe der Wellenzahl k. Wir verlangen 
nun, daß außer der Energie-Bilanz auch die Impuls -Bilanz bei der Photo- 

Emission stimme. Dazu muß das Photo-Elektron einen Anfangs-Impuls h /i„ 

haben, der mit dem Impuls h v/c der auffallenden Strahlung zusammen- 

-► 

gesetzt gerade gleich dem Impuls h k des austretenden Elektrons wird. 
Es muß also gelten 

(6) k„+H=k, k„ = k-%. 

Hier hat « die Größe inj}. (Impuls des Lichtquants geteilt durch h) und die 
Richtung des einfallenden Lichtes. Wir müssen also die zum Anfangs- 
zustande^) des Atoms gehörende Impuls- Verteilung untersuchen und 


*) Strenggenommen sollten wir auch die zum Endzustände gehörend! 
Impuls- Verteilung berücksichtigen, also nicht, wie wir es tun werden, den 
Impuls im Endzustände als scharf bestimmt ansehen. Scharf bestimmter 

Impuls Ul bedeutet: Ebene Welle vom Forschreitungs- Vektor k. Die Betrach- 
tung des Textes ersetzt also die Eigenfunktion des Endzustandes implizite durdi 

-► 

die Eigenfunktion exp (r (kr)} der ebenen Welle. Daß trotz dieser Verein 
fachung der Photoeffekt der K-Schale richtig herauskommt, hat schon J. Fren- 
kel, Phys. Rev. 38, 309 (1931) gezeigt. Anders bei der L- Schale, vgl. Anm 1 
von S. 478. 
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iVststellen, mit welcher Häufigkeit in dieser der geforderte Impuls hk^ 
Aorhanden ist. 

Dies geschieht nach den Hegeln der Transformations-Theorie, Kap. III, 
7. Dort wurde in den Gin. (1) bis (4) gezeigt, daß die Wahrscheinlichkeits- 
Viiiplitude für den Eigenwert n des Impulses (dort v (tt) genannt) aus der 
\\ ahrscheinlichkeits-Amplitude für den Aufenthalt des Teilchens (dort u (q) 
u^cnarmt) in Fourierscher Weise erhalten wird, weil die Eigenfunktion des 
Impulses (dort Syt(q) genannt) eine Exponentialfunktion ist. Indem wir 
.luf drei Freiheitsgrade erweitern, den Eigenwert jr des Impulses durch die 
damit proportionale Wellenzahi ersetzen und statt v,v schreiben y)Q, n' 

\ (J{) — Wahrscheinlichkeits-Amplitude der Welleiizahl-Verteilurig], er- 

halten wir aus Gl. (8) I. c. bei bequemer Wahl des Xormierungs-Faktors 

iTl y>„ = ^ 

i7al «'(?„) = 

Mit dem Wert(‘ (‘2. 10) von läßt sich (7aj unmittelbar in Polar- 

koordmaten r, 0, <P ausrechnen, wobei man die Achse* 0 — 0 passend 

> 

111 die Richtung' von k^^ legen wird. Man findet mit d^*r .\l)kurzung 

A- _7r-''^(Z/a)^b 


/r (k^) ~ ^ ^‘2 J 0 (1 r c ^ " 


’Me: 


mißde _NZ 1 
-h cos ej ( - + kS) 


Die Wahrscheinlichkeit oder Häufigkeit des Vorkommens 
d('r Whdlenzahl im Anfangszustande des Atoms wird also, 
\V(*rni wir sogleich aus (6) einsetzen: 


(H) 



Ihe Klammer im Nenner bedeutet, wenn wir wie in Fig. ‘28 den Winkel 

♦ *■ 

/wischen Strahlrichtung x und Emissionsrichtung k mit § bezeichnen: 
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Wir setzen ein 

X [s. 0 . bei Gl. (6)], k ~ ^ (de Broglie) 

A ff' 

4 JT m c 
A n 

[GJ. (2. 21c). in der wir jetzt k statt k^ zu schreiben haben] und erhalten 
statt (Ha) 

^ . 4 TT W? 6* A V 7T h \ 

(8b) y. 1 C0S9^ + - . 

' ’ Itf ^ V. A m,(‘J 

Der letzte Tenn der Klammer, den wir y nennen wollen, schreibt sich, 
wenn wir darin die Compton-Wellenlknge Xf. = h/m^c einfuhren, einfache! 


(8 b) gebt somit über in 

(8d) 

setzen wir dies im Nenner von (8) ein, so entsteht bis auf einen von freien 
Faktor: 



Wir können dieses — nach dem Zusammenhang zwischen k, x und 
Gl. (6), und nach dem Zusammenhang von w mit der Impulsverteilung iiii 
Anfangszustande des Atoms, Gl. (7a) — bezeichnen als die Wahrschein- 
lichkeit. den Impulssatz bei der Photoemission in der vor- 
gegebenen Richtung #, (p erfüllt zu finden. Wir müssen diese Wahr- 
scheinlichkeit noch multiplizieren mit der Anregungs- Wahrschein- 
lichkeit der Photoemission durch das Feld der auffallenden 
Strahlung. Es ist einleuchtend, daß hierfür nur das elektrische Feld d’ 
der Strahlung, und zwar nur seine Komponente in der vorgegebenen 
Emissionsrichtung (p in Betracht kommt, welche bei unserer Koordinaten- 
wahl gleich ist |d| sin cos (p. Ferner ist einleuchtend, daß es nicht auf 
diese Komponente selbst, sondern auf ihr Quadrat, d. h. auf die in der be- 
treffenden Richtung wirkende Licht -Intensität ankommt. Wir haben 
also, wenn wir unsere „Anregungs-Wahrscheinlichkeit“ mit bezeichnen. 
(10) sin- cos^ cp. 

Aus (9) und (10) folgt schließlich für die Wahrscheinlichkeit d 
der Photoemission in der Richtung cp 


( 11 ) 


J W'^ 


sin^# cos* cp 
(1 — cos ^ + yf 
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Diese Formel stimmt mit der Darstellung (1. 4) überein, sofern wir die 
Korrektionsgröße y fortlassen, und geht, wie dort bemerkt, in die uns 
irelaufige Darstellung (1 . 3) 

( 1 1 a) J ~ sin^ 'ß cos^ (1 4 ß cos §} 

II her, wenn wir den Nenner nach Potenzen von ß entwickeln und mit der 
iTslen Potenz von ß abbrechen, was bei dem Genauigkeitsgrad unserer 
hi^herigeii unrelativistischen Betrachtung angezeigt ist. 

Die Auflösung des oben betonten Paradoxons ist nun evident. Wir 
halten bei der elementaren Konstruktion in Fig. 28 zwar ebenfalls den 

Impulssatz (in Wellenzahlen die Gl. /r x -- k^) benutzt, aber wir hatten 
Hiebt die Häufigkeit IxTueksichtigt, mit der das ursprüngliche k im Atom 
\tTireten ist. Wen tz eis Anschauung (vgl. S. 437), daß die Voreilung 
(luridi den Im})uls (b>r Strahlung zustande kommt, wird bestätigt : aber dii* 
konsequent!' Durchführung du'ser Anschauung, schematisch dargestellt 
durch die Formel J — fuhrt zu diun do])p(‘lten Wert der Voreilung 

ut'geiiuber der nicht konsequenten eleim'ntari'ii JVtrachtung. 

Vir wollen schlii'ßhch die Große des Blickstoßes berechnen, die das 
Alorn infolge der Vonuluiig erfahrt, d. h. infolge des Umstand(‘s, daß das 
\1om im statistisch(*n Mittel mehr Elektronen nach vorwärts als n^h 
iHckwärts emittiert. ()ff(*nbar ist d(T Rückstoß (\M'g(‘n der besonderen ^i-Ab- 
liangigkeit der Emission) (‘iitgegim gerichtet zur einfallenden Strahlung. 
Wir haben also nur die Komponente des emittierten Imiiulses nach der 
Strahlrichtiing zu betrachten. Diese ist für (hm Einzelprozeß gleich mit cos ß 
und im statistisclnui Mitt(*l 

|J cos ß äv) 

( 12 ) m v . 

j J (liO 

Nun ist nach (lla) mit .r — cos 

+ 1 . 
j J dm = TT I (1 — i^) (1 p iß x)(l X = ^ 

-- 1 

(das Voreilungs- Glied liefert keinen Beitrag hierzu) und 
+ 1 10 

^Jxdo) = j {I ~ x^) (I -i ß x) X d x) = 


linir das Voreilungs-Glied liefert einen Beitrag). Hiernach wdrd (12) gleich 


(12a) 



8 m 8 h V 

5 c 5c' 


ktzteres wegen des Einst ein sehen Gesetzes bei Vernachlässigung der 
Gilösungsarbeit gegenüber h v. 
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Da für jeden Photo-Prozeß der Strahlungsimpuls hvlc zur Verfügung 
steht, beträgt der restliche Impulsbedarf der Photoemission: 

S hv h V h V 
5 c v 5 c 

Dies ist zugleich der Eückstoß, den das Atom im statistischen Mittel erfährt. 
Man kann sagen: In einem photoelektrisch angeregten Gase weht ein atomarer 
Wind entgegen der Einfallsrichtung der Strahlung: die W^indstärke ist 
proportional mit der Härte der Strahlung. 


§4 

Photo-Effekt der X-Schale bei vollständiger Berücksichtigung der 
Retardierung in parabolischen Eigenfunktionen 

Der ,,Eötardierungs-Faktor“ exp (2:71 '/ j/A) in (2.2) rührt von der 
endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der einfallenden Strahlung h(‘r 
und ist um so wichtiger, je kurzwelliger die Strahlung ist. Tni folgenden 
werden wir dafür schreiben 

( 1 ) = , 

mit der schon in (3. 6) eingefuhrten Bezeichnung J für den Wellenzahl- 
Vektor der einfallenden Lichtwelle. Wahrend wir in § 2 nur das erste oder 
die beiden ersten Glieder der Potenz-Entwicklung dieses Faktors mit- 
nahrnen, wollen wir ihn jetzt nach dem Vorgänge von Sa ut er und Fischer, 
vgl. die Zitate auf S. 438, vollständig in Eechnung setzen. 

Saut er rechnete mit denselben Eigonfunktionen in Polar- Koordinaten, 
die wir in § 2 benutzten, Fischer mit Eigenfunktionen in parabolischi'ii 
Koordinaten von demselben Charakter, wie wir sie beim Stark-Effekt ver- 
wandten. Wir werden hier zu demselben Ergebnis wie diese Autoren ge- 
langen, indem wir die unserem Problem besonders angepaßte Eigenfunktioii 
aus (II. 9. 31) emführen, die uns u. a. bei dem Streuproblem in Kap. V. 
§8B, gute Dienste geleistet hatte, nämlich 

♦ 

1 0 = %{kr ~~ {k r)), 

Z oiZ 

ika iß' 

♦ 

k war beim Streuproblem der Wellenzahl-Vektor einer Materie- 
welle, welche als ebene Welle aus der negativen k-Eichtung einfällt 
und infolge des Streu prozesses von einer vom Atom auslaufenden Kugel- 
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welle überlagert^) wird. Demgegenüber wünschen wir beim Photo-Effekt 
,‘irie Materiewelle zu haben, die als auslaufenden Bestandteil lediglich 
t*] ne asymptotisch e b e n e Welle besitzt, also nicht von einer auslaufenden 
Kugelwelle überlagert wird. Wir stellen diesen Wellencharakter her, wenn 
wir in (2) gleichzeitig vertauschen 

i'2a) k mit — k und i mit — %. 

Die Ebenheit wird dadurch in die Richtung + k verlegt, statt der aus- 
laufenden Kugelwelle entsteht eine einlaufende (auf das Atom hin konver- 
gierende) Kugel welle, ln der ■-}- /r-Richtung haben wir also nur die aus- 
laufende ebene Welle, die der anschaulichen Vorstellung des emittierten 
l’hoto-Elektrons (mtspncht (die emlaufende Kugelwelle stört hier nicht). 
Dnsere ursprüngliche Darstellung (2) geht 1x4 der giujanntiui Vertauschung 
und })ej hinzugefugtaT XormuTung über in 

, je = i- ih-t)). 

(3) f „ (- o) j / Qj/ 

i k a iß 

Denken wir uns hier k nach Richtung und (lroß(‘ veränderlich, so haben 
wir ein oo^-faches System von Eig(*nfunktionen vor uns, wcdches alle Zu- 
stande des koiitmuierhchen Wasserstoff-Spektrums umfaßt. Wir ver- 
Lfleichen es mit der Darstellung d(‘s kontinuierlichen Sjiektrunis in Polar- 
Koordmaten 

(.3a) = V 7f/ (r, k) P'!' (co.- //) c 

Den diskreten Winkel- Quantenzahlen /, ni dieses Spektrums entspricht 
Ul jenem die kont inui(*rliche Mannigfaltigkeit der Richtungen des 

Wellenzahl-Vektors k\ der Energie- Parameter wird in beiden Spektren 
<iurch den kontinuierlich veränderlichen Bidrag k vertreten. Beide 

D Durch Interferenz zwiHchen Kugel- und ebener Welle entstehen in der 

positiven /.-Richtung, also hinter dem Atom, Intensitäts-Schwankungen, 
die man den Poissonschen Beugungs- Erscheinungen der gewöhnlichen Optik 
(Maxima und Minima hinter einem kreisförmigen Schirm) vergleichen kann. 
Auch der in (2a) vorgenommenen Umkehr der Richtungen treten entsprechende 
Interferenzen zwischen der einlaufenden Kugel welle und der ein laufenden 
ottenen Welle, also in der negativen /.-Richtung, d. h. vor dem Atom auf. 
Diese stören nicht, da es uns nur auf die auslaufende ebene Welle ankommt, 
Vgl. hierzu 0. Scherzer, Ann. d. Phys. 13, 137 (1932) (Münchener Diss.), ins- 
l'CHondere S. 138. 
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Systeme von Wellenfuiiktionen (8) und (8a) sind in sich orthogonal^) : 
beide stellen, wenn man die Eigenfunktionen des diskreten Energie-Spek- 
trums hinzufugt, ein vollständiges^) System von Eigenfunktioneri dar. 
Wir können also das System (8) ebenso wie das in § 2 benutzte System (3 a) 
zur Storungsrechnung benutzen. 

Darauf gestutzt, schreiben wir die Formeln vom Anfang des § 2 in 
unsere neuen Eigenfunktionen um. Es seien ca, ß die Kichtungswinkel des 


Vektors k, die wir ebenso wie die Kichtungswinkel (p des Koordinaten- 
Vektors r auf die Kichtung von y als l^darachse beziehen wollen. Statt 
(11. (2. 6a) haben wir: 

(4) A’ ==■ - 2 jr i I (](Oais -i (a, ß, k) v'as (“. ß. k). 

wobei also die frühere Summe nach /, m ersetzt ist durch das Integral 
nach oi,ß mit — mnoidoidß. Sowohl in wie in .4 ist k die* 

Wellenzahl des Kesiduums von Fig. 27 [dort mit bezeichnet und durch 
das Ei ns teil! sehe Gesetz (2. 5 a) gegeben], ln (4) wird also nicht über das 
ursprüngliche oo’‘^-fache System von Eigenfunktionen integriert, sondern 
über das durch F(*stl(‘gung von k daraus hervorgehendi» oo 2. fache. 

Die oberen Indiz'^s aus Gl. (2.6a) bei X und ip sind in (4) fort- 
gelasseii worden. Es ist aber zu b(*achtt‘n. daß durch unsere Integrations- 
Methode von S. 442 die ein lauf ende Weih* unterdrückt wird, so daß 
unter (4) der auslaufende Bestandteil zu viTsttdien ist. 

Um die jetzige Bedeutung von A anzugeUen, gehen wir auf Gl. (2. 2a) 
zurück. Hier war y die Polarisationsrichtung des einfallenden Lichtes, die 
wdr jetzt p nennen wollen, nachdem wir seine Einfallsrichtung allgemein 
mit K bezeichnet haben. Dabei gilt ersichtlich 


(4 a) 


(x p) = 0. 


Dementsprechend schreiben wir (p grad ^q) statt des früheren 
und setzen 


d y 


(4b) Ä=^{pA), 

Indem wir den Ketardieruiigsfaktor in der Form (1) benutzen und dit* 
Eigenfunktion tp durch oi,ß,k statt durch W charakterisieren, entnehmen 
wdr aus (2. 2a) : 


( 5 ) 


A (a, ß, k) = ^ rp* (a, ß, k) 




Der Gradient ist nach den Koordinaten des Integrationspunktes r zu nehmen, 
was wir im folgenden durch grad^ andeuten werden, ip* ist die Konjugierte 
zur Eigenfunktion (8): 


ip* = (p). 


D 0. Soherzer. 1. c.. § 1. 
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( 11 . (5) heißt also ausführlicher geschrieben 

(G) A (oi, ß, k) = N j dr ^ Ln {q) c* V' o 

mit dct) ~ do) 9 ^fp = sin {^di^dq). 

Wir gehen auf (11. (4) zurück und bestimmen den dort vorkornmendeii 
(ironzwert von Dazu orinnorn wir an das asymptotische Verhalten 

\()n L, das durch (11. (11.7.25) gegeben war [der Beitrag aus (II. 7 . 26) 
\ (Tschwindet, weil er einer einlaufenden Welle entspricht]: 


Ln {q) 


(- e)" 
T{n +1)' 


daher ( 


Q) - 



Xach Gl. ( 8 ) wird also: 


Vas 


^ A' 


r(i 


für 


00 . 


Wir müssen die Abhängigkeit dieser Große \on den Richtungswinkeln oi,ß 

♦ 

lind ?>, V der Vektoren k und r feststellen. Wir haben (Tsichtlich: 

|(A:r) ~ /er cos 61, cos 6 ^ ~ cos ?7(H)sa f- sin // sin a cos (< 7 ; — 

I Q = i kr cos 61) nach Gl. (3). 


In (4) war aber nicht scdilechtweg. sondern nur der auslauleiide 
W ellen-Bestandteil gmimmt. Nun (entspricht Gl. (7) nur bm positivteni 
/, r) einer euslaufenden Welle, Wir müssen also die B(‘dingung hinzu- 

Ingen {k x) - 0 , also nach (S) 

(Sa) cos 6 ^ ' 0. 


\'ll. wieder Fig. 27, wo ja GIi(‘d(‘r mit iK'gatniMii Vorzeichim des Expo- 

iit'iiten i{kx), widclu' einer e'iilaufenden Wi'lb* (‘iitsprechen. durch unser 
1 iitegrations-ViTfahreii automatisch unti'rdruckt w('rd(‘ii. 

Wir setzen (7) und ( 8 ) in (4) ein und erhalten 

— ‘ln iN C 
(9) A’ = I 

Zur Auswertung von (9) werden wur uns zunächst der etwas kühnen 
..Methode der stationären Phase“ von Lord Kelvin bedienen, die in vielen 
Fallen die mathematisch strenge ,,Paß- oder Sattelpunkts-Methode“ zu 
• rsetzen geeignet ist. Die Methode der stationären Phase besagt: Wenn 
III einem Integral eine unendlich schnell oszillierende Funktion vorkommt 
[in unserem Palle exp (i /c r cos 6 /)], so liefern nur diejenigen Stellen zum 
1 ntegral einen Beitrag, an denen der Phasenwechsel der Oszillation unendlich 
A (Tlangsamt (die Phase „stationär“) wird. Man kann dann den „langsam 
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veränderlichen“ Teil des Integranden durch seinen Wert an diesen kritischen 
Stellen ersetzen und die Integration nur über die unendlich schnell ver- 
änderliche Funktion erstrecken. 

Bei unserem Doppelintegral nach a und ß werden die kritischen Stellen 
gegeben durch die beiden Bedingungen 




d cos ß 
doL 


— COS § sin a + sin -ß cos a cos {(p — ß) = 0 , 


d cos S 

~dr~ 


-f sin § sin a sin {(p ~ ß) ~ 0. 


Aus der zweiten folgt 


f9b) {(p — ß) -‘ 0 , ß ~ (p (>der ß ~ qt -[ tz, 

aus der ersten daraufhin 


(9c) sin {{) ^ a) — 0 , a — oder a — .t — '0. 

Für CH iK ß — (p wird cos (9 =^4-1, für a ~ //, ß ^ ± rr 

wird cos (9 = — 1 . Wegen unserer Zusatz-Bedingung (Ha) koinint aber 
nur die erste Stelle in Bidracht. Wir setzen also im langsam veränderlichen 
Teil unseres Integrals ca — ‘d', ß = q) und ziehen ihn vor das Integral. 
erhalten so, vgl. auch ( 8 ): 

( 10 ) .\ = «AW.,r,k)ü„, 

( 10 a) 

Wir führen statt der Integrations-Variablen a, ß die damit gleichwertigen, 
aber bequemeren Winkel (9, 0 ein, ersetzen also durch 

~ sin O äO (10. 

Dann wird mit ^ — cos 6 ^ (wegen der Integrations-Drenze ^ ~ i oo, vgl. 
den Schluß dieses Paragraphen) : 

2 71 1 



Somit, wenn wir noch (2%kr)-^ in exponentielle Form umrechnen: 


( 12 ) 


y ~&7zrN 

A = „ ,1 e 


|n| 


-4 (?^, 9?, k) 


(,t(kr 4- n ; \on2kr) 


r{l-n) .. . r.-v 

Jetzt bleibt nur noch der Koeffizient A k) zu bestimmen. Er 
wird durch (4b) auf den Vektor A (t9, 9 », k) zuriicksefuhrt. welcher durch ( 6 ) 
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(largestellt ist. Wir vereinfachen diese Formel, wenn wir mit Rücksicht auf 
die Bedeutung von yjQ in (2*. 10) vergleichen 

Z X 

(18) ff“"'' gradj = - - — e'**«, 

mit 

Man hat also 

♦ Z i > 

(14) gradt % ~ ~ Vo 

daraufhin ergibt sich aus (6), wenn inan d(‘n (iradienten na(di x vor das 
Integralzeichen zieht : 

(15) A = ~ I - A'A'„Krad, U, == vf,d. (2.10) 

^ \7r ^ ft / 

mit der neuen Abkürzung: 

ilaa) B = j rdrc ^ (1 cj e ' L„{Q)- 

Bier tragen wir für L die Darstellung (11. 7. 14) von S. 117 ein, welche' nach 

der Substitution : — o x lautet 

( läb) L„ (o) = ^ • c'’ ^ J-" (x -- 1 ) ^ c~ d j: 

mit Rücksicht auf den Wert von q in (8) wird also: 

(15c) L„(q) = .(‘- + <*0^/3. 

I)er Ausdruck (15a) schreibt sich daraufhin nach l inkehrung d(‘r Integra- 
iionsfolgen: 

(16) 71 . ( 1 ) x^‘ {x — 1 rdre ^ Q, 

(16aj — I dax'"* *='■" = j 

l>er in (löt^) (diigefuhrte Vektor 

(1Gb) K X — k X 

^\ird passend wie bei früheren ähnlichen Rechnungen, vgl. S. 896, zur 

Vchse eines Polar-Koordinaten-Systems ß, 0 genommen, so daß {K, r) 
K r cos B und 


(16c) 


71 71 

Q= I d 0 j sir 


ß ßß f,t h'rvoHß ~ (^71 


i Kr 



462 


• Photo-Effekt 


VI. 4. 16 d 


wird. Das Integral nach r in (16) geht daraufhin mit der weiteren Abkürzung 

Z 

(16d) Kq ==■.—- ik{l - x) 

über in 


(16e) _ 1 ^,( A'o iKlr ß A = 

\J J / Ki K'^ 

0 0 

Aus (16 b) und (16 d) berechnen wir 

4- A“ = — ik^ -i-2 |i k - i fcj — (J /c)| X, 

wobei also das (llied mit x^ erfreulicherweise fortfällt. Wir können sonnt 
setzen 


Ao -f ~ r b X ^ h {x ~ x^), X(^ = — ■ 

' /X >’ I /Z ^ 

wofür wir auch schreiben können 

(16g) fc = 2 [i k - ik) -xk cos 

Unser Integral (16) wird auf diese Weise schließlich 


(17) 


H 


2 r x'‘ 

= r 7 ij - 


{x - 1)--« 1 


d X. 


(x k) , 


Da der Integrationsweg geschlossen um die Punkt(' 0 und 1 herumfuhrt 
und der Integrand im Unendlichen wie ] jx^ verschwendet, läßt sich da* 
Integration sofort durch Residuenbildung im Punkte x ~ x^ ausführen. 
Man erhält 


(17a) B= - -_xi:(j;„- 1) 

Wir bilden jetzt nach der Vorschrift in 
in bezug auf x: 


— An ^ • . 

(c -f ^)" ' 

Gl. (15) den Gradienten von B 


^Tl “ 1 

(18) grad ß = -f 4 :i: — |?i (c + h) grad c — (r? -f 1 ) cgrad (c + ^) j • 
Es ist aber nach (16f) 

(18a) grade =2 5, grad 5 = — 2 A". 
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Die weitere Rechnung vereinfacht sich, wenn wir die in (4 b) vor- 
ocHehene Multiplikation mit dem feinheitsvektor vorwegnehmen. Wegen 
(4 a) hat man nämlich 

(I8b) (p, grade) = 0, (p, gr&dh) = — 2(Ä;p). 

Aus Gl. ( 18 ) folgt also 

;iy) (p, grad B) = 8 ;i (n + 1) {k p) ' 

Vach Gl. ( 16 f), ( 16 g) ist e -f /? reell: 

,l()a) = -jj + >c'^ — 2 y. h cos 



(p, grad B) 


8 71 (n 4 - ] ) (fc p) 


^ (e-f/f \c + b/' 

wo der letzte Faktor den absoluten Betrag 1 hat, weil ja n rein imaginär ist. 
Fiir A ergibt sich hiernach aus ( 15 ) und ( 4 b) 



Der Ausdruck ( 19 a) für c -f 5 ist uns heriMts in (8. 8a) begi'gnet. Wir 
können daher seinen Wert aus (8. Hd) entnehmen (A^ ~ Goinptonsche 
WVllenlange) : 


f ä = ^ ^ [l - ß cos/> -f y). 


Wir berechnen ferner (äp) daraus, daß k in dem rechtwinkligen System 
;<4 mi [n — Normale auf der Ibdarisations-Ebene (?<, p)J die Koordi- 
iiai(ai hat 

k cos {}, k sin ^ cos r/>, k sin i)- sin 

liiermit ist 


(20 b) (kp) — k sin // cos 91. 

Setzen wir (20a), (20 b) in (20) und (20) m (12) ein, so folgt, wenn wir 
all(‘ konstanten Faktoren in den Koeffizienten C zusarninenfassen : 


'■>]) 

^ sin § cos q' 

/ |f.| \n (fcr + |nllog2Ä:r) 

(1 — ß cos § + 

y)A,.>V 

:■'! ii) 

1 

li 


27 r^ a 

^ */’ (1 - n ) 
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und 


(21b) 


I^T 


|Cj® 8in*^cos®(^ 


{1 — ß cos -f y)* 

Mit lA’l^ ist, wie schon S. 446 und 449 benutzt, die Intensität J der 
Elektronen-Emission proportional. Wir wollen den Proportionalitäts- 
Faktor bestimmen, auf den es im nächsten Paragraphen ankommt. Dazu 
gehen wir von Gl. (2. 1) aus, machen dort r = oo, wobei das Glied mit 
(diskrete Eigenfunktion !) und vermöge unserer Integrations-Methode, 
vgl. S. 443, auch Y verschwindet. Wir erhalten daraufhin aus (2. 1); 


( 22 ) 






S’l-'T- 


Dies ist die Dichte der Photo-Elektronen an der Stelle r = oo, 
Daraus folgt die Intensität J des Phot o- Stromes durch Multiplikation 
mit der Elektronen- Geschwindigkeit 


(22a) 

Wir erhalten also 

(23) J — r\n\^ 




nt 


]) sin‘^ /> COS' qj 
rMl — /? COS 4- yy ' 


in Übereinstimmung mit Gl. (3. 11) und dem Kesultat von Saut er und 
Fischer, Gl. (1.4). Als Bedeutung des Koeffizienten 7) ergibt sich 



Schließlich ist noch (*in Wort zu sagen über dit* Integrationsgrenzc 
^ = i 00 in Gl. (11). Sie rührt daher, daß man die Methode der stationären 
Phase korrekterweise durch die Sattelpunkts-Methode zu ersetzen und 
nach dieser in dtui kritischen Punkt ^ — 1 von der Seite der imaginären 
i (in Bichtung des steilsten Anstiegs) himanzurucken hat. Dies wird deut- 
lich, wenn man mit F. BennerÜ die in unserer Fig. 27 angezeigte Ver- 
legung des Integrationsweges schon vor dem Grenzubergang r oo vor- 
nimmt . 

§5 


Der Absorptions- Koeffizient in der /T-Schale 

Nachdem wir im vorigen Paragraphen den Photo-Effekt in der ÜC-Schah“ 
quantitativ, mit Einschluß aller Koeffizienten berechnet haben, können 


D Dissertation München, Arm. d. Phys. 29, U (1937). 



VL 5. 5. 


Der Absorptions- Koeffizient in der K-Schale 


466 


wir zum sogenannten „wahren üC-Absorptions-Koeffizienten“ (vgl. Bd. I, 
S. 252), d. h. zu der durch Photo-Emission aus der üC-Schale hervor- 
^erufenen Schwächung des auffallenden Lichtes übergehen. 

Wir berechnen zu dem Ende zunächst den gesamten Photostrom für 
(las einzelne Atom, indem wir (4. 23) über eine das Atom in großem Ab- 
^tande r umgebende Kugel integrieren und den Faktor 2 hinzufugen, weil 
('S zwei Elektronen in d(‘r Jii-Schale gibt. Dabei können wir die kleine 
(Iroße y im Nenner von (4. 23) sowie höhere Potenzen von ß bei unserer 
iiiolit-relativistischen Kechnimg streichen. Da bei der Potenz-Entwicklung 
(1(‘S Nenners auch die erste Potenz von/?, wie man leicht nachrechnet, keinen 
l)(‘itrag liefert, haben wir einfach 

(1 1 2 j J d ft) = 2 7> [ sin“ cos“ q> den = ^ D. 

Jeder Photoprozeß vt^rbraucht von dem tanlallenden Licht die Energie h v. 
Ourch Multiplikation von (1) mif hv erhält man also die durch Photo- 
jirozesse bewirkte Schwächung d(‘s Lichtes }»ro Atom und Zeit- 
(‘iiiheit: 


Der Absorptions-Koeffizient pro Atom“ entsteht aus (2) durch 
Division mit dem pro Flachen- und Zeiteinheit einfallenden mittleren 
bnergiestrom S. Lidzterer ist 


«'2a) 


S 


4 7t 


H.-t 




((f - eb‘ktrischo Feldstarken, K ^ Amplitude des einfallenden Lichtes). 
Aus (2) und (2a) folgt dahi^: 

64 tt“ h r 7 > 


Uai 


3 


F/ 


Daraus ergibt sich der auf das (Iramm-Atom der Substanz bezogene Absorp- 
tions-Koeffizient durch Multijilikation mit der Loschmidt-Zahl L. 

l^eriutzen wir (il. (4. 24) und setzen darin c“ -- a c, v c/A ein, so 
lialieti wir 


th 


/bit 


Btt /F 

Lol 

3 c 


k\(f. 


|(’p ist aus (4. 21a) zu entnehinun. Mit dem Worte voi\N^ = n '•^(Zja) 
i'iliult man 


i/'a 


SJt“ m 
Sommerfeld, Atombau. IT. 


^ in /z ) A. _i 

Q -nrö \ n / jJT (f — 'W-)!“ 


30 
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Wir brauchen noch den hier vorkommenden Normierungsfaktor N für 
unsere Eigenfunktion (4. 8), für den wir in (11. 9. 32) den Wert ableiteten 


(5a) 


N2 == 


1 

(2^)^ T 


W 

(>- 


Diese Ableitung setzte „Normierung im Wellenzahl-Raum“ voraus. Da- 
gegen haben wir unseren photoelektrischen Rechnungen die „Normiening 
in der Energie- Skala“ zugrunde gelegt, wie Gl. (2. 1) unmittelbar erkennen 
läßt. Aus der Beziehung 




(UV = ~kdh 
m 


folgt für das Volumenelement im Wellenzahl-Raum, mit oiß als Winkel- 
Koordinaten wie in (4. 4) 


d o)aß^'^ (U 


m k 


dco^j^^d W. 


Daraus entnehmen wir, daß wir unser früheres mit dem Faktor mkjU 
multiplizieren müssen, um die richtige* ,, Normierung in der Energie-Skabi“ 
zu erhalten; also 


(5 b) 


N2 = 


1 

i^Tir r- 


^ - 2 T |n| 


Hl k 

■ 


Dies tragen wir in (5) ein. Zur Vereinfachung benutzen wir die jT-Relation. 
Gl. (8) aus Zusatz 7 

(5c) )■^(^ “ — r“ ^ l”l) = 2 TT |w| ^ 

und, ersetzen einen der Faktoren Z/a durch k|n|. Dann entsteht aus (.m 
zunächst 


( 6 ) 


Lfiu 


L a /£ |nP a + [nfO ' l«l 

8 7r*'^\a/ \27r/ 


Ferner benutzen wir Gl. (2. 21 c), die wir schreiben kiinnen 


(6a) 


k^{\ + |nP) 


%7e 

1 


und erhalten, indem wir noch zur Vereinfachung des Folgenden im Zähler 
und Nenner mit dem Faktor e* erweitern (c = Basis der natürlichen Logn- 
rithmen) ; 




^ /zy 

J W 


(2 71 c)* 


\n'ß + 

1 -f |n[^ 1 — e-2 ;r |n| 


( 7 ) 
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Wir interessieren uns für die Nähe der Z- Absorptions -Grenze und 
r/ei^en, daß für diese der Faktor M gegen 1 geht. 

An der Absorptions-Grenze wird die Energie des Lichtquants ganz 
auf die Ablösung des Elektrons vom Atom verbraucht, es bleibt nichts für 
die kinetische Energie des Elektrons übrig; also wird k = 0 und \n\ = oo. 
)Vir haben daher M für große \n\ zu entwickeln. Die Definition von t 
in (4. 19b) war 


(7 a) 


tgT 



2kZla 
-f- - k^ 


Hier können wir gegen (Z/a)^ vernachlässigen. Nach dem E in st ein - 
sehen Gesetz wird nämlich für die Absorptions-Grenze v = 

fl r„ ■ • 

2 a 

Wegen h Vf, ^ k c Kg folgt hi ('raus 


Somit verschwindet an der Absorptionsgrenze gegen (Zjjaf von der 
Ordnung {<xZ)^. w(‘lch(‘ bei nicht-relativistischer Rechnung zu vernach- 
lässigen ist. Wir dürfen also (7a) vereinfachen zu 


(Th) tgT 

Ihaiutzen war die Formel 


tgT 


1 -- |ar‘ 

^tgT^ 
i - tg'^ t/2 


so folgt aus (7 b) ohne Vernachlässigung 


T 


und nach der Arcus-Tangens-Reihe 


1 = _ i (i 

2 Iwl V 


1 i 

3W 




daher 




’ ^ + 8 inl* + ' 


i7c) e* + ^ ^ l'd = c 

Als Entwicklung von M erhält man daraufhin aus (7) : 


f7d) 



1 1 

8 |up 




30 * 
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also eine bei großem | n \ langsam veränderliche Funktion mit dem Grenz- 
wert 1 für |n| = 00 . Unter Vernachlässigung von 1 gegen \n\^ ergibt sich 
daher gleichzeitig aus (7) 


( 8 ) 




8e^ (2 7ra)* 


Wir vergleichen dies mit der Zusammenfassung der experimentellen Resul- 
tate in Bd. I, S. 252, GL (1). 

Die Abhängigkeit von Z und X ist dieselbe wie dort. Wir zeigen, daß 
auch der numerische Wert von C ziemlich gut mit der dortigen Angabe 
stimmt. 

Zur Vereinfachung der Rechnung bemerken wir, daß mit ^ hjmc. 
a — h^jm der in (8) vorkommende Faktor 


K 

(^71 a) 






wird, wo E = 1 ,097 • 1 0^ cm“^ die Rydberg-Konstante ist (vgl. Bd. 1. 
S. 76 und 100). Wir haben also 

128 

C = 


und erhalten mit A,. — 24 • 10"^^ cm (Bd. I. 8. 54) und L 
C = 1,00- 1022 cnH. 


6,06 • 102''» 


Gl. (8) besagt also numerisch 

(8a) = l,00Z4A2l(Fcm2. 

Hier ist A in cm zu messen. Verabreden vor aber, A m Ä zu im^ssen, so wird 
(8 b) L/^at = 1,00- 10-2 

In der genannten FormeU) von Bd. I stand 1,86 statt 1,00, was an- 
gesichts unserer nur angenäherton Rechnung (Wasserstoff-Eigenfunk- 
tionen!) eine befriedigende Übereinstimmung ist. 

Wir müssen aber betonen, daß die Näherung M = 1 nicht konsequent 
ist, da wir in der vorangehenden Rechnung, vgl. z. B. (6a), 1 gegen |??|‘ 
nicht gestrichen hatten. Konsequenterweise sollten wir also in (7d) das 
Korrektionsglied mitnehmen und erst das folgende, nicht hin- 

geschriebene Glied streichen. Tun wir dies, so folgt leicht aus (6a) [man 
füge auf der linken Seite von (6a) im Zähler und Nenner |r/|2 hinzu, ersetz«' 
k\n\ durch Z/a und ziehe die dritte Wurzel] 

\ ¥ |«p ^ v;.,Azv 


Die dortige Bemerkung in nm geme8sen‘' muß heißen in A g' - 
messen“. 
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und daher wegen (7d) auch 



Statt (8) ergibt sich so aus (7) als theoretisch schärfere Approximation : 


(‘•0 


L/xat = r 


82 . 2'-.> 

Sr* {2 


])i(^selbe Formel leitet Bethe^) ab. 

Andererseits hat aber Jönsson^) aus einer umfassenden Zusammen- 
<t('llung eigener und fremder Absorptions-Daten (nicht nur der ÜT-, sondern 
liesonders auch der L, A/- Grenzen) geschlossen, daß das folgende „Ähnlich- 
kcitsgesetz“ mit großer Genauigkeit gelte: Der „Absorptions-Koeffizient 
pro Elektron“ ist für all(‘ Elemente und Wellenlängen eine Funktion nur 
(l(>s Produktes / A, in Zeichen: 


( 10 ) 


/Xel = 


/^at 




i)i(‘sein Gesetz genügt zwar unsere Formel (H) mit Lf (Z A) — ( ' (Z A)^, 
(iber nicht unsere theoretisch genauere Formel (9). Ob dieser Widerspruch 
unserer Formel (9) zur Last fällt, oder ob das Jiinssonsche Gesetz, wie 
Kirchner, 1. c., meint, selbst nur (‘in Näh(‘rungsgesetz ist. bleib(‘ dahin- 
L^estellt. 

Wir haben im vorsteheiidim die Gl. (1) aus Bd. 1, 1. c., mit der W(dlen- 
iiiechanischen Theorie verglichen und näherungsw(*ise Ix^stätigt gefunden. 
Pber di(‘ Gl. (2) daselbst, die für A A/^- gelten sollte' (A^^- -- Wellenlänge 
der A'-Absorption8kant(‘), koniKui wir hier natürlich nichts aussagen. Denn 
1111 Gebiet e A A^- rührt di(‘ Absorption nicht von den 7\'- Elektronen h(^r, 
sondern von der photoe'h'ktrischen Wirkung der L, M ■ — -Elektronen. 

Ehe wir uns diesen zuwendem, wollen wir eine allgemeine, nicht auf die 
A'-Elektronen beschränkt!* Darstellung des Absorptions-Ko(*ffizient(*n geb(m; 
dab(‘i w(*rden wir die* einfallende Strahlung als verhältnismäßig weich an- 
seh(*n. 

Ausgehend von Gl. (1), in der d(‘r Faktor 2 zu untiTdrücken ist (wir 
tragen jetzt nicht nach d(*r Absorption durch die beiden K-Elektronen. 
sondern nach der durch irg(‘nd(un Elektron), schreiben wir: 

ill) ^ ^ D - f J r* da). 

8 J 

G Handb. d. Phys. 24 , 1, 477, Gl. (47. 13); vgl. auchHarvey Hall, Beview 
'»f Modern Physios 8, 368 (1936). 

G E. Jönsson, Dis». Upsala 1928; Nature 120 , 696 (1927); vgl. auch die 
Piskussion der Jönsson sehen Resultate bei F. Kirchner. Handb. d. Exper. 
Phys. 24 , 1, 24öff. 
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J ist nach § 4, Gl. (23), (22a) und (22) gegeben durch 

(12) iF-ra ■ 

^ ^ m \m/ Iß 71^ V* 

Nach (4. 12) haben wir 

( 18 ) 

Dies ist nach den Gin. (5b), (5c) identisch mit 


' |/’(l-n)|»' (krf 


(14) 


lA'P = 


2 :7r m | -4 (?^, <p, k) \ 

kf^ 


Einsetzen in (12) liefert: 

i'=) ■’ = (£)', A,. 5 Mw.,,*)r, 


Hiernach folgt aus (11) 

und schließlich aus (8): 

(17) /<at = (^) f M (>'!■ T”' i'* 

' cv J 

Die hier auftretende, aus der Störungs-liechnung entstandene Größe J 
kann bei weicher Strahlung auf die Koordinaten-Matrixelemente zurück- 
geführt werden. Wir haben nämlich nach (4. 4b) 

(18) A - ipA) 

und bei Unterdrückung des Retardierurigsfaktors nach (4. 5) 

(19) A — { {oißk) grad rp^ d r. 

Nun erinnern wir an die Gl. (I. 8. 16) 

(20) jydr— ~ 2 Tiiv ^ qTj dr 

und an die Bedeutung von j in (I. 7. 15) 

h 

(21) ) = (v>* Vo - % grad y>*). 

aus der sich in bekannter Weise mittels partieller Integration ergibt: 

(22) ^jdT= I ^"“grad fp^dr. • 
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Aua (19) bis (22) schließen wir auf 
(23) 

n 

Die Bedeutung des Koordinaten-Matrixelenientes M ist in unserem 
balle ausführlich geschrieben: 

i\/ =r J (a,^, k) T{ d T. 

Die Integration erstreckt sich auf die Koordinaten j:, von denen 
sowohl v^o als ip* abhängt :cc,ß,k sind Parameter, welche Kichtung und Größe 
des Impulses des Photo-Elektrons charakterisieren. Wir benötigen im be- 
sonderen die Komponente von M m Kichtung des Einheitsvektors p 
(Polarisations-Richtung des einfallenden Lichtes), welche aus (24) entsteht, 
uenn wir darin g ersetzen durch Durch diese Komponente druckt 

Mch nämlich A nach (18) und (23) folgendermaßen aus: 

= --i {QL,ßA(). 

ln der Schreibweise dieser Gleichung haben wir zum Ausdruck gebracht, 
<lal.) A und il/„ von den Parametern a,/?, k abhängen. 

Pur die Ausrechnung von (17) brauchen wdr das integrierte \A\^, wobei 
gleichgültig ist, ob wir die Integrationswinkel q) oder ix,ß nennen. 
Wir erhalten so aus (25) 

i l-' f-h -- Jla u,ß.k) 

U ir wollen statt des letzten Inleorals, welches sich nur auf eine Komponente 
'on |il/|2 bezieht, die vollständige Quadrat-Summe betrachten 

(27) S = 1-1/. 

(las vorige Integral über |M^|2 wird daim im statistischen Mittel der 
J^folekül-Orientierungen einfach gleich S/S. Gehen wir hiermit in (26) und 
mit (26) in (17) ein, so haben wir schließlich 


Wir werden in Kap. VII, § 8, sehen, daß gerade die vollständige Quadrat- 
Matrix-Summe S bei weicher Strahlung sich einfach berechnen läßt. Dort 
wird uns daraufhin die Formel (28) einen bequemen Zugang bieten zu den 
lur die Astrophysik wesentlichen Fragen des Strahlungs- Gleichgewichtes 
den Stern-Atmosphären. 
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§6 

Der Photo-Effekt in der X-Schale 

Wir benutzen die allgemeine Methode von § 4, berücksichtigen also 
die Ketardiening vollständig und verwenden die dem Problem angepaßten 
Eigenfunktionen (4. 8) für die austretende Welle. Auch die Darstellung des 
gestörten Zustandes in den Gin. (4. 4) bis (4. 6) bleibt dieselbe. Der Unter- 
schied liegt nur im Anfangszustande des Atoms. Statt der Eigenfunktion 
für die A'-Schale haben wir die Eigenfunktionen der Lj- und der 
Ljj- -f Ljjj- Schale (die ja bei unserer nicht-relativistischen Rechnung ver- 
schmelzen) zu benutzen. Nach der Tabelle von S. 89 ist 



/ / \ ^ 1 / 

ZV 

Wi 


7). 


1 

/Z 7 

y>ii 

= K.,.. A'i.-,,, 

U' 


Zu der vektoriellen Schreibweise von ist zu bemerken, daß wir in 
der Ljj -f Lm-Schale drei Eigenfunktioiien (r x, ?y, z) nebeneinander zu 
betrachten haben, deren Photo-Ausbeuten später in Gl. (16) zu addienui 
sein werden. Von diesen drei Eigenfunktionen (‘iitspricht die eine, nämlicli 
X = z, den Quaatenzahlen / 1, w — 0 von S. 89, die beiden anderen in 

der Zusammenfassung -r- (a: / ?/) den Quantenzahlen / — 1, w — -1 1 

|2 

ebenda. Wir behandeln zunächst 

die Lj- S chale. 

Mit statt des früheren y}^ haben wir statt der früheren Gl. (4. IHi: 


Z X { Z\— — + 1(^1) 

(3) <« «' grad, xfy =■ - 27* 7 ' ^ “ 27 7 " 

Dies vergleichen wir mit 


(3 a) 


grady c' — %x c* 


und erhalten 

(3b) c* gradj grad^ ^ ^ ^ " 

2a lr\ 2a/ 


Daraufhin schreiben wir analog zu (4. 4b), (4. 15) und (4. 15a): 

(4) A =ipA), U = i ^ JV JV, grad, B, 

(5) ß = jr dr (l — ^ r) p *“ Jdwe 



VI. 6. 6(> 


Photo-Effekt in der L-Sohale 


473 


l)ieses Integral B können wir zurückführen auf das frühere (4. 15 a), das 
wir jetzt zum Unterschied B (<^) nennen wollen. Unter ^ verstehen wir dabei 
die im Exponenten von (4. 15a) explizit vorkommende Größe Zja. Wir 
hüben dann 

(•-.a) B = {[ + L 

>nt(trii wir verabreden, daß nachträglich t Z/2a gesetzt wird. Nun ist 
„Mch (4. 17a) und (4. 16f) 

ph, Bit) = in !'■ = 

((• + !>)" + > Ib = 2|a-(C- iA-) - (Jfr)]. 

il(3Vor wir hieran die in (5a) vorgeschriebene Uifferentiation ausfuhren, 

gidien wir bequemerweise mittels (4) auf A und A zuruck. In A kommt 
dann das skalare Produkt (p grad^ B {^)) vor, das nach (4. Ud) den Wert hat 


(5c) 8 71 (n 4 1) (k p) ^ 

Setzt man dies in A ein, so erhalt man 


(c r i>r + 


(t)i A — H 7t i — {n -i- 1) (]{ p) N Kl Y, 

(teo y = (n s " ) . ... . 

' 2 dC/ (c r /')"+ “ 

_ _ L {n — 2) A'2 2)\ 

ic ' l(c + 5) / 

liii letzten Ausdruck habtui wir bereits für seinen Wert eingesetzt: 

ic.h) ^ = A 

' 2n 2 

W ir lalden für spatere Verw(*ndung 

itlr) |„|,/ ^ ^ 

\{i-+h)* ' ic + bf ' ((• + /))“/ 

Hier haben wir benutzt, daß c 4- 5 reell ist, und haben gesetzt v ~ |c| c*’’, 
vgl. (4. 19a), (19b), wobei aber in beiden Formeln zu ersetzen ist durch 
die Bedeutung von (\,(' 2 ^(\ ist 

71^ J{^ ti* 

= 2 |,-| ^ ~ 16 |oP ^ 

(\ = fc’n’ + V" ((„2 -f-4)(.<)BT + 4|w|BinT). 


y - 4). 
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ich (4. 19 b) bedeutet hier mit Kücksicht auf (6 b) 

1 

cos T = — r-p— . Sin T = 

4 |c| 

Daraufhin ergibt sich nach einigen Umrechnungen: 


(6d) 


i n 


k* 1 

/ 




n^\ 


-|<fl 

P- 

t)"- 

- n^) 

-2-1 

kA 

-i) + 

1 

k^\ ' 

k^ 









-- 1) 

~ 2 . 

) "fr“ 

(' ^ r.) 

+ frM' 

n* 



= k* 

(/r?^ D 

V ^ / 

/7l^ \ 

16 

(n^ - 

- -1). i<-r = 

Kt - ■- 

~ 2 — 

u +V + 


Die drei Größen C sind unabhängig von den Winkel-Parametern det 
Eigenfunktion tp; in den Nennern von (6c) haben wir nach der „Methode der 
stationären Phase“ wie in (4. 20a) zu setzen: 


(6e) 




- ß cos /> + y. 


Nachdem somit A bekannt, gehen wir nach der Beziehung (4. 12) 
zu X über. Für \X\^ erhalten wir aus (6) und (6c). ähnlich wie in (4. 21 b): 


(7) 

|Xr = i^l%in“,9.osV(^ + ^; + 



Z 4- 1 0 

-)|74 

(7a) 

C =Z-2i7f’- N^NjA 

a r (1 ~ n) 



/A LA ^ /A ^ 


(71.) 

■'** ^ (si“) 

A., = 


Mit |Np ist der Photostrom J proportional. Dieser wird ähnlich wie 
in (4.23): 

wobei der Koeffizient 1) mit dem in (7 a) angegebenen Werte von C nach 
Gl. (4. 24) zusammenhängt. 

Wir haben also, ebenso wie in der K-Schale, eine Voreilung der 
Photo-Emission im Sinne der einfallenden Lichtwelle, sogar noch verschärft 
wegen der hinzutretenden 5. und 6. Potenz von 0. Der charakteristische 
Faktor sin^ § cos^ cp, der, vgl. (4. 20 b), von der Neigung der Photoemission 
gegen die Polarisations-Eichtung herrührt und nach S. 454 die Anregungs- 
Wahrscheinlichkeit der Photo-Emission bedeutet, ist derselbe wie in der 
X-Schale; ein isotroper Bestandteil, vgl. S. 439, tritt in der Lj-Schale 
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nicht auf. Dies rührt offenbar von der Ähnlichkeit des Spektral-Typus her: 
/\ -Schale = 1 s- Term, Lj-Schale — 2 5-Term. Anders lie^ift der Fall bei 
der dem 2p-Term entsprechenden 

Lji -f Ljjj-Schale. 

Wegen unserer vektoriellen Schreibweise von in (2) hat das Symbol 
niad jpii nicht Vektor-, sondern Tensor-Charakter. Wir ersetzen daher r 
111 besser durch x, und bezeichnen die drei Komponenten von zu- 
sdiiimenfassend durch ; ebenso schreiben wir statt grad besser djd x^,. 
\\ ir hoben dann nach (2) 


d 


V. 


- .V„ 

/ c 

_ 

d 

[K. 

(■ “ " " + X. 

- P 2 fl 

d Xu 

• A'ti 

(<5.. 

•2« 1 / 

% 

P 2 ' . 


A ergleicht man dies mit (3a). so zeigt sich 

d ^ 2(J d«,, Öx, r 

Weiter folgt aus diesem Sachverhalt, daß wir in (4) A zu ersetzen 

lialien durch (Vektor-Charakter) und A durch A^^ (Tensor-Charakter). 
Statt der Gin. (4) hoben wir dann 


Kier ist B dasselbe Integral wit* in (4.9a), mit dem einzigen l'nterschied, daß 
/ a \\ieder zu ersetzen ist durch Z/2 a. B' unterscheidet sich von B durch 
tonen Faktor r im Zahler des Integranden, Wir können ihn wottmachen 
durch Differentiation nach C = K/2(i und Vorzeichen-Umkehr. Sonnt 
trgibt sich statt (10) mit Rücksicht auf den Wert (4. 17a) von B: 


( 11 ) 


A,^^ = 4 TT V iVj 


dXf, dxJ (r + 6)'*+’ 


1 uter b und c sind hier die Ausdrucke (5b) zu verstehen mit C ~ Z/2ö. 
Die Differentiation nach liefert 


(11 a) 


d 

K (C + 


- 2 c« - ' 

(cT^)^'+'» 



ik) — 


(n + l)cC\ 


Ide Differentiation nach x^,Xy wird etwas umständlicher; das Resultat 
^ t reinfacht sich, wenn man nachträglich die in (9) geforderte Multiplikation 
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mit ausiührt, wobei wegen 2 = (P x) = 0 mehrere Glieder fort- 

fallen. Man erhält dann 


(11b) 


t \ Zj Pu i 


= 2'S'n (5 — (w -f 1) c 

(,. + fc)n + l( (. + /, ) 

-f 4 2 Pu 1^---^- (h (« + 1 ) t - (n + 1 ) („ + 2) (x, - k,) ^ . 


Das erste (llied der rechten Seite hebt sich ge^eii einen Teil des mit 
, multiplizierten Ausdrucks (11a) fort und man erhält aus (9), (11) 
und (11a), (11 h) 


(M — 1 

(12) A, =H7nknN Nji ^ (p, (p k) j )), 

n(n + J) (n + 1) (n + 2) 

' ' - -c + ö - 

Beim Anschreiben des letzten Ausdrucks haben wir eingesetzt 

(12a) ^ = ' 2 ’'. vgl. (6b), 2 Pu4-u = (p'0. 2Pu<^u. = P,. 


Wir können die drei durch den Index r zusammengefaßten Kom- 
ponenten den drei in unserem Problem ausgezeichneten Richtungen 
zuordnen : 

r — 1, Einfallsrichtung, p, 0 , -- x: 

r — 2, Polarisations-Richtung, p, — 1, ^ 0; 

V ~ 8, zu beiden senkrechte Richtung, p, 0, — 0. 

Das Zusatzglied mit p, in (12) tritt daraufhin nur bei auf, Glieder mi) 
Ky bei A^. 

Jetzt haben wir, wie bei der 7.j-Schale, den Ausdruck (12) von in 
Gl. (4. 12) einzusetzen, wodurch wir für jedes v = 1, 2, 8 je eine Größe A, 
erhalten. Wir brauchen nur die Werte von [X, anzugeben: 


( 18 ) 
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mit den Abkürzungen 


r„ = 


(p fclji jf «) I 
(r H- bY 
1 


, X — K 

n.+ 


_ (pjc) (1 Ht «) . 

r. + b (c + bf 


y _ (P^f) (1 + „) 

Kn- 


<1 Ja) 
( I 1 1>) 


(^l 


{<■ + bf 


JrV ' 4 ' kV 


\C\ = 32 .V 1)1 1 iV“ A’,. 

' “ /’(! - >/) 

Aus (14) folf't nach cini^uT Kechiiuiifi: 

, \.2 + (pbf + 

{c+bY |(,- + h)' ^ (,. + hf ^ 

J)u' C sind die folgenden rwllun Koiislaiitun- 


(<■ + b)' 


1 15a) 


.n-„v|(.m’)’('-j)--)(.-i;)i:+'p|, 

Der Beitrag der r-teii Eigenfuiiktioii zum Photostrum ist mit |X, |2 

proportional [Proport lonalitats-Fakior \vie in U Der 

m m 4 71 r ^ 

-esarnte l’hotostrom J ist gleich der Summe dieser drei Beiträge: man erhält 
mit Bucksicht auf (18) und (15) 


llG) 


J 


D / 1 

(^2 f sm'/>cos^9i 


(i 4_ i :1s 


Hier entspricht sin^ cos^ q) di'in Faktor (p kf in (15). vgl. (4. 2()b) ; ß hat 
<li(‘selbe Bedeutung wie in (6e). 

Ferner hat man nach (15). (18) und (Im*) 


flGa) 




Dj, Tg, Cg durch (15a), durch (14b) gegeben sind. 
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Gl. (16) besagt: Alle vier Bestandteile, aus denen sich J zusammensetzl . 
besitzen eine Voreilung von der Eeihe nach zunehmender Stärke, ent- 
sprechend den Nennern Von der Voreilung abgesehen, sind 

drei dieser Bestandteile richtungs-abhängig (Faktor sin^ ^ cos^ 9), der 
von der Neigung der Photo-Emission gegen die Polarisations-Kichtuiu^ 
herrührt); einer ist richtungs-unabhängig oder isotrop. Würde mau. 

wie mehrfach vorgeschlagen ^), unsere kontinuierliche Wasserstoff-Eigeu 

*■ 

funktion y) aus (4.2) durch die ebene AVelle annähern, so würde diestT 
isotrope Bestandteil verloren gehen. 

Entwickelt man die Gin. (8) und (16) nach aufsteigenden Potenzen 
von ß unter Streichung von y, so entstehen die Formeln von G. Schur^). 
der die Photo-Emission aus der L-Schale erstmalig streng berechnet hat. 
Auch mit den Arbeiten von Sauter und Fischer (vgl. die Zitate von S. 48K) 
besteht volle t'^bereinstinimung. 


§7 

Nicht-stationäre Behandlung des Photo-Effektes 

Als Beispiel für die Diracsche Störungstheorie m Kap. V, §4, be- 
handeln wir noch einmal den Photoeffekt in der iv-Schale, indem wir uii^ 
vorstellen, dah das Atom (Wasserstoff-Atom) bis zum Zeitpunkte t — {) 
ungestört gewesen sei und für t 0 unter dem Einfluß der auffallenden 
Lichtwelle stehe. Wir sind dann in der Lage, nicht nur die Photo- Ausbeute, 
sondern auch die zeitliche Entwicklung und Fortschreitung des Photo- 
Stromes zu verfolgen. Wir werden dabei mit Bethe®) in Polar-Koordinatt'ii 
und Kugelwellen rechnen, die Bechnung in parabolischen Koordinaten und 
ebenen Wellen verläuft ganz analog. 

Wir stellen den Zustand des Atoms dar durch das vollständige Systeui 
der diskreten und kontinuierlichen zeitabhängigen p]igenfunktionen : 


(1) 


Wq , . . ., , . . . , Ujf , , 

- f ir. ( XT ~ 

“0 %<’ ’’ , Vo = ^0<' 

- — U' t 

Uiv ~ Ww ^ . v'u = ^ ^ 


(Tv -Schale), 


m rp 


Vgl. J. Frenkel, Phys. Rev. 38 , 309 (1931); ferner W. Heitler, Quan- 
tum Theory of Radiation, Oxford 1936, S. 121. Auch Bethe schließt sicli 
im Handb. d. Phys. 24, 1, S. 485, dieser Methode an. Die Voreilung in dei- 
Ä- Schale kommt dabei richtig heraus. 

*) Ann. d. Phys. 4, 433 (1930). 

Nach H. Bethe, Ann, d. Phys. 4, 443 (1930). 
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i'J) = S ^0 + 2 Ofc % -f- f u„. d IV. 

k=i i 

Bis zum Zeitpunkt / = 0 ist a^, = 1, ~ = 0; die „Variation der 

l\()iistanten“ % und a„, infolge der für i = 0 einsetzenden Störung ist 
durch die Gin. (V. 4. 11) und (V. 4. 17) bestimmt. Indem wir die Störung 
,ils ebene Lichtwelle voraussetzen, ergibt sich als gestörter Zustand nach 
(V,4. 19) 




-(Woihtjt ~-wt 

” n - ^ 

ir^ — w r V 

Hier haben wir das zw('ite Integral m fV. 4. 19) fortgelassen, weil sein 
Nenner B'o ~ iv — h v für keimm Wert von w zwischen 0 und oo ver- 
schwindet und wu'il, wie wir sehen werdiui, nur die Xulistelle des Nenners 
(die gleichzeitig eine Nullstelle des Zahlers ist), merklich zum Wert des 
Iiilrgrals beiträgt. Ferner haben wir die Beitrage der diskreten Eigen- 
luiiktionen fortgelassen, weil wir uns nur für sehr große Abstände r vom 
Atom interessieren, wo diese exponenti(dl verschwinden. Gleichzeitig 
Tonnen wir dann für die kontinuierliche Phgenfuiiktion ^^weit sie in (3) 
t‘\])liz]t(' auftritt, ihren asymptotischen Wert aus Kap. II. §7, Gl. (1) 
1111(1 (84) einsetzen 


'4) 




k r 


co^ 

ff/ w. 
sin ^ 


walmmd war in dem Faktor natürlich den strengen Ausdruck für 
.ms (II. 7. 27) benutzen müssen. 

Der charakteristische rnlerschit*d unserer jetzigen von der früheren 
beharidlung besteht dann, daß wir jetzt keine physikalischen Neben- 
aiinahinen über ein- und auslaufende Wellen nötig haben: Aus dem gegebenen 
Allfangszustande für / = 0 und der für / 0 gegebenen Störung folgt 

eindeutig die Entwicklung des späteren Zustandes. 

Wir orientieren uns zunäch.st über unseren Koeffizienten in (8), der 
außer von w auch von / und m abhäiigt und durch (2.9) gegeben ist. 
Van schließt wie dort, daß er nur für m = 1 und das Cosinus- Glied von 
Xull verschieden ist. Setzen wir überdies weiche Strahlung voraus, ver- 
nachlässigen also die Retardierung und verzichten auf erneute Diskussion 
4f‘r Voreilung, so ist auch l ~ 1 zu setzen. Damit spezialisiert sich der 
Winkel-Bestandteil in (4) zu sin t?cos q/; gleichzeitig wird die Bedeutung 
Von y in (4) nach (II. 7. 83a) 


y == |n| log 2Ä:r -f a — ", r*“ — 


(5) 


r(n + 2 ) 
lf(n + 2)i 
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mit 

(6) «= ■ A-=-yy2wjA’. 

^ ^ 1 ka Ti 

Nunmehr kunnen wir das Integral (8) ausfuhren. Wir zerlegen es m 
zwei Teile, indem wir sin (k r + y) in Gl. (4) als Differenz zweier Exponential- 
Fiinktionen schreiben. Bei der Integration kommt es wesentlich nur auf 
die Umgebung der Nullstelle des Nenners in (8) 

(7) w = w„, ?(’o TF„ -f- h V 

an. Diese Stelle eutspricht dem Einsteinschen Gesetz, Wq bedeutet du- 
kinetische Energie des emittierten Elektrons. Der zugehörigt» Wert von k sei 


(B) 


ni V, 
h 


In den ,, langsam veränderlichen“ Bestandteilen .4.AV(',y von (8) 
und (4) können wirk durch ersetzen; nur in den ..schnell veränderlicluur. 
aus sin (kr 4-y) hervorgehenden Exponenten ± ikr müssen wirk ent- 
wickeln : 


(9) 



vgl. (6). 


Wir erhalten so aus (8), wenn wir noch den von tc unahhaiif'if'en Faktur 




vorziehen 


/> ^ sin cos w - . .t 

00) ^‘=2m.-Uk ' |e-«„r+r..j 


(>— 1 (fco ^ + ) o) f ] j 


i* (>h Vq f.h \Vo / 


II 


J 

0 

f' 


t r 

— T (w Klo) 

Ti Vq 


d u', 

«0 

T- ( — — — n (w - «iq) 
(,n \ /'o / 


d ?r. 


Beide Integrale I und II verhalten sich für w — ir^ regulär. Die längs dci 
reellen Achse genommene Integration ist also sinnvoll. Es steht aber nicht- 
im Wege, sie ins Komplexe zu verlegen. Wir köimen uns dabei auf Fig. 
von S. 442 beziehen, w^enn wir nur darin w, Wq funk, k^ lesen, und wollen 
wie dort den ausgezogenen Weg wählen, der die Stelle w — in di r 
negativ-imaginären ?e-Halbebene umgeht. Diese Wahl hat aber hier einen 
ganz anderen Sinn wie früher. Dort war der Weg längs der reellen Acb^e 
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aus Konvergenzgründen unmöglich; die Verlegung hatte einen physikali- 
schen Sinn und war so einzurichten, daß der Ausstrahlungs-Bedingung 
iin Unendlichen genüge geleistet wurde. Jetzt hat sie nur den Sinn einer 
mathematischen Vereinfachung. Wir könnten statt des ausgezogenen 
ebensogut den punktierten Wog von Pig. 27 benutzen, ohne daß dadurch 
etwas geändert, wurde. 

Die mathematische Vereinfachung besteht darin, daß wir nach der 
Verlegung des Integrationsweges die beiden Bestandteile von I und II 
(wir nennen sie I^, lg und II;^, llg) einzeln berechnen können, indem wir 
(len Weg ins Unendliche der negativ- oder positiv-imaginären «c-Halbebene 
luTuberziehen, je nachdem der betreffende Faktor von w ^ Wq im Ex- 
ponenten negativ oder positiv imaginär ist. Die dabei gleichzeitig auf- 
tretenden Int(‘grale längs der nnaginänui Halbachsen von 0 bis ^ i oo 
können wir vernachlässigen, weil sie wie eine Exponent ialgröße mit nega- 
tiv(‘ni und (im allgemeinen, vgl. S. 442) großen Exponenten verschwinden. 

Wir sehen daraufhin: Bei der Wahl unser('s m die negative Halbebene 
\ erlegten Weg(‘s geben die Bestandteile Ilj und IlgNull, w^eil bei biäderi die 
Faktoren von w — w^ im Exponenten negativ miagmar sind. Der Be- 
standteil Ij hat einen positiv imaginären Faktor im Exponenten, sein 
\\'(‘g muß also ln die jiosiiive Halbebene ubergefuhrt werden, was einen 
I inlaiif im positiven Sinne um den Ibd tv = Wq bedeutet und ein Resi- 
duum 27t i liefert. Dasselbe gilt von dem Bestandteil lg, wenn t < t/vq 
ist. In diesem Falb' wird also I — 27i i — 27ii — 0. Ist aber / > t/Vq, 
so wird I 2 - -- 0 und I — 27t i. 

Wir fassen zusamuK'ii: 

a) für r <, / ist 1 = 27ii, II = 0, 

b) für r ' - 7'o / ist I — 0, II = 0. 

^ t bedeut(*t diejenige Entfernung, bis zu der nach d(^r korpuskularen 
Vorstellung ein rhot.o-Elektron vorgedrungen ist, das zur Zeit t ~ 0 
emittiert wurde und mit der durch das Einsteinsche Gesetz bestimmten 
(b'Hchwindigkeit fortfliegt, r ist also die Front des Photo- 

Stromes. Irn Falle a) befinden wir uns mit der Beobachtungs- Stelle r 
miu'rhalb dieser Front, im Falle b) außerhalb dersellxm. Nur im Falle a) 
haben wir nach (10) einen von N iill verschied mien W ert der Wellen - 
fiiiiktion u und der Elektronendichte Im Falle b) hat die 

mit / = 0 einsetzeiide Störung die Beobachtungs-Stolle r noch 
Dicht erreicht. Im Falle a) ergibt sich aus (10), wenn wir die konstanten 
Faktoren unterdrücken: 


tll) 




fi ' 


Sommerfeld, Atombau. 11. 


31 
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Wir haben eine auslaufende Kugelwelle; die ursprünglich mit ihr 
gekoppelte einlaufende Kugelwelle wird in (10) durch das Glied mit dem 
Faktor II dargestellt; in der Tat ist seine Exponentialfunktion im 
Gegensatz zu (11) 

(11a) (j-ia'or + yo + «'0^ 

Dieses Glied verschwindet aber wegen II ~ 0 für alle von uns betrachteten 
(großen) Abstände r. Die unphysikalische eirilaufende Welle, die bei statio- 
närer Behandlung durch eine besondere Bedingung auszuschließen war, 
wird also in der Dira eschen Störungstheorie automatisch fortgeschafft. 

Die Gesamtzahl der bis zur Zeit t emittierten Photo-Elektronen erhält 
man, wenn man \ u\^ über die Kugel vom Radius r integriert. Benutzt man 
dabei den asymptotischen Näherungswert (11), so sieht man unmittelbar, 
daß das Resultat proportional , also auch proportional t wird, wie es sein 
muß. 

Die vorstehende Rechnung ist nicht ganz streng, wenn es sich um die 
Nähe von r == handelt. Dann ist nämlich der Faktor von w — Wq in 
lg und Ilg nicht mehr groß und die Vernachlässigung der Integrationen 
längs der imaginären Halbachsen wird unzulässig. Wir schließen daraus, 
daß die Front des Photostromes von ,,Vor- und Nachläufern“ begleitet wird, 
die den bisher als unstetig geschilderten Übergang von Fall a) zu Fall b) 
stetig machen. Ferner könnte man die Rechnung verfeinern, indem man 
das logarithmische y- Glied nicht wde oben als langsam veränderlich be- 
handelt, sondern bei den schnell veränderlichen Faktoren mitnimrat. Dies 
würde eine kleine Verschiebung der Photofront nach außen bewirken, 
welche nach Bethe, 1. c., auf eine gegenüber rQ vergrößerte Anfangs- 
Geschwindigkeit der Photo-Elektronen in Atom-Nähe schließen läßt. 


§B 

Der Photo-Effekt bei sehr harter Strahlung, relativistische Korrektion 

Als Vorbereitung müssen wir das Schrödinger sehe Störungs- Schema 
aus Kap. V in die Dirac-Gleichung umschreiben. Die Störung bestehe wie 
dort in § 3 aus einer ebenen Lichtwelle, die in der a:-Richtung fortschreitet 
und in der t/-Richtung polarisiert ist, gegeben durch (V. 8. 1). 


A. Einiges über relativistische Störungstheorie 
Die Dirac-Gleichung lautet nach (IV. 2. 4) mit 

= = 0^==%, 0, -iF/e. 

( 1 ) { Cy grad) + |l g. + f) + j „ = - 
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Hier haben wir in dem nach rechts herübergenommenen StörungsgJiede 
bereits u ersetzt durch die Wellenfunktion des ungestörten Atoms 


(2) = Vo« " 

mit £q (zum Unterschiede von der Ituh-Energie Uq) als Energie des Ausgangs- 
Zustandes. Wegen der Zeitabhängigkeit von setzen wir wie in (V. 8. 5): 




7 1 le a 

“ = + '' = Äc'2 


: {iQ \ hv)t - — (>o h\)t 

'' + w_ e ^ 


I w -- IV ^ V 

und erhalten für aus (1) die Bestirnrnungs- Gleichung: 


(-i) 


{ (r grttd) - 1^, (e,, - ' - ' ’) ■ t- ^,j «■ : - n V'o « ‘ 


Ihre Behandlung wird erleichtert, wenn wir sie von links mit multiplizieren 
und dadurch das Pinergio-Glied y-frvi machen. Wir schreiben also 

(5) [}',(? grad) -- («o ± >'*' “ H j 

Hier entwickeln' wir die rechte Seite sowie iv^ nach den Eigenfunktionen 
des ungestörten Zustandes, schndben aber nur den zum kontinuierlichen 
Spektrum gehörenden Teil der Entwicklung hin 

(6) r, 3'2 ^ • I y>f: dE, 

(7) ■■■jBf:y,f:dE. 

Durch Einsetzen in (5) folgt jetzt ähnlich wie S. 862 


(7a) 


hc 


E - ~-fhv 


Die A und B sind als Entwicklungs-Koeffizienten gewöhnliche komplexe 
Zahlen. Die y-Abhängigkoit der linken Seite von (6) ist also rechter Hand 
durch die v-Abhängigkeit der wiederzugeben. 

Die Integration nach E in (7) erstreckt i) sich von E^ bis oo und es gilt 
hei nicht zu kleinem It v 


E„ + hv -Eo, e„-hr<En, 


D Eigentlich auch über das Kontinuum der negativen Energie- Niveaus 
^011 — oo bis — Ef,. Da wir uns aber die letzteren Niveaus besetzt denken, 
vgl. Kap, IV, § 10, ist der Übergang zu ihnen durch das Pauli-Prinzip verboten, 
lä^shalb kann der Beitrag der negativen Energie-Niveaus beim Photoeffekt 
imßer Betracht bleiben. 


31 * 
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letzteres deshalb, weil schon allein als Energie im diskreten Spektrum 
kleiner als ist. Der Nenner in B verschwindet also nur bei der Wahl des 
oberen Vorzeichens, welches entspricht. Nach S.442, Fig. 27, kommt es 
daher nur auf an. Indem wir also w_ und das im Unendlichen verschwin- 
dende Uq streichen, schreiben wir statt (8) mit Eucksicht auf (7) und (7 a) 

(8) u ~ h/i c Xe ^ ^ \ 

(«.) 

Der Aufpunkt, für den zu berechnen ist, liege im Unendlichen, Die 
Integration nach E laßt sich dann, ebenso wie die Integration nach k m der 
genannten Fig. 27 bis auf verschwindende Bestandteile auf einen Punkt 
zusammenziehen, nämlich hier auf die Stelk' E --- wo e die Energie des 
Ein st ein sehen Gesetzes (einschließlich der Eiihenergie Eq des Elektrons 
ist, nämlich 

(9) e — ^0 -f h V. 

Der AA’ert von V, der sich so ergeben wurde, nämlich 

(10) X — 

ist aber noch unvollständig. Di(‘ Integrale in (6) und (7) beziehen sich ja 
auf die \olle Schar der kontinuierlichen Eigenfunktionen welche 
außer dem in (9) festgelegten Energie-] Parameter E noch zweierlei Freiheiten 
besitzt: a) die oo^-fache Mannigfaltigkeit der in sie eingehenden Winkel- 
Parameter. b) die zweifache Mannigfaltigkeit der Spin-Orientierung. 

a) Wurden wir in Polar-Koordinaten rechnen, so hätten wir eine 
Summation nach den Winkel- Quantenzahlen Lm hinzuzufugen. Wir 
ziehen es aber vor, analog zu § 4 zu verfahren und haben dann eine Integra- 
tion nach d(‘n Winkeln a,/? d(‘r Austritts-Eichtung des Elektrons vorzu- 
nehmen. Wir erhalten auf diese Winse statt (10): 

(lOa) X 

b) Die Eigenfunktion yjy, nach der in (6) und (7) entwickelt wurde, 
enthält außer der AVihängigkeit von den Winkeln a, ß auch noch eine Spin- 
Abhängigkeit . Je nachdem wir diese für irgendeine Achse als parallel oder 
antiparallel vorschreiben (vgl. Kap. IV, § 12), erhalten wir zwei ver- 
schiedene y), die wir durch die Marke A -- 1 oder — 2 unterscheiden 
wollen. Dadurch wird m (10a) y)^^ und daher auch A' von dem ,,Spiii' 
Parameter“ A abhängig. Für die Vollständigkeit unserer Entwicklungen ist 
es also nötig, in (10a) noch eine Summation über / hinzuzufügen, nämlich 
zu bilden: 

(lOb) 


S -V. 
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Um die an die Störungstheorie anschließenden Betrachtungen zu Ende 
zu fuhren, haben wir auch die allgemeine Form des Koeffizienten an- 
zugebon. Dies geschieht auf Grund der relativistischen Orthogonalitäts- 
Bedingung (IV. 8. 21), die wir für unsere Zwecke kurz^) so schroi})en: 

(Jl) y, y)Edr = d^E'- 

Indem wir (11) auf (6) anwenden (Multiplikation von links her mit 

lind Integration aber den ganzen Baum), erhalten wir mit E = E' 

( 1 * 2 ) Ae j PeYs^o 

Es ist für das Folgende etwas bequemer, die letzte Gleichung all- 
gemeiner zu schreiben, nämlich statt der Wellenzahl x ^ ‘lirjA der nach 
der a'-Achse fortschreitenden AWlli' mnen Wellenvektor x von beliebiger 
Jhcdilung zu benutzen und deim'utsprechend statt dtT ^-Achse als Polarisa- 
iioiis-Bichtung einen Einheitsvi'ktor der Polarisation ±x einzufuhren, 
lieides im Anschluß an S. 458. Gl. (12) gidit dabei ubor in 

(12a) Ae - j (^ p) dr; 

di(' Gin. (10a), (10b) werden durch dies<‘ Verallgemeinerung nicht berührt. 

Da A nach, dem oben Gesagten y-fnd sidn soll, hat man m (P2a) die 
y- Abhängigkeit mittels d{‘r in (hui Eigiuilunktionen vorkommemhui Null- 
icd(T auszureduzieren und unter A haliglich den Zahlen-Koeffizieuten des 
Nullt eih‘rs zu verstehen. 


P, Wahl der p]igenfunktion(‘n und Ausführung der Integration 

in (10a) 

W ir stutzen uns am einfachsten auf die Kesultate in Kaj). V, § 8. wo 
wir aus der Lösung der Schrodirigc^r-Ghuchung die entsjirechende Losung 
crstc^r Näherung xp^ der Dirac-Gleichung abgtdeitet hatten. Dabei heißt 
,,(‘rst(* Näherung“ soviel wie , .erste Ordnung m aZ“. 

In diesem Sinne benutzen wir für unser jetzigi's wo ja der Index 0 
..Anlangszustaiid“, nicht etwa ..nullte Näherung“ bedeutcd, die Darstellung 
A . 8. 20) in der folgenden abgeämh'rten Schreibweise: 


( 13 ) 




A’Jl 


aZ /♦ f \| , Gi^Z 

Di( 3 Abkürzung q ist mit d(‘r Abkürzung A aus (V. 8. 16 a) identisch. 
Uber die Wahl des rechtsseitig hinzugefugteu y-Faktors /q, der jedenfalls 
den Nullteiler (1 -f yj (1 -f -i 712 ) enthalten wdrd, werden wir später sprechen. 


D Des Näheren waren dabei die Erörterungen aus Kap. II, § 8, über Eigen- 
Differentiale zu beachten. Ferner wäre rechter Hand zu öeh;' ein normierender 
:’-Faktor hinzuzudenken. 
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Die Darstellung von yjj, erhalten wir aus (V. 8. 24), wobei wir die S. 457 
in (2a) begründete Vertauschung von k, ^ mit — /c, — i vornohmen. Sie 
lautet dann: 

(14) fE = N |l + ^74 (rßr*i'l)| (- e)^. 


♦ a/ 

(14a) Q i(kr + {kx)), '" = -ß ' 

Der Wellenzahl-Vektor k hat die Eichtungs-Wiujiel a.,ß, über die wir 
sogleich integrieren werden. _ 

Wir gehen nach S. 420 zur adjungierten Wellenfunktion über, 
indem wir die Beihenfolge der y-Faktoren und gleichzeitig die Vorzeichen 
von y und % (nicht aber von y 4 ) umkehriai ; also 

(15) ll'E N c- '*“> r|l - (r grad) 7 ,j L„ ((.). 


Schließlich ergibt sich der in (10a) benötigte asymptotische Wert^) von 


nach (4. 7) : 
(15 a) 


V’aß - 


N e} 


o~ 

lA~n) 


r. 




Das mit grad behaftet(^ Korrektionsglied in (14) tragt nämlich znm asympto- 
tischen Wert von y nichts bei, weil 

grad p- « = - ri p ' grad q 

im Limes p -> oo gegen p-” verschwindet. Da somit y«# den '' ert aus § 4 
beibehält, können wir auch den mit gebildeten Wert von A direkt 
aus (4. 12) übernehmen. Er lautet in unserer jetzigen Schreibweise: 


(16) Z = - 


(2J^)^V 

n\~n) 


A (^,f/..fc) 


f,>{kr r It»! log 2 kr) 

kr 


R 


C. Berechnung des Matrix-Elementes Ä {{}, (p, k) aus Gl. (12a) 
Indem wir uns konsequenterweise auf die erste Näherung in be- 
schränken, schreiben wir 

A === Jo -f -f ^2- 

Aq ist das Glied nullter Näherung, das also entsteht, wenn wir in (18) 
und (15) die Korrektionsglieder fortlassen. Jj entsteht, wenn wir das 

D Im Nenner haben wir r(l — w) durch die Gaußsche Bezeichnung 
jj n) ersetzt, um F für den y-Faktor des Zählers frei zu haben. 
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Korrektionsglied in (18) mit dem Hauptglied in (15) kombinieren, Ao ent- 
sprechend umgekehrt. Wir erhalten: 

^o=NN,r(yp)J^r,, 

Entsprechend setzen wir 


( 18 ) A-^NN,riYp)vArl)i\. 

(I8a) 1= - “ 2 ^ [ 1 e-'irdr, 

(19) ^. = ^^^\r{yhrAh)r,. 

*'> p:rad L„ { 0 ) dr. 

Indem wir (17), (18), (19) zusaminenfassen, haben wir 


(CO) A^NN, 
oder nach einigen 


J i (;' p) + (r p) 7 ) (r Ii) + (r Ij) y, (y p) | 

y-Umformuiigen mit t = ym'. 


(21 ) I (r k) + y.^ß. + y. T (j: ß,) ) r„ , 

lß„ = pj„, ß, = 4 = 

i'ie Integrale lassen sich nun auf das Integral ß in (4.15a) 

zuruckfuhren, sofern man das dortige Zja durch unser jetziges q ersetzt 
und dementsprechend schreibt: 


(22) ß = jc-cr4.(r-::t)7-^^(p) V. 

Man bestätigt daraufhin leicht: 


(22a) 


^0 


dB 
dq ’ 



aZ grad;^ B 


und nach einer partiellen Integration in (19a): 


(22 b) 




B 


♦ *■ 

= olZ —(grad,, - \ ß, 

^ \ ^ dq^ 

Setzt man diese Werte (22a), (22b) in (21) ein, so ist das Matrix-Element A 
lekannt. Die dann noch erforderliche Eeduktion auf den reinen Zahlenwert 
Werden wir zusammen mif der Summation über die verschiedenen Spin- 
Moghehkeiten ausführen. 
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D. Übergang zur Dichte des Photostroms 

Wir bilden jetzt die Dichte des gestörten Zustandes u, (tI. (8), nämlich 

w u, indem wir für -Y nach Gl. (10b) einsetzen 2 und entsprechend für 

1 , a 

das adjungierte X schreiben 2 Wir erhalten so zunächst eine Doppel- 

1 , 2 

summe nach und nämlich [vgl. auch (3)]; 

oder, wenn wir für X den Wert (16) und für A’ den entsprechend umgeänder- 
ten Wert (Umstellung der y-Faktoren, Vertauschung von y , i mit —y, — i) 


einsetzen 


(28) 

" y. “ = 72 S 2 O' Ax- r,A,rx, 

(23 a) 

\ k \ Jl (- n)\r 


Wie schon nach Gl. (7a) bemerkt, sind mit A und A die ausredu- 
zierten Zahlenwerte gemeint. Die Indizes A und X bei A und A deuten 
an, daß diese von der Wahl des /^-Faktors in der zugehörigen Eigen- 
funktion (14), also eben von X und X abhängen. Außerdem hängen die A, 
A noch von dom Spin der Eigenfunktion (18) ab, der in ihrem Faktor 
steckt, so daß wir A und A eigentlich noch mit einem zweiten Index 
versehen müßten. Dies braucht aber erst im Abschnitt E zu geschehen. 

Wegen des Zahlenwert-Charakters der A, A zusammen mit der 
Bedeutung der F, F vereinfacht sich nun die Doppelsumme in (23) zu einer 
einfachen Summe, indem alle Glieder A' 4^ A wegen (IV. 5. 47) verschwinden. 
Diese ursprünglich fur den /^-Faktor der ebenen Welle abgeleitete Be- 
ziehung uberträgt sich nämlich auf unsere Eigenfunktion (14), deren 
Z'-Faktor in (V. 8. 25) gerade durch ihre Angleichung an das Verhalten der 
ebenen Welle bestimmt wurde. Wir erhalten so statt (28) 

( 24 ) " y. « = ^ 2 Äx Ax r„orm. 

Hier ist unter Znoj-j^ der auf der rechten Seite von (IV. 5. 47) gemeint«* 
Nullteiler verstanden 

-^nonn — 1 (^ + y^) (1 T* '^712)- 

Für das Folgende ist es aber bequemer, nicht die Zahlen werte, sondern 
die unreduzierten Ausdrücke zu betrachten. Wir gehen auf diese zurück, 
w'enn wir in (24) ersetzen 

^norm durch F nonn 
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and 

•^nonn ~ A /^riorm == A A . 

Statt ( 24 ) können wir daraufhin auch schreiben 

'■iß) = 

Der Index A. nach dem summiert wird, steckt in den Faktoren 
welche nach (21) die unreduzierten Ansdrucke multiplizieren. 


E. Summation über die Spins der heiden A'-Eloktronen 

Die ri-Schale, um deren Photoeffekt es sich handelt, ist (außer beim 
Wasserstoff) von zwei Elektronen entgegeiiKesetzten Spins besetzt. 

(il. ( 26 ) pilt für jedes der beiden 7 i'-Elektroneii. Du ihre P,eitraee zum 
l'liulostroni experimentell nicht zu trennen sind, überlagern wir sie. Wir 
ttissc'ii aus Gl. (V. 8 . 21 ), daß den beiden Spin-Hichtiingen m =■ J- J die 
ticidon Worte von entsprochen. 


r = ' ~ 


ri'’i 4 (’+>'‘) 


F„ 


Wir uritersehoiden diese beiden Werte durch den oberen Index ^1,2. 
Statt ( 26 ) betrachten wir daher weiterhin als Beitrag beider 7 v -Elektronen 
zum l’hotostrom: 


(■^ 8 ) 2 ^ 74 «= 

>(0 ^ X ko 

Ilu'r laßt sich die Summation nach ^ unmittelbar ausfuhren. Schreiben 
wir stat t (21) abkurzend 


(29) A'o 
also 


V rio, V - -V I [*' ß„) -f r. B, f 7, T (7 4) 1. 


(2!)a) .4^0 = TApTi, p = - QbI) + y,B*- (yBl) 77,}, 

So wird 


(^0) 2 A^^ A^o = Tji p 2 /"o° • P A- 

Jis ist aber nach ( 27 ) wegen und 

^ ^ 2^’^“^'^'’ = yi» Fiorm Fsi + /'norm- 

-'o 

Weiter haben wir 

y„ = |(] -)- 7J (1 + f 7^ J = y^^ J (1 yj (j _ ■ 

^omit als Wert der rechten Seite von ( 31 ) 

(31 a) J (1 + 7j (1 _ iy^^) + J (1 + 7,) (1 -f 17,,) = i (1 + 7,). 
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Setzt man dies in (30) und (30) in (28) ein, so erhält man als Beitrag beider 
E-Elektronen den von Fq freien Ausdruck 

(32) 2 « y4 “ = 9 2 P (1 + Vt) P A- 

F. Summation über den Spin des Endzustandes 
Jetzt ist nur noch die Summe nach A auszuführen. Wir schreibe] i: 




2, 2 = 2APA, 


wo nach (82) und (29) gesetzt ist 

F = j){l + y^) /I 

=■ \{yB^) + B, + t (y \)\ (1 + y,} | - (y k) + B* - {y ßj) r|. 

In dem letzten Ausdruck haben wir bereits die in 'p und p vorkommeridt'n 
Faktoren fortgelassen, weil sie in den dazwischenstehenden Faktor 1 + 
aufgenominen werden kimnen. Wir multiplizieren P mit Eücksicht auf 
die y-Eelationen aus, schreiben aber nur diejenigen Glieder hin, die mit 
1, y^ oder y multipliziert sind: 

(33a) P - (1 . P, + y, 1\ -r (r P«) + * ’ •) 

p, ^ _(5„p:) + p, b^ + (b,b:), 

(88 b) p^^ ^ + (S, b:) + B, Pr + {Ts, B*A 

p, = [Po p?] - [b: pj + B, pr - k p, . 

Das Fortlassen der übrigen Glieder in (83a) ist dadurch gerechtfertigt, 
daß nach GL (IV. 5. 50) alle übrigen y-Produkte bei der in (83) vorgeschrie- 
benen Spin- Summation verschwinden. Nur die in (38 a) hingeschriebeneri 
Glieder liefern nach (IV. 5. 47, 48, 49) von Null verschiedene Beträge, 
nämlich sowohl für A = 1 wie für A = 2 die folgenden^) : 

*■ 

- E ~ * .t) .hc'k 

( 84 ) r,r, = ~^, = r,yr, = - i- = - I ■ 

£ c e 

Infolgedessen ergibt sich aus (33) und (33 a): 


2 4-P, 


1) Den gemeinsamen Faktor Pnonn » der nach den zitierten Gleichungen 
in Kap. IV rechter Hand in allen drei Gin. (34) hinzuzufügen wäre, können wir 
schon hier unterdrücken. Der dortige Nenner E war in (34) durch e zu er- 
setzen. 
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wenn man die P aus (88b) einsetzt: 

^ ^ 

/:15) 2 = 1 (® -- E») (ß, BJ) + {e + E„) (B, B* + (B, B?)) 

- i c ({fe [B„ BJ]) + (fe B„) B.» - Conj)) 

])i(‘S gibt, in (83) eingesetzt, die endgültige Darstellung der photoelektrischen 
|)i(“]ito, eine Darstellung, die jetzt (abgesehen von dem unterdrückten 
Igiktor /'norin’ 1 Voll S. 490) von den y-Einheiten befreit ist. 

W f'ilorhin handelt es sich nur noch um die Diskussion der so erhaltenen 
|);irs(ellung. 

0. Sonderung in einen „ringförmigen“ und einen 
„birnenförmigen“ Best and teil 

Nach (21) ist 

(B,,;',:)--. |j„|^ B, Br = |(p, j, + N)P 

lind bei Benutzung einer bekannten VektorformoD) 

{kJ*) - ij, - br - i(p, j, -jbr. 

feruer 

(li [ß„ BTJ) .. - (/,- V) j„ (P, b - h) + Jjk, J* - J*), 

gck„)B: = ^■■{hv)j,{p.j) + J*). 

Eiiisützen in (35) ergibt 

(36) 2 = 2A'^v;;[>-7g |J„p + (f + ;g i(}, - j/ + |(p4, + J,)!“ 

- l(p, J, - J,)P 1 - i h c \J„ (k, J* - J*) - 2 (fr p) J„ (p, h) - Conj )]. 
Der Ausdruck in der [ ] läßt sich sondern in einen nur von ‘ä abhängigen 
„riiigformigen Bestandteil“ [],. und einen auch von (p abhängigen „bimen- 
fonuig(m Bestandteil“ []/;, dessen Gestalt durch den uns geläufigen Aus- 
druck (p k)^ — sin^ cos* (p bestimmt wird. Und zwar haben wir 
nach (36): 

[]A’ = (£-i';)|j„f + (. + B„)|j. ~j,|» 

(fr, j: - j*) - j; (fr, j, - j,) 1 . 

') ([9IS][(ES]) = («O (SB $)— ('3 0(91®); man setze für ihre An- 
»'■ndung im Text 91 = !B = p, £ =- ®‘ = — J,. 
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Dies läßt sich als Quadrat schreiben, wenn man den Energiesatz berück- 
sichtigt in der Form: 

(« - E„) (s + £„). 

Es erweist sich dann nitmlich mit der vorigen die folgende Gleichung Glii il 
für Glied als identisch 




Andererseits haben wir nach (36) 


^ ^0 4 - 


e+E, 

hc, 


{Jr - 


[ ]b — (^' + F„) ii(p, -f j^)\^ — i(p. J2)n 

+ 2i/?c(/cp) |Jy (p. J*) -f J* (p? *^i)l 

und dies zieht sich nach einfacher Umrechnung zusammen zu 
(88) [ k =- 2 \K^ (p, Jf) + Conj | 

- (e + E,) (p J 2 ) + i// c (/c p) Jo- 

Wir wissen, daß im nicht-relativistischen Grenzfalle ß 1 der ring- 
förmige Bestandteil (37) fortfallen und der birnenförmige (38) sich auf 
die aus § 4 bekannte Form reduzieren muß. Anders im relativistiscbcii 
Grenzfalle 1, wo beide Bestandteile, wie sich zeigen wird, von gleicluT 
Größenordnung sind. 


H. Grenzfall sehr harter Strahhoi ß^l 

Während wir jetzt beliebige Potenzen von ß beizubehalten haben, 
ist es folgerichtig, nunmehr |r?| als kleine Große zu behamb'ln. Nach (Hai 
gilt nämlich 

Wurden wir also in den Ausdrucken für A’j und/ig Terme mit dem Faktor | n j“ 
beibehalten, so hieße dies, daß wir Gli(‘der mit (aZ)^ mitnehmen würden, 
für welche unsere Näherung nicht mehr zuständig ist. 

Wir benutzen die Werte der J aus (22a), (22b) und den Wert von iP) 
aus (4. 17 a) : 

\a = [q — i JxY + 


(89) 


B = 4 71 


{a 4- b)« + 1 


a h ~ (x 

Cq a Z 

mit q ~ 


kß 

, Gl. (18) 


1) Der Wechsel in der Bezeichnung, nämlich a statt des frulieren c in (4. lla ), 
ist geboten, weil c im folgenden für die Lichtgeschwindigkeit gebraucht winl 
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lijid berechnen daraus leicht mit Rücksicht auf (p J) = 0: 

(p J,) = iaZ (pfc) ” ^ B, 
a b 

,:!l) b) (p J,) == i (p fe) V A B 

E a\ q/ 

,Wc) hcJ, =. - 2 a/ (V (i _ ^Jl\ « + V B, 

,10) K, ^ (vk)e., H' + - l] 1 h V") + ” + V ß 

U i a \ q J ^ a-^bj ' 

Soweit haben wir allgemein gerechnet. Wir können al)er, ohne Beein- 
iracbtigung der Allgemeinhoit, bei unserem Grade der Näherung (Vernach- 
lässigung von (a/)2) durch ersetzen, wtul nach der Feinstruktur- 
IvtriiK'l f:(, — Bq (1 — Ferner können wir streichen 

(41) V gegen 1 und 1 gegen — — ^ ^ 

n 1' 1 - ’ 

vobei entsteht 

: 12) A-, = 2 » a / (p M ßJ ‘ ■ ILt/ - , V ] ß. 

[ 2\] - ß- <i a ^ 5j 

Iber haben wir noch a und a b aus (89) einzusetzen. Dabei beruck- 
Sielitigeii wir. daß nach (41) gilt k> q, so daß wir setzen können: 

( 12 a) (j — 

fiTuer l)oi Berücksichtigung des Einst einschen Gesetzes 

j a -{- h ~ (p^2 _g j^.2) (I — ß cos ?9) ; 

'«» I «... 1-. ,, 

Initiier nach (4‘2), wenn wir noch f durch Bq und ß ausdrucken: 

r V 1 J \ 


(41b 


IB. 


Dir (p J*) erhalten wir aus (39a) bei entsprechender Rechnung 

(14) (pj*) 

1 Malier nach (88) 


E \ ~~ß^ B* 


ioiZ(pk) . _ 

2Bo ] — — ß'i l ~ ßcos§ 


(«) []h = 


F 4 (1 _ Vi _ ß‘y‘ 

/ 1 I 

\ 2 1-/?» i-Äcos’Wl- 


BB* 

ß cos 1 — ß cos & 
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Entnimmt man noch den Wert von B B* aus (39), so wird schließlicli 


(46) []« 




'E« {l-\r~ßj 


/ j_ I - v'l - 
\ 2 1 - /?■“ 


-ß‘ 


+ 


1 — ß cos t9, 


sin^ 003^ (p 
(1 — ^ cos §)'■' 


(47) 


Durch ähnliche Itechnungon findet man aus (37) : 

/,« /■ (1 _ ßy:-, 




K (1 - v'l - ßy 




Da hier der Winkel (p nicht vorkommt, nannten wir diesen Beßtandteil 
,, ringförmig“. 

Als Summe von (46) und (47) ergibt sich, wenn wir den Faktor vor der 
Klammer in (46) mit F bezeichnen : 


F (1 -]1 - ß'^Y sin^7 

(48) L]fi+L]«--4 (1.^,7 cos#)» 

F 1 — "l 1 — sin^ ?9' cos^ (p sin^ cos^ cp 

~~J ] _ ^2 (f _ ß ^ (1 /?Tos^ ‘ 

Das letzte Glied ist die uns wohlbekannte nicht-relativistische Ji-Emissioii, 
die beiden ersten Glieder stellen relativistische Effekte dar, die um so starker 
betont sind, je weniger ß von 1 verschieden ist, vgl. die Nenner (1 —ßY'- 
und 1 — ß^; ihre Voreilung ist geringer als die des nicht-relativisii- 
sehen Gliedes (dritte Potenz des Nenners 1 — ß cos statt der 
vierten). Alle drei Glieder sind erstmalig von Sauter^) auf etwas 
anderem Wege gefunden w’orden. Von Interesse ist dabei die folgende 
Feststellung; Der Nenner (1 — /9 cos #)^ im letzten Glied von (48) isl 
relativistisch streng, sofern ß aus der Spannung nach der relativisti- 
schen Mechanik berechnet wird, also genauer als die früher gefundeuo 
Form {1 — ß cos § + y)^, die sich bei nicht-relativistischer Definition 
von ß in (4.20a) ergab. Es wmrde schon dort bemerkt, daß das kleine 
Korrc'ktionsglied y bei unrelativistischer Rechnung nicht garantiert werden 
konnte. Jetzt zeigt sich, daß es in Strenge verschwindet. Dies korinti' 
bei der Diskussion der Reobachtungtm von Lutze, vgl. S. 438, bestätig;! 
werden. 


F. Saut er, Ann, d. Phys. 11, 454 (1931), Gl. (30); vgl. auch die voran- 
gehende Arbeit, ebenda 9, 217 (1931). 



7. Kapitel 

Das kontinuierliche Röntgen?Spektrum 

§1 

Historische Einleitung und Übersicht 

Die ersten theoretischen Vorstellung^en über den ürspnmg der Köntgen- 
sindilon (Stokes, Wiechort) betrafen den durch den Aufprall der Katho- 
dcii-Strahlen erzwungenen Anteil der Strahlung (das ,, weiße Röntgen- 
licht“, vg]. Bd. I, S. 31). Verfasser schlug dafür den (von Röntgen selbst 
g(‘l)illigten) Namen BreinsKtrahlung vor. Ihre Harte wächst mit der 
iuj der Rohre hegenden Spannung und ist von der atomaren Zusammen- 
SL'i/ung der Antikathode unabhängig. Für die Röntgentechnik ist diese 
ßreinsstrahlung der maßgebende Bestandteil des Strahlungs-Gemisches. 

Der selektive Anteil des Rontgenhchtes, der den freien Atomschwin- 
guiigen entspricht, wmrde erst 1906 von Barkla (uitdeckt. Die Härte dieses 
Anteils ist im Prinzip von der Spannung unabhängig (wird von dieser nur 
sekundär durch Verschiebung der Anrogungs- Grenzen beeinflußt). 

Seit der Laueschon Entdeckung weiß man, daß der erste Anteil ein 
kontinuierliches Spektrum von Frequenzen besitzt, der zweite ein 
(liskrtdes. Das kontinuierliche Spektrum hat eine kurzwellige Grenze 
(Duane und Hunt, 1). L. Webster), gegeben durch die Quantengleichung 
(1) ^ (V =- Rohrenspannung). 

Pio klassische Broms- Vorstellung konnte von diesem fundamentalen Zu- 
^airiiiKuihang natürlich keine Rechenschaft geben. Dagegen machte sie eine 
bcsoiiderheit in der räumlichen Ausbreitung der Bremsstrahlung wenigstens 
qualitativ verständlich: Die Voreilung des Maximums der .Ausstrahlung, 
zuerst b(>obachtet von Bassler^) (bei Röntgen ausgefuhrte Dissertation, 
München 1908) und d. Stark“) 1909. In Bd. I, S. 85, Fig. 11, haben wir 
die Erscheinung nach neueren Versuchen von Kulenkampff^) dargestellt, 

1) Ann. d. Phys. 28 , 808 (1909). 

") Physik. ZeitscliT. 10 , 902 (1909). Ebenda die theoretische Erklärung der 
Mondlung durch den Verf., S. 969, und anschließende Diskussion Stark- 
Soninierfeld. 

'9 H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 67, 697 (1928). Zusammenfassende 
barsiellung im Handb. d. Phys., Bd. 23/2, 2. Aufl. (1933). 
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ausgeführt mit extrem dünnen Filmen als Antikathode (die älteren Versuche 
waren mit Voll-Antikathoden gemacht und daher durch Sekundär-Prozes^^ 
beeinträchtigt). Jene Figur ähnelt unserer jetzigen Fig. 26 beim Phot..- 
Effekt trotz des entgegengesetzten Charakters der Strahlung in beidi n 
Fällen: Beim Photo-Effekt geschieht die Anregung durch elektromagnetiscJie 
Strahlung, die angeregte Strahlung besteht aus Elektronen, beim konii- 
nuierlichen Röntgenspektrum ist es umgekehrt. 

In der provisorischen Theorie des Verfassers (vgl. Anm. 2, S. 495) blK b 
ein Parameter unbestimmt, der „Bremsweg“ l, der als subatomare Läii^r,. 
gedacht war und in Richtung des einfallenden Katliodenstrahles liegin 
sollte. Äquivalent mit dem Bremswege / ist die ,, Bremsdauer“ t = Ijv, 
V — Zeitmittel der Geschwindigkeit des einfallenden Kathodenstrahlcs 
auf dem Bremswege. Verfasser versuchte diese Größe durch ein besonderi's. 
ad hoc ersonnenes Postulat zu bestimmen, dem er ursprünglich die Form 
gab (E gleich Anfangs-Energu^ des Elektrons): 

(2) E T - h 

oder auch gleich der während der Bremsung abnehmenden kinetischen 
Energie des Elektrons) 

T 

(2 a) j ^'kin J ^ 

0 

Man kann dazu bemerken, daß (2a) ein Vorläufer des späteren Phasen- 
Integrals 



war, nämlich die mi relativistischen Sinne genommene vierte Komponi'ntc 
desselben. 

Freilich konnte dieses Postulat noch nicht den fundamentalen Satz (1) 
von der (damals noch unbekannten) kurzwelligen Grenze des Spektrums 
erklären. Aber es gab in einfacher Weise Rechenschaft von zwei anden'n 
Erfahrungs-Tatsachen, nämlich a) der Proportionalität der Röntgim- 
Intensität mit dem Quadrate der Röhren-Spannung, und b) von dem 
kleinen Wirkungsgrad beim Vrasatz Kathodenstrahl-Energie Röntgen- 
Energie. 

a) Aus der klassischen Ausstrahlungs-Formel 



( 8 ) 
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folgt für die im garten Bremsprozeß von t — 0 hk t — r ausgestrahlte 
Energie Ej., wenn man v konstant, also gleich — vjr setzt, unter v die 
Anfangs- Geschwindigkeit des Elektrons verstanden. 


(3 a) 


r 2 

E, = f Sd< = 4 L - 

i 8 T 


Wegen (2) und wegen der Bedeutung von E = — kann man hierfür 

schreiben ^ 

(8b) 


Er = 


FJ 


8 mc® k 


: Köh- 


Man hat also in der Tat Proportionalität mit E^, also auch mit [F = 
renspannung wie in (1)]. 

b) Gleichzeitig folgt aus (3b) : 

^ ^ ^ 

E ^ hc 

(entsprechend F — 80 k V) : 

Er _ 1 1 j_ 

1 8 71 187 9* 

Dies ist der zuerst von W. Wien^) gemessene, überraschend kleine Wir- 
kungsgrad dos Umsatzes Kathoden- in Röntgenstrahlen. 

Als Verfasser diese Ansätze auf dem ersten Solvay-Kongreß (1911) 
vortrug, machte Plinst ein dazu eine interessante Bemerkung: Er schlug 
als Alternative vor, das Quantenmäßige in die Strahlung zu verlegen und 
(Ion Bremsprozeß unbestimmt zu 


ulso z. B. mit ß 
(3 c) 


— ß\ 

871^ ’ 


, - ^ 10 - 


~TW 


t-o 

-T- 




lassen [während bei der vor- 
stehenden Rechnung umgekehrt 
(las Quantonmäßigo in den Atom- 
prozeß gelegt war, Gl. (2), und die 
Strahlung klassisch gelassen war, 

Cd. (8)]. Man kann z, B. mit Plin- 
stein den Bremsprozeß als plötz- 
lich annehmen, also das nebenstehende Bild benutzen. Dasselbe 
liefert, in einem beliebigen Zeitintervall T nach Fourier entwickelt: 


PAg. 29. P^ourier-Entwicklung eines plötz- 
lichen Brems-ProzeBses nach Einstein. 


(4) 


(^) = TT - 


V 2v ^ 1 . 2 7int 

9" ~ V T ' 

^ ^ V 1, f,, . . ” f 

Daraus folgt durch Differentiation nach t eine offenbar divergente 

Poihe. Einstein schneidet sie zum Zwecke der Strahlungs-Berechnung 

b('i (hnern gewissen Gliede n — N oh und schreibt 

/AS ... 4 V ^ 2nnt 

(411) = _ 2 

^ n = 1, 3, ... iV J 

D W. Wien, Ann. d. Phys. 18 , 911 (1905); Beattie, Proo. Roy. Soo. 89 , 
814 (1913); vgl. auch 0. W. Richardson, Zeeman-Featsohrift, S. 80, Haag 1936. 
Sommerfeld, Atombau. IT. ’ ^2 
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indem er annimmt, daß die höheren Glieder n >N ^ichts zur Strahlun^^ 
beitragen. 

Die Grenze N wird nun folgendermaßen bestimmt: Ersichtlich ist dit 
Schwingungszahl v des einzelnen Fourier- Gliedes gegeben durch 

(4b) V = ~ 

Die maximale Schwingungszahl, die bei der Anfangs-Energie E zur Ver- 
fügung steht, sei bestimmt durch das Quanten-Postulat 

(4c) , E = h 

Diesem entspricht nach (4 b) ein welches eben die fraglicht' 

Grenze N liefert, nämlich 

t4d) N =^T. 


Nun gehört nach (8) zum einzelnen Gliede der Fourier-Entwicklung (4a) 
die Ausstrahlung 


S ---- 


2 c' 


16 

J12 


-I- T/2 
COS' 
TU 


+ TI 

'1 




16 v'^ 


[die beim Quadrieren von (4a) entstehenden Produkt- Glieder geben keine 
Ausstrahlung]. Die Gesamt-Ausstrahlung wird daher mit Rücksicht 
auf (4d) und den Zusammenhang von mit E: 


(4e) 


16 c* v^E 82 c* E^ 
3 h 8 m c’‘ h 


Dies stimmt (von dem unwesentlichen Zahlenfaktor abgesehen) mit (Sb) 
überein. Gleichzeitig folgt dann auch für den Wirkungsgrad E^/E die oben 
unter (3 c) angegebene Größenordnung. 

Wir haben diese etwas kühne Einsteinsche Methode des Abschneideib 
hier angeführt, weil sie das erste Beispiel ist für ein Verfahren, welches 
seitdem — in Ermangelung von etwas Besserem — immer dann angewendei 
wird, wenn man auf divergente Ausdrücke geführt wird (insbesondere in 
der Diracschen Theorie der negativen Energie- Niveaus, vgl. Kap. IV, 
8. 318 (von Pauli gelegentlich etwas abschätzig als „Subtraktions-Physik“ 
bezeichnet). — 

Da es sich bei den Problemen des Brems- Spektrums durchweg um 
Intensitätsfragen handelt, war ihre systematische Behandlung erst möglich 
auf Grund des Korrespondenz-Prinzips, oder strenggenommen erst auf 
Grund der Wellenmechanik. Eine erfolgreiche korrespondenzm&ßige Bt - 
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Jiandlung gab KranJers^); seine für die Astrophysik wichtigen Resultate 
werden in § 8 besprochen werden. Die wellenmechanische Behandlung 
wurde von verschiedenen Seiten in Angriff genommen 2). Oppenheimer 
erkannte, daß die parabolischen Koordinaten dem Problem besonders 
angepaßt sind,' und operierte mit dem vollständigen System der in diesen 
Ivoordinaten separierten Wasserstoff-Eigenfunktionen. Eine einfachere 
Darstellung erzielte Verfasser durch Benutzung von (ebenfalls mit den 
parabolischen Koordinaten zusammenhängend(m) Eigenfunktionen, die 
Ulis schon beim Photoeffekt nützlich waren. Bevor wir aber die mit diesen 
IDgenfunktionen zu erhaltenden Resultate besprechen, wollen wir die 
Methodik der Wellenmechanik m dem vorliegend(*n Falle schildern und 
mit der klassisch-korrespondenzmäßigen v(‘rgleichen. 

Wollenmechanisch wird der Anfangszustand des Systems dargestellt 
durch eine aus dem Unendlichen kommende, umuidlich ausgebreitete ebene 
MClle, die an dem Coulomb-Felde des Kerns g(‘slreut wird. Die Frage, ob 
(las Atom von dem Eh'ktron zentral oder penph(-‘r getroffen wird, tritt gar 
nicht auf. Alle individuellen Möglichkeiten des Zusammenstoßes werden 
lu ('inem einheitlichen Wellenbild zusammengefaßt. 

IMhuiso wird der Endzustand, in dem das Elektron mit verringerter 
(Geschwindigkeit das Atom verlaßt, durch tune ebene Whdle beschrieben, 
ebenfalls gebeugt am Atomkern. Die Fortschreitungsrichtung der AVclle, 
(1.1. die Richtung des austreteruhm Elektrons, bleibt unbestimmt; jede 
Picht ung ist a priori gleich wahrscheinlich mit jeder anderen. 

Um nun die Intensität der Ausstrahlung beim Übergang aus dem 
Anfangs- in den Phidzustand zu berechnen, hat man nur die zugehörigen 
Wbdk'nfunktioiKui nach dem Pkirmalismus des Matrix-Elementes zu kombi- 
iiu'n'ii. Uber die Art des Überganges braucht dabei nichts vorausgesetzt 
zu werdiui, ebensowenig wie in der Theorie der Linienspektren der Übergang 
;ius dem Anfangs- in den Endzustand spezifiziert zu werden braucht. 

D('r Unterschied dieser wellenmechanischon Methode gegenüber der 
klassisch-korrespondenzmäßigen springt in die Augen: Bei letzterer haben 
wir (‘int' Ausstrahlung, die aus der jeweils herrschenden Ueschwindigkeits- 
.uiderung längs der klassischen Bahn (einer Hyperbtd) kausal bestimmt ist, 
iu'i ersterer dagegen gt'iiugt die rjegt'nuberstellung von Anfangs- und End- 
zustand, wobei der Ursprung der Strahlung im Dunkeln bleibt. Man beachte 
iiisbesondert' auch folgendes: Im Matrixelement wird über den ganzen 

') H. A. Kramers. Phil. Mag. 46. 836 (1923). 

U J. R. Oppenheimer, Zeitschr. f. Phys. 55. 725 (1929); Y. Sugiura. 
Pbys. Rev. 34. 858 (1929); J. A. Gaunt. Proc. Roy. Soc. 126, 054 (1930); 

Sommerfeld, Ann. d. Phys. 11 , 257 (1931). 
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Raum integriert. AVir haben also die Wellenfunktion des einfallenden 
• Elektrons nicht nur vor dem Atom in Rechnung zu setzen, sondern auch 
hinter dem Atom, wohin es nach unserer physikalischen Anschauung gar 
nicht gelangt. Andrerseits haben wir die Wellenfunktion des austretendeii 
Elektrons nicht nur hinter dem Atom, d. h. nach seinem Austritt, zu 
benutzen, sondern auch vor dem Atom, wo es anschaulich gar nicht vor- 
handen ist. Die wellenmechanische Methode ist also, im Gegensatz zur 
klassischen, von einer modellmäßigen Wiedergabe des physikalischen 
Prozesses weit entfernt. 

Wir werden in § 2 das Matrixelement auf einem neuen Wege berechnen, 
der kürzer und weniger künstlich ist als der vom Verfasser 1. c. früher ein- 
geschlagene. Die BO erhaltenen einfachen, geschlossenen Formeln ])e- 
schreiben den Elementar- Prozeß, bei dem das Elektron in einer vor- 
gegebenen Richtung oLß bei vorgegebener Geschwindigkeits-Minderung aus- 
tritt und das ausgestrahlte Lichtquant in einer vorgegebenen Richtung (j) 
beobachtet wird. Durch Integration über alle Richtungen a ß wird in § B 
das kontinuierliche Röntgen- Spektrum, seine Intensität und Polarisation 
abgeleitet. Diese Integration wird hier nicht exakt, sondern nur angenähert 
bei hinreichender Härte der einfallenden Kathodenstrahlung ausgeführt 
werden, wobei andrerseits der nicht-relativistische Charakter unserer 
Rechnung der Plärte nach oben hin eine Schranke setzt. Als Ergänzung wird 
in § 4 gezeigt, daß der „gesamte Strahlungsverlust“, d. h. die über alle 
Austrittsrichtungen a ß integrierte Quadratsumme aller drei Komponenten 
des Matrix-Elementes einer exakten Berechnung zugänglich ist. In § 5 
wird der Elementar-Prozeß im umgekehrten Sinne integriert, nämlich bei 
vorgegebenem a ß über alle Ausstrahlungs-Richtungen § (p, wobei sich die 
Häuf igkeits- Verteilung der austretenden Elektronen als Funktion der 
Winkel oLß ergibt. 

Die Methode der Matrix-Elemente ist aber nur eine erste Stufe der 
Näherung. Sie muß ergänzt werden durch die Methode des Vektor- 
Potentials, die es gestattet, für höhere Geschwindigkeiten des einfallenden 
Elektrons die „Retardierung“ einzufuhren, also, vgl. S. 65, neben der 
Dipol- auch die Gesamtheit der Multipol- Strahlungen zu berücksichtigen. 
Die so vervollständigte Berechnung der Strahlung geschieht in § 6 auf dem- 
selben Wege wie die Berechnung des Matrix-Elementes in § 2 ; sie führt im all- 
gemeinen zu etwas umständlichen Ausdrücken. Wenn wir uns aber wieder 
auf harte einfallende Kathodenstrahlen und insbesondere auf die Grenz(' 
des kontinuierlichen Röntgen- Spektrums beschränken, so gelangen wir zu 
einer übersichtlichen Darstellung des Strahlungsfeldes. Wir benötigen diese' 
zur theoretischen Diskussion der oben genannten Voreilung und zutu 
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Vergleich mit den diesbezüglichen experimentellen Ergebnissen von Kulen- 
kampff , 1. c. 

Aber auch diese Methode ist nur eine Stufe der Näherung; die end- 
gLiltige Methode für harte Strahlen wird erst durch die Diracsche Theorie 
geliefert, die aber irn allgemeinen zu recht umständlichen Formeln führt. 
Wir beschränken uns daher auf den Grenzfall extrem großer Geschwindig- 
keiten, sowohl des primären als des sekundären Elektrons (Bornsche 
Näherung). Wir worden hier die Kesultate von Sauter^) und von Bethe- 
H eitler^) auf einem neuen Wege wiederfinden, Eesultate, die für die 
Theorie der kosmischen Strahlung von entscheidender Bedeutung sind. 

Die umgekehrte Näherung, nämlich für langsame Partikeln und weiche 
|{()ntgenstrahlen, wird in § 8 durchgefuhrt werden; hier wird auch, im An- 
schluß an Scherz er 3), die inten^ssante P'rage behandelt, weshalb man noch 
nie merkliche Kontgenstrahlen bei der Bremsung von Protonen gefunden hat. 

Alle unsere Rechnungen sind insofern stark schematisiert, als sie dit' 
Elektronen-Hullo unberücksichtigt lassen und nur mit dem nackten Kern 
operieren. Für kleine Geschwindigkeiten der einfallenden Elektronen 
ist das zweifellos unzulässig. Auch bei großen Geschwindigkeiten derselben 
können daraus Fehler an der kurzwelligen Grenze des kontinuierlichen 
Spektrums entstehen. Denn hier ist die Geschwindigkeit des aus treten den 
Elektrons defihitionsgemäß Null. Infolgedessen sollte hier (ane Abschirmung 
durch die Eloktronenhulle in den Eigenfunktionen des gebremsten Elektrons 
in Ivechnung gesetzt werden. Dies geschieht in einer Arbeit von Brun- 
ner^) mit dem Ziele, gewisse von Du Mond gefundene Buckel in dem 
Verlauf des kontinuierlichen Spektrums zu erklären. 

§2 

Die Matrix-Elemente des Elementar-Prozesses 

Geschwindigkeit und Wellonzahl d(‘S Elektrons im Anfangszustande 
seien und kj, im Endzustände fg ^'' 2 - Anfangsrichtung sei die 
j;-Achse, die Richtung im Endzustände sid durch a, ß gegeben, a gegen die 
.r-Achse, ß um die a:-Achse gemessen: 

fe, =”/'■ '‘■i = (1.0.0) fc,. 

II) 

kj ^ \ kg (cos a, sinacosjS, smasmjSjk^. 

G F. Saut er, Ann. d. Phys. 20, 404 (1934), 

H. Bethe und W. Heitler, Proc. Roy. Soc. 146 , 83 (1934). 

•P 0. Scherzer, Münchener Dissertation; Ann. d. Phys. 13, 137 (1932). 

*) E. Brunner, Phys. Re v. 53, 461 (1938). 
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Dabei gilt 

1*2 ^2 ^ ^ 1 * 

Die bei dieRem Bremsprozeß ausgestrahlte Energie und Wellenzahl ist 
m , „ „ 


( 2 ) 


h 


fi 


(&f - fc|). 


271 r 

c* 2 7)1 c 
Die Spannung V an der Röhre ist durch 


T/ 5 

f F = - «’i 


P 

1-2 

~ - kl 

2 711 


gegeben. 

Wir rechnen mit WaRserBtoff-Eigenfunktionen, indem wir das Atom 
als nackten Kern ansehen. Wir können dann als Wellenfunktion des eni- 
fallenden Elektrons (il. (VI. 4. 2), als Wellenfunktion des austretondcn 
Elektrons (vgl. die Begründung aul S. 457) Gl. (VL 4. 3) benutzen, also: 


(4) 


(5) 

( 6 ) 


y, = ('X'i '> (e,), e, 1 (A'i r - {/>, r)), 

= c'tFtiL.nJ- j.^). (»2 = t(fcar + (Ajr)). 

Wt 


(e,). 


aZ 

y)^ und yi* genügen den Schrodiiigi'r- Gleichungen: 

2 711 


Z 

ik, = 

i /v jj a 




(6a) 


A V’i V’i 


A v! 4- A| y,* 




/F 


Fv, =0 


'r 


Vw* -0 


/e 

r 


Hier haben wir die potentielle Energie iin Felde des Kerns U genannt, 
da wir den Buchstaben V bereits für die Spannung an der Röhre Gl. (3) 
verbraucht haben. 

Es handle sich in diesem Baragraphen um nicht zu harte Strahlung, 
wir können dann von der ,,R^btrdierung“ absehen (Fall A von S. 61) und 
uns der Methode der Matrix-Elemente bedienen, wobei uns allerdings der 
interessante Effekt der Voreilung verlorengehen wird. Das Matrixelemenl 
des Überganges 1 2 wird dargestellt durch 

(7) J\i j V',r vJrfT 

vermehrt um den dazu konjugierten Ausdruck. 
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Wir beschäftigen uns zuerst mit einem etwas einfacheren Integral, auf 
(las wir nachher die Berechnung unseres Matrix-Elementes (7) zurückführeri 
worden, nämlich mit 

A- r * ^ 

(8) A. = Jv>, v, — , 

wofür wir wegen (4) und (5) schreiben: 

,8a) Ä' = j C L„_ (e,) (e,) ^ , J = fr, - fr,. 

DiV hier benutzte Abkürzung q haben wir nicht nur der kürzeren Schreib- 
v\oise wegen, sondern vor allem aus einem später [bei 01. (21a)] ersichtlichen 
0 runde eingefuhrt. Für die Funktionen L benutzen wir die Darstellung 
(VI. 4. 15b) und ersetzen die darin vorkommende Integrationsvariable x 
(las eine Mal durch 7i -j- 1 (in L„^), das andere Mal durch ? -V 1 (in 
Dadurch erhalten wir: 


(|h A" = _ . (pW ‘ [u -f ])«2 du - cb f“ "1 — ^ (v -f l)”^?^ 

^ 2 71% J 27TI'J 

^ ► 

|g— A'o' rdrj do) 

0 

mit den Abkürzungen 

► ► ► 

(10) Kq — i {A-j r + A'g w}, K = /r, r — u -f q, 

j)as Integral über den Wink('lraum dco hat genau dieselbe Form wie das 
Iniegral f} in (VI. 4. lOa) und liefert daher den AVert (AM. 4. 16c). Auch 
di(‘ Integration nach r läht sich nun genau so wi(‘ in (AM. 4. ]6(A ausfuhren: 

(11) ( c r d r f c' ^ d(t> — ^ ^ 

oJ J iio + 

Aach (10) ist (die (^luadrate von ?/ und r heben sich erfreulicherweise 

lioraiis) 

= q‘ - '2 ((/ frj) H + 2 ( 5 fr,) r - 2 (1 , fr, + {fr, fr,)) « r . 

Wir ordnen nach v und schreiben dafür 


02) Vir- r,) 

Ulli den Abkurzungen 

( U 2(rjfr-,)-2(fr.fr, + (fr]fr,))«. 

\ Uv, = 2(Jfr,)« - q\ 


(12a) 
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Einsetzen von (11) und (12) in (9) liefert dann 

(18) A' = j ^ - > (« + 1)"= ^ ^ ‘ ■ 

Das Integral nach v läßt sich mit Hilfe des Residuensatzes ausführen, 
wenn man den ursprünglich um die Punkte 0 und -- 1 führenden Umlauf 
auf die Stelle v = Vq zusammenzieht, was möglich ist, weil der Integrand 
im Unendlichen wie 1/r® verschwindet. Man erhält 

(14) Z = 2 i ^ M- - > (m + 1)“» V + 1)'“ ^ • 

Wir können dies ersetzen durch 


(14a) Z = + l)"^(Hüo)-^i“MUuo + U)^^du. 

Der Integrand hat vier Verzweigungspunkte u ~ Uq, Wj, Wg» ^ 3 » iiämlicli. 
vgl. (12a): 

\u^= 0 , «I = - 1, «J = — ® ^ (entspr. U = 0) 

2(J;g 


(15) 


und Wo — — 

s 2 




(entspr. ü ^ 

{(] k^ J\ k^ (k^ hi^ 
u— 00 ist dagegen ein regulärer Punkt, in dom der Integrand wie w“® ver- 
schwindet. Das Doppolverhaltnis der vier Verzweigungspunkte 3 isi 


(16) 


W , — W , W JJ — ?/() 


11., (1 -f u^) 


Die Ausrechnung liefert mit den Werten (15): 

1^1 kj + (k^ /fj,) ) - 2 (7 /fj) (7 kJ 


(16 a) 


y = 2 


{(f ~2{qkJ\ (g2 -f 2{qkJ] 


Dies vereinfacht sich für q 
dann nämlich 


kj — k^. Mit Rücksicht auf (1) wird 


(16b) 


[ — 2 (g kJ = kf - kf, + 2 (g kJ k^ — h^, 

(g kJ — k, (fe, — ka cos a), (g kJ = k^ (k^ cos a -- kJ, 
[ g2 = kl -f k.? — 2/Cj ka a. 

Daraufhin geht (16 a) über in 

(16 c) X 

Wir merken noch an 

^16d) g^ = {k, - kj^ (1 ~ ir). 


^k^k^ - 2 jo 
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Um das Integral (14 a) auf eine bekannte Form zu bringen, machen 
wir eine lineare Transformation w s, so zwar, daß wir den Verzweigungs- 
])unkten Uq = 0, ~ — 1, ^2 Reihe nach die s- Werte s = 0 , 1 , oo 

znordnen. Die verlangte Transformation ist ersichtlich 


Da das Doppel- Verhältnis bei der Transformation ungeändert bleibt, 
hprochnet sich der aus entstehende vierte Vorzweigungspunkt Sg 
nach dem Schema (16): 

^ = i. . 

Dnsere vier Verzweigungspimkte in der 5 -Skala werden also 

^‘'0 = 0, 1, 6*2 = OO, Sg = ]/?y. 

Bei der Umrechnung des Integrals (14a) hat man neben (17) zu be- 


(1 -f '/o) 

(5 — 1 — 


2 d «s, 1 -}■ ■ 


(1 + ^‘j) (1 — i’) 
S — - 1 — 7/ 


6 — 1—742 — 1 — 7/2 

Durch Einsetzen in {14 a) ergibt sich 
(18) X C^).s- > (] - s)"-.' (1 -- ds. 

(18a) C -~'2ie- 1^/^ ~ 2 ( 17 -f 2 ( 7 /cy) [«2 ^ 

q'vii \ \ \) 

In (18) haben wir die wohlbekannte Darstellung der hypergeometrischen 
Funktion aus Zusatz 16, Gl. (4), vor uns. Der Vergleich der Exponenten 
beider Darstellungen liefert für die Gaußschen Parameter oißy die Glei- 
chungen 

a — 1 = — rig - U y — a — 1 rtg, — ^ = n^, 


a = — ng, ß = ~ y 1 . 

Wir können also statt (18) schreiben^): 

(’«) X = BF{-n„ -n^,l,y). 

B Da F nach seiner Keihendarstellung in den beiden Parametern a, ß 
«yrrimetrisoh ist, durften wir die Reihenfolge von — und — ttj umkehren. 
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Indem wir den im Zusatz 16, Gl. (4 a), angegebenen Koeffizienten mit der 
Konstanten in (18 a) vereinigen, erhalten wir 


(19 a) 


R = 4:71 


jg* - 2 jg“ + 2 (gfcj)!'*: 


q2 (n ^ + Tio 1) 

> ► > 

Für q — — ^2 folgt hieraus 

(19b) X = AF(~n^, - n^, 1, x), 


mit dem Werte (16c) von x; der Wert von A ergibt sich aus B auf Grund 
der Beziehungen (16 b, d) zu 


(19c) 


ine //Cj 4- kgY'' 

(k,-k,r k,-kj 


(1 - x) 




»2 1 


Wir sind jetzt vorl)ereitet, unser ursprüngliches Matrix-Element il/, 
GL (7), zu berechnen’). Um es auf die Form (8) zu bringen, gehen wir von 
dem Zusammenhänge zwischen Matrix-Element und Strom in Gl. (I. 8. 10) 
aus. Hiernach ist, wenn wdr v aus GL (2) einsetzen 


( 20 ) 






Hier benutzen wdr für } d(‘n M’ert au.^ (1. 7. 16), welcher lur den sjx - 
ziellen Fall 21—0 nach Ausführung einer part Indien Integration lieLrl 

(20a) ^ jdr = j* g^ad tp^dr. 

Durch Zusammenfassung von (20) und (20 ai folgt nun: 

p _ k? ► 

(20 b) ^ iU — J tp* grad dr. 

Wir formen die rechte Seit(‘ durch einen Kunstgriff um, ähnlich dem- 
jenigen von S. 461, Gin. (18), (14). Nach (4) ist zunächst 

> ► 

{20c) grady, --= ifc, y, + <"‘*i (g,) grad p,, 

> 

grad Q, = i (fc, 1 - fc,) = _ 4 (^ r - r) ■ 


D Wir benutzen hier und in § 6 zum Teil ungedruckte Ergebnisse aus der 
Münchener Dissertation von B. El wert. Ann. d. I’hys.. Band 33 im Erscheinen 
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Wir vergleichen damit (der grad bezieht sich jetzt auf die Komponenten 
> 

\()n kl) 


grad*, e, = r - t^. 

\iso gilt ' 

grad p, = -- J grad*, p, 
und man hat statt (20 c) auch 

► k ^ 

{•20d) grad v, = i k, y,, - -i «, t) grad*, L„, (p,). 

Hicrliei ist zu vurabrudcti, daß »i* bei der Differentiation nach als konstant 

lifbandelt werden möge. 

J^eirn Einsetzen in (2()b) fällt das erste (flied rechts von (20d) fort, 
veil und zueinander orthogonal sind: man erhält, wenn man zu- 
irleich den Wert (5) für y* einsetzt : 

= j''''‘'“*^'''ß'-ad*, A„ (p,) L„ Jp„) , 

ldi(‘r in(.)(.hten vir dn* (>radi(*ntbildung nach k^ vor das Inti^gralzeicln'n 
ziehen. Wir konmm dies tun, wenn wir, vii* in (Ha), sclindhen 

lind weiter verahredtm, dal) außer auch q nicht von der Gradientbildung 

lieirollVn werden soll. Damit ist aber die ]ä‘r(‘chnung des Matrix-Elemen- 

>• 

l(‘s 3/ auf unser Integral .V in (11. (8a) zuruckgofiihrt. Wir haben nämlich 
nach (21) 

''V '''■ M = grad*, .Y. 

- j 

vo für A der Ausdruck (DJ) zu benutzen und erst nach Ausführung des 
(jradieiiten der spezielle Wert (21a) von q einzusetzen ist. 

ln dem Ausdruck (DJ) hängen nur der Faktor B und das Argument y 

► >• > 

^en Äj ab; ihre Werte für q ~ k^ -- k^ sind in (19c) und (16c) angegeben 
und mit A bzw. x bezeichnet. Indem wir die Differentiation nach loga- 
rithinisch ausführen, können wir offenbar schreiben: 

(-3) grad A’ A F (x) grad log D + A F' (x) x grad log y 
Aun (19 a) folgt 

► 

(23 a) grad log B ~ ^ , 
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also mit Rücksicht auf (16 b) und (21a) 

2 ^ ^ 

(28b) grad log B = (''i “ K)- 

Ferner folgt aus (16 a) 

> >• 

(23c) grad log ^ ^ ^ ^ 7>' 

g^(fc,fc, + (fe,fe,)l -2 ((,/£,)(« fe,) g'-2(gfe,) 
Hier ist der Nenner des ersten bzw. zweiten Bruches mit Rücksicht auf (161)) 
gleich 

2 2 (Ici + 1(2)^ a /2 bzw. k?> — /cf. 

Bei der in (28) vorgesehenen Multiplikation mit x, Gl. (16c), entsteht 

> >• 

(23 d) X grad log y = \q‘ k, (|i + 'g) + (?) 

mit der Abkürzung 

Q = — 2 (7 Aij) + (/c“ — k^) X — — 2 /Cg (kj k^) (1 — rc) ; 
wegen der letzten Umrechnung vgl. man die erste Zeile von (16c) und 

Gl. (16 d). 

Nach (16 d) ist ferner q^, also auch das erste Glied in der {} von (28d) 
durch 1 — cc teilbai. Daraufhin geht diese {} mit d('m Worte von q iiu^ 
(21a) über in 

► ► 

1 j = /c, (k, - k,) (1 ^ X) [(fc, - k,) (^ + ^) _ 2 (fe, - fc,)] 

>■ > 

Einsetzen in (28 d) ergibt schließlich 

> ► 

(23 e) X grad log y = ’ 

Durch Kombination von (23), (28 b) und (28 e) erhält man nunmehr 

> > 

(24) grad X = (*) (K - ^ 2 ) + K(^- ®)-^' (®) 

und nach (22), wenn man im Faktor von F die Beziehung k^ —■ /c 2 ^h 
benutzt : 


(25) M = 


> 

— 4J/c. L(/ k. 


(K 


F{x) + {l-x)C^ 
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\u8^, Gl. (19c), ziehen wir noch den Faktor (1 — x)-^^ -nt-i j^eraus and 
^ereinigen den Eest mit den Konstanten von (26) zu einem Faktor C, 
schreiben also 

> 

(26) M = C ( ) (1 __ xy «1 - «2 - 

(oGa) (7 = - 16 7re-*^«i ^ 

Dies ist unser Endergebnis in allgemeiner Vektor- Schreibweise 

k /q, K 


Zum Vergleich mit früherem gehen wir über zur Koordinaten- Schreib- 
w('ise M^, My, Mj, (x ~ Richtung des einfallenden Elektrons; daß wir 
w(Mierhin denselben Buchstaben für das Argument von F benutzen, ist 
wohl unbedenklich). Wir erhalten, indem wir aus (1) einsetzen: 


(M^-C ((n^ ~ n, cos a)F + (1 - cosa) {1 - x)F') (1 - x)-«i 
) M J (cüsß) . . ^ 

( M, r ~ ^ Isin /?! a (n^ F + (1 - x) F') (1 - x)“ - ^2 - 1 , 


Diese Formeln stimmen mut. rnut.^) mit den vom Verfasser 1931 ab- 
^releiteten uberein. Sie stellen den Elementar-Prozeß der Bremsung 
dar, den wir folgendermaßen beschreiben wollen: Ein Elektron fällt als 
Hsymptotisch ebene Wolle auf den Kern und wird unter der Geschwindig- 
koiis-Mmd(;rung -> rg in die vorgegebene Eichtung a, ß abgelenkt (das 
Elektron verläßt das Kernfeld asymptotisch als ebene Welle, deren Normale 
durch a,^ gegeben isi). Gleichzeitig verlaßt eine monochromatische, asym- 
ptotisch ebene Lichtwelle od(‘r, wie wir auch sagen können, ein Lichtquant in 
d('r vorgegebenen Beobachtungsrichtung tp das Atom. Wir zerlegen das 


P^Der Tmterschied besteht in folgendem: ln der S. 499 zitierten Arbeit, 
El. (97). trat als hypergeometrische Funktion 

F (1 -h nj, 1 — Wg, 1, x') mit x’ -- cos- “ 

{kl -f- 2 

auf. Sie gehl, durch die S. 457 begründete Vertauschung 

^' 2 j ^2 > ß — ^ 2 ’ ' — ^ 2 • ^ ß ^ 

iitier in 


F (1 + » 1 , 1 + Wg, 1, X) mit a; = - ^ sin'-i “ • 

(«j — 2 

uidrerseitB besteht die aus der hypergeometrischen Differentialgleichung leicht 
^u i)e weisende Beziehung 

F (1 -j- Wj, 1 4 - ng, 1, a:) = F (~ - n^, 1, x) (1 — « 2 - 1 , 

früher benutzte Funktion läßt sich auf unser jetziges 
* ®) umreohnen. Auf diese Weise gehen die Gin. (97) der 

icrten Arbeit in unsere jetzigen Gin. (26) über (einschließlich der Bedeutung 
on X und der n?ultiplikativen Konstanten C). 
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Lichtfeld in zwei polarisierte Bestandteile, von denen der eine, nach der elek-^ 
trischen Feldstärke beurteilt, in Richtung der wachsenden der andere in 
Richtung der wachsenden q) schwingt. Unser Elementar-Prozeß be 
steht darin, daß gleichzeitig das Elektron in der Richtung a,/> 
und das (in der einen oder anderen Art polarisierte) Lichl - 
quant in der Richtung (p emittiert wird. 

Wir bezeichnen mit e.v , Einheitsvektoren in der Richtung dt r 
wachsenden (p und bilden mit (25) 


(28) M,, = (Me,), A/,^ = (Mc^). 

So wie in Kap. I, § 8, das Matrix-Eliaiient als Wahrscheinlichkeits- 
Amplitude des Überganges n m gedeutet wmrde. haben wür iinseri* 
j etzigen Matrix-Elemente Mc^ , als W a h r s c h e i n 1 i c h k e i t s - A m p 1 i t u d ( * 
des elementaren Bremsprozesses aufzul'assenÜ, bei vorgegebeiicji 
Emissions-Richtungen a, ß und ?7, (p und vorgegebener Polarisatioiis- 
richtung des Lichtquants e,v i>zw. e,, . Daraus folgt die Wahrscheinlich- 
keit selbst durch Bildung der Norm. Sie wird für unseren nach e</ bzw. 
polarisierten Elementarprozeß dargestellt durch 

(29) bzw. 

oder, wenn wir von der Polarisation des Photons absehen, durch 
(29a) |M,|2 + 

Um unsere Wahrscheinlichkeiten explizite durch dit‘ rechtwinkligen 
Komponenten (27) auszudrucken, bemerken wir, daß die Komponenten 
der Einheitsvektoren e.‘, . nach den Achsen j y proportional sind d('n 
Ableitungen 

d X dy dz d x dy dz 

dd’ dd’ dd d d q)' d (p 

Nimmt man wie in (27) die :r-Achs(^ als Polarachse ix ~ r cos d usw.). so 
hat man 



und nach (28): 


sm d, co> d cos q), cos d sin q), 

0 , — sin r/', cos ^ . 


(80 a) 


I sm d -f My cos d cos q) -f cos d sin q^, 

\ = ~M y sin q) 4- cos q). 


Im nächsten Paragraphen werden wir aus der Wahrscheinlichkeit d( s 
Elementar-Prozesses bei festgehaltener Beobachtungs-Richtung d, q) durcli 


U Scherzer gibt dafür in § 4 seiner S. 501 zitierten Dissertation eine 
nähere Begründung durch die Diracsche Strahlungs- Theorie. * 
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integration über alle (x.,ß die integrale Photonen-Emission be- 
lochnen. Indem wir dies für jedes einzelne v (für jede Geschwindigkeits- 
\lindening ausführen, gelangen wir zu dem in der Beobachtungs- 

liichtung ausgestrahlten kontinuierlichen Böntgon-Spektrum. 
\iidererseit8 werden wir im übernächsten Paragraphen bei festgehaltener 
llinissions-Bichtung oi,ß des gebremsten Elektrons durch Integration 
,|i>r Wahrscheinlichkeit (29a) über alle {)■, (p die integrale Elßk- 
I roiien-Emission in der Richtung 0L,ß berechnen. Wir gelangen dadurch 
zur Winkelverteilung der gebremsten Elektronen oder, wie wir 
;i,iich sagen können, zum differentiellen Wirkungs- Querschnitt der Brem- 
sung". Indem wir auch hier die Geschwindigkeits-Minderung 
\a,riieren, erhalten wir für jede Emissiousrichtung oi,ß ein Geschwindig- 
k('it s- Spektrum der Elektronen. 

Zum Schluß gehen wir noch auf den besonders charakteristischen Fall 
, ein, welcher der kurzwidligcn Grenze des kontinuierlichen Böntgen- 
Sp('ktrunis [Z -- r (2)J f^ntspricht. Mit 

geht /v 2 -^^h l^' 2 | x-^0, aber so. daß ??2 a: sich, vgl. (6) und (16c), 

eiiKau endlichen Grenzwert nähert: 

. / 2 ^ a, 

~ n^x = 4 , , siir -- — 4 n. Mir — ; 

* 1 A-, n 2 2 

diesen Gnaizwort wollen wir mi folgenden mit o bezeichnen; außerdem 
\\ ollen wir für 7i^ weiterhin n schreiben: 

(Hl) Q=^4n>in‘^- 

Wir haben es hier offenbar mit dem Vb(*rgange in Ka}). II, S. 85, von 
der allgemeinen zur ,,konfIuen<en" hypergeometrischen Funktion zu tun, 
der dort durch die Gin. (21) beschrielxui war 
(32) j — 0, ß x-^ g: 

dem entspricht in unsenm jetzigiai Bezeichnungen 
(32a) — 00 . ~ »g a' p- 

Ks wird also nach (II. 2. 24) 

F (- —iig. 1, x)-^F(—ii, 1, p) L„(p). 

(p) ist dieselbe Laguerri'sche Funktion, die schon in Gl. (4) vorkam. 

Wir schreiben (26) in diese neuen Bezeichnungen um, indem wir rtg 
aus der | j herausziehen und mit dem in C vorkommenden Faktor kg 
'Ul V k'j vereinigen; ferner beachten wir, daß wegen ng a: — p gilt: 

J_ JE ^ _ dL ^ _jj 
n^dx dg 
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und 




(1 — e~ Q. 

Daraus folgt nach (26) und (81) 

(83) M = - (^{L~ L') + Mi «-.^7. 

Wir sehen: Trotzdem das Elektron auf Ruhe gebremst wird (vg = ^1, 
> 

feg = 0), hängt M doch wesentlich von der Richtung des (mit der Ge- 
schwindigkeit Null) austretenden Elektrons ab. 

Aus (83) folgt durch Komponenten-Zerlegung 


(88 a) 


= 


16 jrn / 


■ 2 sin^ L' 

Jt > 


My 

M, 


löjrn jcosÄi . „ 

fer hmß\ 

Diese letzten Formeln, die natürlich auch direkt aus (27) durch den 
Grenzubergang (81 a) folgen, werden uns im nächsten Paragraphen Aufschluß 
geben über die umstrittene Frage nach Intensität und Polarisation des 
Röntgen- Spektrums an der kurzwelligen Grenze. 


§3 

Intensität und Polarisation im kontinuierlichen Röntgenspektrum 

Wir führen die S. 511 in Aussicht genommene Integration über oL,ß 
bei festgehaltenem (p aus, um die von allen Elernentar-Prozessen a.,ß 
in der Richtung §, (p ausgesandte Strahlung zu berechnen. Da dieElementar- 
Prozesse voneinander unabhängige Akte, ihre Stralilungsfelder also in- 
kohärent sind, haben wir die Wahrscheinlichkeiten nicht etwa 

> 

die Wahrscheinlichkeits-Amplituden M zu superponieren, also 
vgl. (2. 29), zu bilden 

71 2 71 

(1) [dcü |M^‘P und J dco j'da)... = |sinada|d/9.,. 

0 0 ■ 

Dabei ist vorweggenommen, daß der in \M\^ durch die Normierung der 
Eigenfunktionen hinzutretende, bisher unterdrückte Faktor von 0 L,ß un- 
abhängig ist, oder anders ausgedrückt, daß alle Elektronen-Austritte ver- 
schiedener Richtung a, ß bei gleichem Winkelbereich d(o a, priori gleiche 
Wahrscheinlichkeit haben. 



VTI. 3. 4 


Die Matrix- Elemente des Elementar-Prozesses 


513 


Wir beginnen mit der kurzwelligen Grenze ^2 = 0, r — Vg und 
iiutersuchen die beiden Polarisations-Richtungen nach wachsenden 
iiiid (f (vgl. S. 510) getrennt. Zur Orientierung bemerken wir, daß die erste 
|,/\\. zweite Polarisations-Art bedeutet: © schwingt in der Ebene, die 
Jiirch die Einfallsrichtung der Kathodenstrahlen und die Boobachtungs- 
ii’ichtimg gelegt ist bzw. senkrecht zu dieser Ebene. 

Nach (2. 38), (2. 28) und (2. 30) ergibt sich 

I = C'^ |-ßin^(L-7/) -t-(-sirii^cosa-f-cos'?9siiiacos(^-^))L'P 

I sin asin (<^-/?)L'p, 0 - - 2 

I 1' 1 

hei der Integration nach dm (‘iitsteht weg(ai 

(cos(9n = 0 , (9?-/?)^?/? = .T, j(?^ = 2jr 

j I Mn dm — 2 TT C‘^ sin^ ?7 j ^ll) a d a | L -- 2 sin^ ~ L' 

-f 71 cos^ /y j >in^ a d a 1 1/ 

- jr('2jsnr'^ada|//|‘. 

])*'!' Vergleich nnt (2. 83a) zeigt 

(3) j|il/,'*pdco — ^n\^‘{}{\Mj\‘ d(f> ^\M„f do), 

]\M,;\^dm = j|3/„pdm, 

> 

d/„ eine Komponente von M senkrecht zu x, z. B. ij oder bedeutet. 
i\Ian konnte von einem elementaren Standpunkte aus (geradlinige 
breiusung nach di'r x- Achse, vgl. S. 4%) er\\ arten, daß die Bremsstrahlung 
aus ('incm reinen Matrix-Element. Mj. entstünde, daß also 0 wäre. 

T)('ni entspräche nach (3) 

= 0 . 

also eine Polarisation, wie sie vom Hertzschen Dipol her bekannt ist. In- 

dess('n wird diese Erwartung schon durch die an Gl. (2. 33) anschließende 

► 

Bemerkung zurückgewiesen, wonach M auch von der Richtung des (mit 
der Geschwindigkeit Null) austretenden Elektrons bestimmt wird. Infolge- 
desHwi wird die Polarisation keine vollständige sein können. 

Wir wollen 

{\Mjdm 

(1) D = 


Sommbrfeld, Atombau II, 


38 
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als Depolarisations- Verhältnis bezeichnen und haben dann nach (^i 

(4a) ^ D _ 

sm“# + cos'iii;; 

Wir wenden uns zur Berechnung von ]). Nach (4) und (2. 88a) ist 


( 5 ) 

mit den Abkürzungen 



(5u,) J, 


sin a a I 7 j — 2 sin“ — Ij' |“ . 



Die Auswertung diestT Integrale gelingt iiur als Reiheii-Entwickluui; 
nach auf steigenden Potenzen von ??, ist also nur für kleine n praktisch 
durchführbar. Kleines u bedeutet nach (2.6) harte Strahlung, nämlicli 
(wir benutzen die zweite dt^r dort für n gegebenen Darstellungen): 

/?! "■V.Z. 

Da andererseits <: 1 sein muß, damit unsere nicht -relativist ischeRechnuu;.; 
noch zuständig ist, kommen wir auf die nur bei leichten Atomen zu l»'- 
f riedigen de D o p p e 1 - B e d i n g u n g 
(6) a/ <' < 1 . 

(rlucklicherweise ist sie für den uns später interessierenden Fall von AI, 
z. B. mit ß-^ ~ = 80 kV, einigermaßen (‘rfullt; n hat dann den Wert 

] /8.5. 

Die Potenz-Entwicklung von L lautet, als Spezialfall der konfluenteii 
hypergeometrischen Reihe, nach (il. (21) von S. 119: 



also mit o — 4r?sin^a/2, [Gl. (2.81)]; 

L — ^ ~ 4 sin^ -f- 4 n® (u — 1) siii^ ^ " 


V = - n (^1 ~ 2 n (n - - 1 ) siiP ^ 1) (^ “ -) W " 

Daraus bis auf höhere Glieder als 

|L'|“ = |n|“ jl — 4?)“ sin“ y + H j 

I L — 2 hin“ -y L' I“ = 1 — 8 sin“ + 4 n“ (1 — 6 n“) sin* ^ ' 
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,, 11(1 durch Integration: 


iiHxdi (5) 


7) 




1 -f I . 

^ 5 ' ' ^ 


In Fig. 80 isl /> zur Abszisse |??| auj^elrugen. Die ausgezogene Linie 
lienicksiclitigt zugleich die in § R, Gl. (7) zu liegrundende Näherung für 
jiij. Für kleini* j?/j ist 
()i(‘ Polarisation last voll- 
slaiidig, für große |a| nähert 
-ich di(* D (‘Polarisation der 
Ortuize ]. 

Wir wenden uns zur IiDuoi- 
-itat der Strahlung und sGdlen 
-u‘ zunächst, bei beliebigiT B(‘ob- 
actitungsrichtung d (p, nach (2) 
dar durch 
iiii 

4. Jt|Cp(l + 

ixlt-r mit liucksicht auf (7) durch 
(!»a) 4jr|G|'^j(^l -ß — | ?i sin'S‘> 

A\ ir schließen hieraus: B(*i longitudinaler Beobachtung 0) und 
dart('r Strahlung (kleinem |n|) ist die Intensität klein von der Ordnung | ri : 1 
gegenüber der Intensität bei transversaler Beobachtung = 7iß). Dies 
luuigt offenbar zusammen mit der soeben besprochenen nahezu vollständigen 
Lilarisation der harten Strahlung und mit der angenähert gültigen Vor- 
^'ti'lhuig eines geradlinigen Bremsweges (Überwiegen von über 71/„). 
Dagf ‘gen steht es im Widerspruch mit den ersten Feststellungen Röntgens 
'dar die Intensitäts- Verteilung an massiven Antikathoden. Der 

33 * 



Fig. 8ü. 1 >ie 1 )ep()lansat lon an der kurz- 
welligen (Irenze in Al>hangigkeil von der 
Harte der Strahlung (zunehmende Harte 
abnehinend(*ni Gil). Von den punk- 
tierten Kurven J. 2, 3 stellt 1 die 
I^arabel dar, 2 die Näherung der 

Hl (8), 3 die durch Beibehaltung je eines 
(rliedes mit \np entstehende Näherung. 
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Widerspruch klärt sich dadurch auf, daß wir die Bremsung am einzelne!, 
Atom oder, praktisch gesprochen, an einem sehr dünnen Film behandeln, 
die Verhältnisse bei einer massiven Antikathode, in die die Elektronen 
oindringen und in der sie beliebig gestreut werden können, sind dainil 
nicht direkt vergleichbar. 

In (9a) fehlen aber noch eine Reihe von Normierungsfaktoren, die vu 
nun aufzählen müssen: 

a) Im Matrixelement (2.7) sind Normierungsfaktoren und dtT 
Eigenfuriktionen und hinzuzufugen, also treten im vorstehendcMi 
Intensitäts-Ausdruck Faktoren iVf, hinzu. A'^ werden wir unter < i 
auf anschaulichem Wege gewinnen. Für verwenden wir (11. 9. 32) mit 


l^al oo: 
(10 a) 





b) Diese Normierung ist. vgl. Zusatz 8, auf den Welhnizahl-Raiiin 
bezogen. Es entspricht also der Volumeneinheit im Raum der Wb 11('1]- 
zahl /vg das Gewicht 1 und einer Kugelschali^ vom Radius Io und der Dick^^ 
jd/cgl das Gewicht 

(10 bl) 

Bei der Aufsummierung unserer Zustände (1) halieii wir ahn 

dem einzelnen durch gekennzeichneten Zustand das Gewicht de) 

“ sinadad/?, also der ganzen Kugelschale das (T(‘wicht An gegeben 
Gegenüber (lObj) fehlte also der Faktor 
(lObg) l4\dh^\. 

Wir gehen von dem hier eingefuhrten Wellenzahl-Spielraum 
Endzustandes über zu dem zugehörigen Frequenz-Spielraum der Aii- 
strahluiig. Nach (2. 2) ist bei festgehaltenem : 

(10 bg) hdv ^ /Cjld/c^l, also k:i\(n^\ = (^nfk^j d v. 


Multiplizieren wir daraufhin (10 bg) mit (10a), wenden (10 bg) an und 
berücksichtigen, daß jugl ^2 ~ entsteht 

171 

(lObJ Nlkl dk^ = j- — dv. 


Dies ist der wegen der Normierung des Endzustandes an unserem Au>- 
druck (9 a) im ganzen hinzuzufügende Faktor. 

c) Andererseits ist es sachgemäß, den Anfangszustand so zu normieren 
daß er in großem Abstande vom Kern einem Teilchenstrom vom Re 
trage 1 entspricht. Dann befindet sich ein Elektron im Raume vom Quer 
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rlinitt 1 und von der Erstreckung = 
)]()ke dieses Raumes ist 


nach der j:-Achse. Das Rezi- 


l),i, hei der ebenen Welle ein Elektron auf die Volumeneinheit 

j,()]iirat, müssen wir mit (lOCj) multiplizieren, um die Normierung 

.Ulf die Strom ein heit herzustellen. 

Dazu kommt aber noch ein zweiter Faktor. Das Absolut- Quadrat | 
iiiisercr durch (2. 4) definierten Wellenfiinktioii unterscheidet sich 
.isyiiiptotisch vom Absolut- Quadrat 1 der Wellenfunktion exp (f (kr)) der 
(Iiciieu Welle nach tll. 0 , 32) um den Faktor: 


Mit diesem Faktor müssen wir | Vil" diMdierim, um das asymptotische 
\(‘rha]tt‘n unseres Anfangszustandes (han Zustande der (‘benen Welle an- 
/iiyKsicheu. Dementsprechend müssen vir auch (10 Cj) durch (lOc.^) divi- 
duTcn. um unser<‘n Anfangszustand auf diai Teilcli('nstrom 1 zu normieren. 
IliiTnach lialx'ii wir zu nehwK'ii: 

2. TW ^ k, ^ 

77 1 _ I “ 77 7 i - c 

(1) Schließlich ist noch ('in Aiisstrahlungsfaktor liinznzufugen, nämlich, 
v^l Amii. 1 von S. 50. (II. (1), 


Wobei wir wegen dch Faktors 2 bei auf die Gin. (0), (da) von S. 58, 59 
\er\M'isen. Durch Einsi'tzi'ii von w aus (2.2) (mit e> -- 2 t r, ko ~ 0) 
erhiilt man stall (lOdj): 

2c‘^ / h V 

'lOdj „ ( / kr 


Das Produkt der hinzuzufugendiai Faktonm (lOb^), (IOC 3 ) und (lOdg) 
si (wenn wir wieder n statt schrieben): 


2c”r2\m/ \a/ 'l-c 

Purch Multiplikation dieses Ausdrucks mit (9 a) entsteht bei Einsetzen 
^en C aus (la) 

IIS 
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ist die pro dv gemessene Intensität des Eöntgen- Spektrums an seiui t 
kurzwelligen Grenze. Die | } hat denselben Wert wie in (9a) und wird }u^\ 
kleinem |t?| und bei transversaler Beobachtung = nß) gleich 1. 

Aus (12) ist zu ersehen: Die Intensität des Spektrums hat an 
der kurzwelligen Grenze einen von Null verschiedenen Wen, 
Sie fällt unstetig von einem endlichen Wert auf Null ali 
Gerad(» zur Ableitung dieses Resultates ist unsere exakte Aus wert in ij 
der Matrix-EleiiK^nte unentbehrlich: für die weiter unten folgenden 
Resultate wurde auch eine Näherungsrechnung (vgl. § 7) ausreichen. 

Wir wenden uns nunmehr zur aligemeinen Diskussion des kontinuK i- 
liehen Spektrums, machen also nicht gleich Null. Die Darstellung (2. 33. i 
von My., ist dann zu ersetzen durch (2. 27). Dies hat zur Folge, daß di. 
Definition (5a) d(>r Integrale Jj und Jo folgend('rinaß('n ahzuändern l^1 



Nachdem dies geschehen ist, bleiben die allgemeinen Formeln (5) und d' 
für Polarisation und Intensität ungt'andert bestehen. 

Bei der Berechnung von (13) liehnu'n wir 1 an und ersetzen n 

erster grober Näherung 

(18a) F durch 1. F' durch 0. 

Die Berechtigung hierzu folgt für jz/ol " 1 (Nahe der kurzweiligen Gren/t 

ic 1) aus unserer üblichen Darstellung von F. s. z. 1>. Gl. (II. 2. 20i 
Für andere Werte von rig, insbesondere für die Nähe d(T langwelligen Grenz 
kann man eine transformierte J’-Reihe benutzen, die für alle m It 
tracht kommenden Werte von x konvergiert und in 1 ubergeht für i/j "3 
Rechnen wir die Integration nach a in eine solche nach 


(13 1)) j x^^ sm^ 
um, so haben wir 


(18 c) 


J, 




a 

.1 



4 n, 

■2 ’ 


^0 

- {k, - k,f 

(n., - - n, 

8 |?i, 

P j 


dx ( 

2n, 



1 (1 


nj — 77j/ ’ 

8 ln. 

0 

Xo 

d X 

- x). 

1 1 

< 

P 1 

1 (1 
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I )ip Auswertung wird am einfachsten in der Integrationsvariabein y ^ 1 ~ x 
und liefert, wenn man im Endresultat von wieder zu den reellen 

(i roßen k^, fcg übergeht: 


kil4 


k^ 1 k. — [~ k^, ] 


+ '^'2 
- L. 


,1 


Hi('raus folgt als I)e])olarisations-Verhältnis nach (5) 


2 J. 


k't \ k^j 

21, A, 

^ 2 k, A' 


1( >ef 


- 

h K 

- A„ 


1 


lin ( ireiizlalk' —^0. v Vg, ergibt sich, A\enn man d(‘ii Logarithmus 
Zähler und Nenner nach Potenzen von k^ k-^ entwickelt. ]) 0. wie 

nach (<S) bei hinreichend kh'ineni | sein soll, h nimmt, vgl, Pig. 31, 



l'iR. Bl ViM’lauf dei- I )ep<)]arisati()rj mi konli- 
lUiieThclien Sp»^ktruin Links kurzwellige, recbls 
Lugwellige ( Ireiize. Die ausgezogeiie Kuive eiit- 
•'pnchl der harten einfallenden Struhliing |?«-,| i/,. 

Bit' gestrichelte Kurve dem (irenzfall einer sehr 
weichen Strahlung. 



Fig 32. Die Intensital iin 
kontinuierlichen Spek- 
trum. aufgeteilt m ihre 
polarisierten Bestandteile, 
bei großer Harte der ein- 
fallenden Kathodenstrah- 
len. Die punktierten Kur- 
V('n korrigiert für mittlere 
Harte, Spannung 30 kV. 


von der kurzwelligen (Irenze aus langsam zu, die Polarisation also ab und 
schlagt (vgl. Fig. 82) an der langwelligen Grenze = k\ ins Gegenteil 
Die in Figur 81 eingezeichnete punktierte Linie bedeutet nach 
(8.7a) den spektralen Verlauf von /> bei sehr weicher Strahlung. 
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In derselben groben Näherung berechnen wir nun auch die spektrak' 
Int ensitäts- Verteilung. Sie ist bei transversaler Beobachtung {M,, 
— My., — M„) nach (9) gegeben durch 

(16) j (|M,p + |Af„P) = 2 TT |Cp (J. + i J,) 

mit dom Werte von C aus (2. 26 a). Dabei sind noch die unter a) bis d) 
genannten Faktoren hinzuzufugen, und zwar, weil wir nicht mehr /cg = 9 
haben, mit folgenden Abänderungen: 


Statt (10 aj 
statt (lObJ 


(2jzy 1 - ’ 


N!J4dk, 


m Z 
h a 1 


d V 

p-ln |i(2l ’ 


statt (10 dg) 
und statt (11) 




471 



klY 


(16 a) 


/ A Y (^f - A'ä)* dv 

2e^r^^m) \a/ (iTt^k^ (1 — ^' (i 2n 


Durch Multiplikation dieses letzten Ausdrucks mit (16) und Einsetzen diT 
Ausdrucke (14) entsteht 


(17) 


J, d r 


A 

1 - c- 


1 3 /Cj — 14 , /Cj + /<''2 

I Sk,k, ''"k^~~k, 



dv 


mit demselben Werte von A wie in (12). 

Fig. 82 stellt in der Skala der v dar. Der Verlauf ist ein naht'zn 
horizontaler, wenn man von dim kleinsten r (dem extrem weichen Teil des 
Spektrums) absieht, welche praktisch (wegen Absorption in der Ridirenwand) 
kein Interesse haben, ln der Figur ist der Anteil von und 1 Jg an der 
Gesamt-Intensität J^, durch Schraffierung kenntlich gemacht. Dadurch 
wird zugleich nochmals der Ursprung der Polarisation erläutert. Der parallel 
zur Einfallsrichtung polarisierte Anteil rührt ja von J^, die Depolarisation 
von Jg her. Letztere wachst mit zunehmendem Abstand von der kurz- 
welligen Grenze. Die Stelle, wo beide Anteile einander gleich werden, ist 
in der Figur durch einen Pfeil markiert. Hier wird ]) = '[, also nach Gl. (19) 
P — 0. Bei weiterer Annäherung an die langwellige Grenze würde P 
negativ werden, also die Polarisation senkrecht zur Einfallsrichtung stehen. 

Unsere Figur gilt zunächst nur für | | ^1. Für weichere Strahlung 

tritt ein Korrektionsfaktor hinzu, der für |nj| = J die in der Figur punk- 
tierten Linien liefert. El wert findet nämlich (1. c., S. o06), ausgehend von 
der langwelligen Grenze, indem er Jj + Jg nach der Methode von § 
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berechnet, gegenüber unserer groben Näherung (14) einen Korrektions- 
laktor 

/ Sin |w, I 7t\^ 

(IH) 


/ Sm |w, I ttV 
^ I nj I :r / 


(k r näherungsweise auch bei Jg wnzeln anzubringen ist. Die Ent- 
wicklung dieses Faktors liefert 


ilHa) 


1 + Vk,r+.-- 


Andererseits ergeben unsere für die kurzwellige (irenze strengen For- 
meln (7) für J j -f J 2 


a8b) 



i»i- -I- •••), 


wo also die Klammer mit (18a) fast genau ubereinstnnmt. Wir halten uns 
(k'shalb für befugt, diesen Faktor für das ganze Spektrum und für Jg 
t'in/.eln in Anspruch zu nehmim und daraufhin unsere Fig. 82 für nicht 
cvtreni harte Strahlung näherungswidsi' wie angegeben zu ergänzen. 

Der nahezu horizontale Vivrlauf der Int.ensitat und ihr steiler Abfall 
<111 der kurzwelligen Grenzt' "wird durch die Beobachtungen von Kulen- 
kanipi'f. vgl. das Zitat auf 8.495, qualitativ bestätigt. D(t unendliche 
Anstieg an der langwelligen Grenzt* hat, wenn 
aiiich praktisch belanglos, zu interessanten Er- 
ort(Tung('n^) Anla.ß gegebtui. auf die wir hitT 
mir hl II weisen können. 

Dagegtai müssen wir noch auf die ex- 
]iei'immi1ellen Xnchw^eiso der Ikdarisatitm kurz 
eirigehen, wobei wir wegen aller Einzelheiten 
auf dt'ii S. 195 zitierten Handbuchartikel hin- 
Wf'ison. 

Der Zusammenhang zwischen der Polari- 
^atlon P lind der Depolarisation J> ist wie m 
der gt'wöhnlichen Ojitik 


7| 



fl [ X .. 1 ^ 

7 tX’ 1,1 ^/Xg 

Fig. 33. 

1 )ie rolarisntiori P in der 
Skala der -7. Vergleich 
mit iit'obachtungen von 
J\ulpnkarnpff. 


(19) 


P - 


] - D 

1 -I />■ 


Da nach dem eben Gesagten der Korrektitmsfakior für den Gbergang von 
extremer zu mittlerer Härte auf 7) und daher auch auf P keinen 
'rhi'blichen Phnfluß hat, können wdr die graphische Darstellung von P 


D F. Bloch und A, Nordsiek, Phys. Kev. 52, 54 (1937) ; A. N ordsieck, 
ebenda, 59 (1937); W. Pauli und M. F^ierz, Nuovo Cimento Marz 1938, 
8 167 (Atti des Galvani-Congresses). 
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direkt durch Umzeichnung aus Fig. 31 erhalten. Dadurch entsteht für dj,- 
Umgebung der kurzwelligen Grenze die in der Skala der Wellenlängen 
gezeichnete Fig. 88. In dieser sind zum Vergleich Beobachtungen von 
Kulenkampff^) an dünnen Folien von Al, Spannung 30 kV, eingetragen 
Sie liegen merklich unterhalb der theoretischen Kurve. Der Grund für dies* 
Diskrepanz ist noch nicht aufgeklärt. Auch Polarisations-Messungen von 
Piston^) ergeben keinen vollen Anschluß an die Theorie. 


§4 

Die Richtungsverteilung der Elektronen bei der Bremsung 

Während wir im vorigen Paragraphc'ii die gesamte Photonen-Emissiiin 
durch Integration der Eleinentar-Wahrscheinlichkeit über alle Winkel a, jl 
gewannen, werden wir jetzt die gesamte Elektromai-bimission durch Inte- 
gration derselben Elementar- Wahrscheinliclikeit über alk^ Wink(d ?9. (j 
berechnen. Wir bilden also, bei festgehaltenem caß 

( 1 ) S' — j (| i\/</ 1“ + I M.f, 1^) d 0 );, ä (OH ,p sin /> d {) d q). 

Indem wir S als Funktion von a, ß betrachten, erhalten wir die R ichtunu^- 
Verteilung (Ut gebrimisten Elektronen. 

Nach (‘2.80a) ist (vgl. auch (2. ‘27)). 

I Mh -- - 3/^ sin ?!/ + 1 ^ly ('OS cos ( (p - ß). 

Daraus folgt: 

(2a) |3/,|2.x 13'7„,p 

= l.¥J2 sin2 ,9 + 4- .IC] (oos2 {) ccs^ (v - ß) 4 s.iiS (,f - ß)) - 

Das nicht hmgi'schriebene Glied enthalt den Faktor costT/'-/) 
und fällt daher bei der in fl) vorgesehenen Integration fort. Aus (2a) fold 
nun unmittelbar 

( 8 ) (\Mß;‘ + \Ml + MI\). 

S ist also wesentlich bestimmt durch den quadratischen Betrag di's Gi'saiiit- 
Matrix-Elementes: 

(4) = i M, |2 + 1 + M; | =- j 1““ + 1 -V» IM- ! M. I 

H. Kulenkampff , PhyHik. ZeitHchr. 30, 514 (1929). 

2) P. S. Piston. Phys. Hev. 4. 273 (1938). 
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kiir dieses ergibt sich aus (2. 27), wenn wir uns auf harte Strahlung be- 
schränken und (8. 13a) benutzen: 

Jl/s ^ |(^|J«ir+ l™!l‘'- 2 |«,r!,|co 8 a 
''' (l~xf 

l!i('r hebt sich der Zähler gegen einen Faktor \ ~ x des Nenners heraus, 
i:^ is<. nämlich nach der Bedeutung von x in (8. 181>) 

1 3 ; - 2 |w,« 2 l cosa^ 


w, r/.J cosa 


( <'o< a 

r) 

:\\ . als gro 


(leiji wir 
l>a durch 


mul kleine Acli.se ergihl 


Wir können daher statt f.5) auch schreiluai, wenn uir zugleich an geeigneter 
Sfelle von den //j, zu den /.-j , Ao ulxTgelu'ii ; 

W’it slelleti diese (ileichung in einem Polar-1 )jagranini dar. indem wir 
1/- "■ ^' 2 !^ Kadms-Veklor zum Winkel a auftrageu. Badiirch 

cntsleld eine l^dlipse, wie dor Vergleich mit der bekannten Fokal-( Ueichung 
(h'r Ellipse in l’olar-Koordmateii 

I 1 / co< a 

■■ , 

r a{] r) 

iiiiiiiittelbar zeigt. Als Exzentrizität bzw. als grol.M' mul kleine Achse ergiht 
sich aus (6) und (da) 

2 k, k. l'i i-/..r 

Wir ('rhalten also (aneii Kreis tiir Ao kj 0 (kurzv(41ige Enaizi» des Brenis- 
Spektriims), eine zur (leradmi ausgeartete l^llipst' für A’g A'j -^ ] 
dangwi'llige (Irenze dos (haans- 

SjX'ktriims), eine Ellpise der Ex- 

/ciitrizitat v - für A 2 AJ .1. / 

Ihese (Ina Falle ziagt Fig. 84. / / \ ^^7 \ 

Ensere Figur iint(*rrichtet uns I I ^ ■ - j - ■■ , 1 

k<‘i \ orgegebeiiem Verhältnis Ao A j \ \ / y 

i\ orgegelaaier (iescln\mdigk(ats- 
diiiderung) über di(' Winkid- 

Verteilung der emittierten Elek- J W inE 1\ ( rit ilimg dei aus- 

tnäenden J'aektronen bei gegelienfu 

leiieii. Ijassen VMr liei fest- (b^Hcliwiiidigkeits-Mindprung A'.pA,. 

nehalteneni W’inkel a <las V(t- 

liallnis kg/kj variieren, so erhaltcai wir für jedes a ein Geschwindig- 
keits-Spektrum der Elektronen. Es scheint nicht ausgeschlossen 
did.i ein solches durch magnetische Ablenkung und geeignete Zähler- Vor- 
ne] itung lieobachtet werden könnte. 



11 

c 

r— - T 


' J 


Ing 84. Winkch (Wteilimg der aus- 
tnäeiiden IGektronen bei gegeliener 
(i(‘Hcliwiiidigkeits-Mmdprung A'.^/A 
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Wenn man über das Spektrum integriert, d. h. nach der Gesamtzahl 
der in gegebener Richtung emittierten Elektronen fragt, so stößt man aiii 
eine Konvergenz- Schwierigkeit, die von der langwelligen Grenze /Cg , 
herruhrt, also die verschwindend wenig gebremsten Elektronen betrifft. 
Mit dieser beschäftigen sich die in Anm. 1, S. 521 zitierten Arbeiten. 

Um die Kurven unserer Fig. 34 auf absolutes Maß zu bringen, haben 
wir noch die Faktoren lUj^Ing — in Gl. (6) sowie die Normierungs- 
Faktoren aus (3. 11) bzw. (3. 16a.) zu berücksichtigen. 

Die in diesem Paragraphen behandelten Fragen sind vollständiger 
von 0. Scherz er in siäner S. 501 zitierten Dissertation behandelt. Unsen 
Näherungsformel (C) i-t ziuTst von Mott^) abgeleitet worden. 




Der gesamte Strahlungsverlust 

Während in § 8 die Berechn ung der Ausstrahlung für eine gegebem' 
Richtung (p nur mit mehr oder minder groben Vcrnachlässigungt'n 
gelang, wollen wir jetzt zeigen, daß es eine Größe gibt, die sich ohne Ver- 
nachlässigung berechnen läßt und die bemerkenswTrterweise eine besondi'is 
einfache dynamische Bedeutung hat. Wir nennen sie den ,,gesamb'ii 
Strahlungsverlust“ und definieren sh* folgendennalien : 

Tn § 8, Gl. (3) betrachteten wir 

J = 1 r 

in § 4, Gl. n ) 

,S'= + 

Jetzt soll es sich handeln um 


(1) TU = j j (Ml -f M^) == j N doj^ß- 

Diese Größe stellt bis auf einen Faktor den Energie-Verlust durch Aus- 
strahlung dar, den das einfallende Elektron bei allen möglichen Breins- 
prozessen erfährt, die unter gegebener Geschwdndigkeits- Abnahme 
aber beliebigen Austrittswinkeln a, ß stattfinden. 

Knüpfen wir an das letzte Glied von (1) und an (4. 3) an, so haben wir 

r , I M» = + |M„p + |.¥,p, 

\d(Ouß — ^in oLdcudß. 

Wir gehen auf Gl. (3. 16) zuruck, in welcher, wie wir wissen, von 
4 Jo von I also von \M oder herruhrte. Statt dessen handiU 


( 2 ) 


b 71 

= Y ) 


») N. F. Mott, Prop. Cambr. Phil. Soc. 27 , 266 (1931); vgl. auch das S. 392 
zitierte Buch von Mott und Massey, S. 272. 
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OS Kich jetzt um j MJ“ und/ il/, /2, Zur Berechnung des Integrals (2) brauchen 
tt ir also nur in (8. U) zu ersetzen I durch J^. Dadurch entsteht 
1 8 ) J ilD = 2 [D (Jj + J^). 

IJk'I' ist nach (8. 13) 

TT 

r ^ J r «iiia doL , 

' ') J ^ i |(>^3 - cos a)F + (1 - cos a) (1 - x)F\^ 

(I 

+ sin!ia|n,F + (1 - r)D'Pj. 

Sclircilien wir noch 

(•>) D* - C, ~ F* = F'* = G' 

(l J 

SO l)(.“n‘(‘hn('ii w ir loK'ht 

((ia) [(»u - Uj cos a) F + (I — cos a) (I • - x) F'\- 

- (I FC h (FC - t,F'] vF'C, 

(C.li) siijS a j /(j F o- (1 - x) F ' |2 Oj FC \ (FC - GF') - Cj F'C. 
Hut liiiliiTi wir die. AliKiirziiiigeii eiiigcfulirl 

II — — (?^ — cosa)-. u, -- -- siii-a i/f, 
h = 2sin2a/2 (?u - u, cos«) tl - ,i), /,j ^ siiiS« », (] - 

( == 4sin^a;2 (1 - .r')2. Oj siii^« i| - jf. 

Wir lierechiieii dar.nis, iiidoiii wir durchweg auf ileii Winkel «'2 

ivchiK'ii ; 


(I (//2 “ //i)“ — 4 ?/j ?/2 sin-a 

(> -f ' thy) SIII^OC'^ (1 — .1), 

c -r ( I - -1 snra ’i (1 — 

oder, iiideni wir milteis (8. ]8li) zu x iihergchcii : 
n rij -- {n^ — ?/j)2 (1 _ 

_ (’'i. - »xf ", + «ä 


h 4- h. 


n, n„ 


* a- (1 - X). 


<• + <■, = - r (1 - i)'h 

", »a 

Die Summe von (Ga, h) schreild sich jetzt: 

("i-ny 


(i) {l-x)\n,n.FC 


‘2 'r'(i'G'-GF') + r(l-i)F'ü'j. 
Heim Einsotzen m (4) entsteht, wenn wir sinad« durch dx ausdrücken: 

d X 


(8) J 4. J _ (^1 "■ '^2)* I ri { Fr ' 

+ J {FC - GF') + J je ^<,^1 


2 
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Die Integrationen erstrecken sich von x = 0 })is 

/Q N ^^1 ^3 

( 6 .) 

Sie lassen sich in Summa auf Grund der Differentialglei- 
chungen. denen F und G genügen, ausführen. 

Nach Kap. II, Gl. (2. 18) heißt die Differentialgleichung der hypei- 
geometrischen Funktion, allgemein geschrieben: 

(P) .t(] - J) F" + (y - (a -f /? f ])x)F' -aßF = 0 . 

Das ergilü in unserem Falle {ol ~ ß ~ y = 1): 

(9a) X (1 — x) F'' -j- (l — (1 — — // 2 ) •^) F' — //o F - 0 

und für G (a --- + y = l): 

(Ob) j (1 — x) ('/' + (l -■ (1 -f //j -\- v^) x)(/ — //j -- 0. 

Durch ^Multiplikation von (9a) mit G, von (9b) mit F und Addition folgt; 
(10) a: (1 - :r) {FG" -f GF') -f (1 - x) (FG' + GF) 

— (rij 4* ^^2^ ^ ^FG' — GF') — 2 r/j '/?2 FG — 0. 

Wir schrei l)eu hierfür: 

(10a) X (FG" 4 GF") 4 FG' 4 GF' 

X FGj 

^ (’h + ''2) I _ ^ (FG - GF ) T- ^ ^ 

Andererseits gilt die unmittelbar verständliche Identität: 

(10 b) x (FG" 4 (; F") 4 GF 4 CF' 


f-riFt 

(l X 


Durch Vergleich der rechten Seiten von (10a, b) folgt nun; 

FG 4 ^^2 
F ^^2 . -- + 


^1 


1 


(;F) - 2xFG'. 
bl, b) 

(FG' - GF') 4 xF'G' 


2 

Integrieren wir dies von 0 bis Xq, so entsteht links genau die { } aus Gl. (N) 
Bechts ergibt sich 


^xG'+oFx 

Einsetzen in (8) liefert daher 

(11) J 4 J = X — \F (x )i^ — ^ ^ IFfj )i 
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pipser Ausdruck stimmt, wenn man das in F vorkommende Produkt 
kleine Größe behandelt und von den n^, zu den k^, k^ übergeht, 
\()]lständig überein mit der Summe der beiden Ausdrücke (3. 14), wodurch 
,iiist‘r(‘ damalige Näherungs-Kechnung kontrolliert wird. 


Zugleich mit Jj -|- Jg ist nun auch nach (2) und (3) der Strahlungs- 
\, rliist If durch eine geschlossene Formel dargestellt. Sie lautet, wenn 
II , ,111 noch die Normierungsfaktoren i) aus Gl. (3. lOa) hinzufugt: 

X,, d 


1,, ir='-;(A)V^y' , 

(r \m/ ^ a / — i\ n 


i) (1 - 


"■^1} kf 




l)i(‘S(' (iloichung ist vom Standpunkt d('r ^letrix-Fleniente aus streng 
Liiiltig für (las ganze Spektrum und für alle Härten der emfallenden 
und nustretenden Hlektronen. Ihre Einfachheit und Allgiunemheit hangt 
oliniibar zusammen mit der einfachen dynamischen Bedeutung von 11' als 
LU'Namtem StrahlungsviTÜisl und stidit im G(*gensatz zu der Komplikation 
d.r Formeln, durch die \Mr m § 3 die erst durch Wahl des willkürlichen 
IJeoliachtungswmkels /Fr/ d«diniert(‘ Intensität d amiHhi^rn miißti'u. 


§ b 


Retardierung und Voreilung 

Die zweite Stufe der Näherung gf'genuber der Hethode der Matrix- 
J^ll(aiieiit(‘ ist bei harter Strahlung die Methodi' des Vektor-Potentials, 
Kap. 1. § 3. Das ausgestrahlte Feld berechnet sich nach dieser Methode, von 
Faktori'U abgesehen, durch das Integral aus Gl. (21), S.64: 

(1) = jy. c- 

Hiei ist X wie in (2. 2) die eilenzahl der Ausstrahlung 


(I a) 


X 


2 TT __ 2 :7r c 
/ ~ c 



EJ). 


/ 1 ‘^t die Stromverteilung laüm Übergang vom Zuslandi' 1 (einfallendes 
l'lDktron der Wellenzahl k^) zum Zustande 2 (in der Bichtunga /? anstretendes 

KDktron von der Wellenzahl k^). Nach Gl. (15) von S.51 ist / gegeben durch ^) 

► /f 

H = 2^^ (V’Jgrttd V, - Vi RT*«! V'?)- 


D Der Faktor r* im Nenner von (3. 16a) ist fortzulassen, weil wir in (l) 
als Ausetrahlung durch die Kugel vom Radius r -- 1 definiert haben. 

^ In (1er zitierten Gleichung haben wir. um in Übereinstimmung mit 
' • 'I'^'xtes zu sein, den Zeitfaktor weggelassen, ebenso das dortige Glied 

"‘ü II. weil unser Kernfeld nur aus dem Coulomb-Potential F -- /e^/r besteht. 
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In (1) handelt es sich hiernach um die Auswertung der beiden Integrale 
[ 1 = { y)* grad y 1 c " * t, 

(3) r 

[11 = j 

oder vielmehr um diejenigen Teile 7^, 11 dieser Vektorgrößen, die senkreelit 
zur Reobachtungsrichtung stehen. Für diese gilt: 

(3a) 11^ = -!^, (1-11)^= 21^. 

Durch partielle Integration folgt nämlich (bei Fortlassung eines über d.is 
Unendliche zu erstreckenden Oberflächen-Integrals) : 

11 = ~ \ f* Uh ^ ^ j d T 

= — j Vi gi"ad y)^ c " ' ^ d r d- i km ^y)* yj^e ‘ J t. 

Der zweite Summand rechts hat di(‘ Richtung vonn. fallt also bei der Rildiiijo 
der in (3 a) gemeinten Komponenten fort. Die vorstehende Gleichung ist 
daher mit der ersten GL (Ba) identisch. Diezweite Gl. (3a) ist eine arithino- 
tische Folge der ersten. 

Wegen der zweiten Gl. (3a) können wir nun statt (1) schreiben 

(4) ^ ^ 

wobei wir wie oben von Faktori'U abgesehen haben, die hier zunächst riiclit 
interessieren. Natürlich ist untiT grad wieder zu viTstidKai gradj^. Man 
vergleiche mit dieser Gl. (4) die GL (‘2. ‘20 b) für das Matrixelement 2i 
und bemerke, daß das Integral in (4) von demj(‘nig(m in (2. 20 b) sich 
nur durch die Retardierung unterscheidet. 

Wir wünschen wie in § 2, S. 507 den Gradienten vor das Integral zu 
ziehen. Zu dem Ende gehen wdr von dem Gradienten nach dem Radius- 

Vektor r über zu dem Gradienten nach der Wellenzahl und benutziui 
die Umformung^) (2. 20d) 

> k ^ 

(5) grad = rfe, y, - r'«!') grad^, L„, (g,). 

Beim Einsetzen in (4) entsteht aus dem zweiten Tenn rechts von (5), wtMiii 
wir zugleich für y)* die Darstellung (2. 5) einsetzen : 

(6) e. •-= - fc, -xn.t)grad*. lL,„(e,)L„, y- 

U Wir erinnern an die dort getroffene Verabredung, daß die Differentiation 
nach kl sich nicht auf erstrecken soll, sondern nur auf das explizite Voi- 
kommen von kj. 
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Hier haben wir den von unabhängigen Faktor (^ 2 ) bereits unter das 
/('ichen des Gradienten gesetzt. Uni dieses vollends vor das Integral ziehen 
/II können, fuhren wir ini Fjxponenten von c, unter Abänderung der Definition 
,2 ‘ila) das Symbol ein 

► ► ► 

,( ,ij q =: k^ — ~ xn, 

► 

welches bei der Differentiation nach k-^ als konstant behandelt werden soll. 
Wir können dann statt (6) schreiben 

(til'i (£2 “ A'i grad/ j Ah 

|)i(‘ hi(T eingefuhrt(‘ Abkürzung A ist. abgesehen \on dcu’ 1 MMleiitiing von r/, 
die gleiche wie in (2. Ha), nämlich 

X L„ Jo,)]. „Jo,) y. 

W’ir haben aber noch den (Tsten T(‘rm der rechten Seite von (5) zu 
l)(‘nicksiohtigeii, welcher, in (4) (‘ingesetzt, liefc^rt' 

► . 

(T) - Wc, j ^1, c- ' d T. 

Dieses Intt^gral verHchwmd(4 für x =^- i) W(‘g(m der Orthogonalität von ip^ 

1111(1 daß ‘es in § 2 nicht in Betracht kam. Xatnrlich ist von dem 

► 

\ (‘ktor in (7), ebenso wie von (h'in Vektor grad in (6h), nur d(‘r zu n senk- 
' echte Teil zu nehmen. 

Um (Sj zu lawlinen, fuhren wir in (6c) eiiu'ii zu Null gehendiui Para- 
lleler F (‘in und definieren 

'L\ 

Wu halx'fi dann ersichtlich 



VS Darstellung von Z ktmnen wir Gl. (2.9) lur V lienutzen, wenn wir 
liirin di(‘ Definition (2. 10) von abandern in 

H- ^"2 — ‘ 

^diiviid die Didinition von ungeändert bhubt. Dadurch (uitsteht statt 
- Pia), wenn man das Glied fortlaßt, das ini Limes e = 0 auch nach 
Pi' Differentiation nach f keinen Beitrag liefert, 

IJ = 2 {q k^) -f- 2 6 h\ -- 2 {Atj k,^ -f- (/r, k^)\ u, 

ü = -f 2 [{q k^) ~ ek^] u - 
Sommerfeld, Atombau. II. ‘ 
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Die beiden letzten Ausdrücke unterscheiden sich von (2. 12a) nur dadurch, 
daß ersetzt ist 

( > ► 

(gfc,) durch (qk,) + sk^, 

( (qh^) durch (qk^) — ek^. 

In derselben Weise sind dann auch die Werte (2. 15) und (2. 16a) für Wg, 
und y abzuändern. Schließlich erhält man für Z dieselbe Darstellung v le 
für X in (2. 19), nämlich 

(9) Z = BFi-n^, -n^, 1, y) 

mit den gegen (2. 19a) und (2. 16a) abgeänderten Werten 


(9 a) 
(9b) 


jg2_2(^fcj_2,fc,)ni {g2 + 2(g/g 


q2 (n^ + jfo "Hl) 


{KK + (KK)\ - 2 ((gfc,) + efcil (gfej 


2 

- £ /Cgl 


{q^-%(qk,)-2sk,] {q^ + 2{qk,)^2ek,} 


Wir können dieselben Worte B und y aber auch für die Auswertung von A 
in (6b) benutzen, da sie ja für £ = 0 in die dort gemeinten Werte (2. 19a), 
(2. 16 a) ubergehen. Führen wir daraufhin noch das Differentiations- 
Symbol ein 


(10) Grad = grad^, 

SO können wir und (^2 zusammenfassen zu 

(10a) = (^2 + ^1 = - h Girad {B F (y)}, 

mit der Verabredung, daß nach Ausführung von Grad zu setzen ist 

> > > 

(10 b) £ = 0, q = kj^ — k^ — xn. 

Die in (10a) vorgeschriebene Differentiation liefert nach dem Verbilde 
von (2. 23) 

(11) Grad [BF{y)] = AF (x) Grad log ß -f ^ F' (x) x Grad log y. 

Hier sind unter A und x diejenigen Werte verstanden, die sich aus (9 a, h) 

ergeben, wenn man £ und q aus (10 b) einsetzt. 

Wir bilden zunächst den in (11) vorkommenden Faktor Grad log 7h 
Wegen (9a) und (10) ergibt sich für £ -> 0: 


(11a) 


Grad log B 


2 (— g -f k ^) 

q“-2(gfc,) 


2 k^ k^ 
h g2 + 2(gfe,) 
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Retardierung und Voreilung 


Wir benutzen im zweiten Term die Beziehung = «j fej und setzen im 
Zähler des ersten Terms 

> > > > 

— q + + X n = fcg» 

1,'izteres mit Rücksicht darauf, daß wir ja in (10a) und daher auch in (11) 
schließlich nur die zu rt senkrechte Komponente beizubehalten haben. 
Dadurch vereinfacht sich (11a) zu 


(11b) Grad log B — l ~ ^ ^ . J j . 

W~i{qk^) ,f + 2{gk,)j 

Setzt man hier noch die leicht zu verifizierenden Ausdrucke ein 
,, 1 1 3'“ - 2 (7 /c,) = - kt + kl + y^ + n), 


( 3* + 2 ((/ kj) = kt - kt + - 2K{kjn). 

so sieht man, daß (l lb), wie es sein muß, für ;< = 0 in ( 2 . 28b) übergeht. 

Die Ausdrucke ( 11 c) lassen sich noch vereinfachen, wenn man 
vernachlässigt, was bei unserer nicht-relativistischen Rechnung konsequent 
ist. Indem man x aus (la) einsetzt, erhält man 

( 1 1 d) j 9 * - 2 (3 k.) - - (k? - k|) (1 - cos ß). 

i 3 ' + 2 (3 k,) = (kt - kt) (1 - ß, cos 

Hier ist gesetzt /?, = v,/c, ß^ = „ = 4(r,.ü), 0= 4(^.,n). 

Offenbar gilt: 

1 1 1 e) cos 0 = cos /> cos a + sin /> sin a cos ( 3 : — /?) ; 

wir merken noch als Folge von ( 10 b) an (x^ vernachlässigt): 

(11 f) (f = kt -f kt - 2 k, kj, cos a - (k't - kt) (ßi cos r? - ß^ cos 0 ). 
Durch Finsetzen von (lld) in (llb) folgt 

► V 

|12) Grad log B= 

kl — A:? \1 — cos ^ 1 — cos 9/ 

Der Vollständigkeit wegen wäre noch die m ( 11 ) vorkommende Größe 
linidlog^ zu berechnen. Wir geben sogleich das Resultat an: 

> >• 

(13) Grad log w = ( ^.2 

kl — k 2 ^k^ (1 — ß^ cos ^) kg (1 — ß^ COS 0 )/ x 

hidem man nun ( 12 ) und (18) in ( 11 ) einsetzt, erhält man mittels ( 10 a) 
allgemeine Darstellung des ausgestrahlten Feldes. 


34 * 
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Wir wollen uns aber hier auf hinreichend harte einfallende Strahluiu 
beschranken und dementsprechend wie in ( 8 . 13 a) setzen F ~ F' o 
Dann ergibt sieb aus (10a) und (12) einfach 


( 14 ) 




2 fc, , ( /c, 

fcf -^1 


L-l Vl _ cos 


K 




COS0/ 


Wir zerlegen (£ in (£,c, und nach den Richtungen des wachsenden i) 
und (f, bilden also nach den Gin. [2. 28) und (*2. 29) 

► ► 

(^'i e») = - bin )'y h\, (frj c,,,) = Ü, 

V 

(^' 2 ^.*^) = (— Sin coh a + cos?V sma cos ((^j -- /?)) /r^. 

► 

(/Ca e,^.) = — sin a sin (^) — ß) 


Daraus folgt 


2 /v, Wj sin a sin (99 - ß) 

‘l-:^Ycos6^ ' 

mi{) sin?9cos a- coh?9 sin acos . 

W- 'X 1 - ‘ 1 - ß~m^ ) 

Hier ist nach (9a), da ja und rein imaginäre Großen sind 

|.<!- ~ = C-;j‘ 


(14a) 


(15) 


und daher mit Rücksicht auf (llf) bei ^>rnachlasslgllng holierci l’ottmzi*! 
von ß-^ und ßo 

16 7t^ 


(15a) 1.4 p 


(kfi-kl-~2k, /c^cosa)' 


1+2: 


11 - k'i 


(/?, cos?V — ^2 co^ ßy . . 


kl + kl - 2 /Cj k^ cos oc """ " ' 

Am einfachsten gestaltet sich die weiti^re Rechnung für dit' kurz- 
wellige Grenze /Tg — 0, ßo 0. Die erste Gl. (14a) liefert dann 

( 16 ) 0 . 

Dies besagt, daß di(^ Ausstrahlung nach der Richtung der wachsenden il 
vollständig polarisiert ist, was mit der aus ( 8 . 15) für unseren Grenzfall 
gezogenen Folgerung ubereinstimmt. Die zweite Gl. (14a) liefert (‘in- 
fach: 


|(E,p=C C 

(1 — ß^ COS 


64 p 


(17) 
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!)iu Ausstrahlung wird also für unseren G-renzfall, innerhalb des Genauig- 
l.citsgrades unserer Näherung, von der x\ustrittsrichtung a, ß des Elektrons 
iiimfdiängig, so daß wir haben: 

Ihr Ausdruck (17) ist mithin auch proportional mit der pro Frequenz- 
1 ;i('ment d v berechneten sp(*zifischen Intensität J. Wir finden so bemerkens- 
A\ (»rterweise für die Voreilung der h o 1 1 > n e n bei harter primärer Kathoden- 
slrahlung formal dasselbe Gesetz, wie für die Voreilung der Photo- 
IGektronen bei harter ])rimäror Röntgenstrahlung, s. GL (VL 1. 4) 
mit 7 ' — 0, so daß wir für du^ graphische Darstellung unserer jetzigen 
(,/. /1)-Abhängigkeit direkt aut di(' frühere Fig. 26 venveisen können. 

Tnsbesonderi^ untersuchen wir die Lage des "Maximums der Aus- 
>lriiblnng. Aus der Bedingung 

d sin‘‘* §■ 

(H) (1 - /?7cos ^)‘ "" ** 

tTgibt sich umnittelhar 


1 — Cos V 

lii inillter Näherung (ohm' Retardierung, §3) lag das Maximum bei 
II — 7r/2, wie hei der reinen Dipol-Strahlung. Setzen wir diese nullte 
XalKTimg rechts in (18) ein, so lolgt als ('rst e 
\aherung 

(ISa) cos 7/ — 2/?j. 

Wir bullen eine Voreilung des Maximums, 0,5- 
die mit der Geschwindigkeit der einfallenden 
Kathodenstrahlen wächst. Benutzen wir andrer- / 

M'its diese erste Naht'rung rechts in (18). so In*- ” 

rechnen wir, indem wir eigentlich den Genauig- Ldg. 35. Voreilung des 
kt'ilsgrad unserer Rechnung überschreiten, als Muxiniurna für die kurz- 

zwrito N aherun«. bei RiitvMcklnnp; nach verglichen 


fl Hb) cos ‘d — 2 (1 — 2/7j*). mi1 Beobachtungen O von 

7 u- or • i 7 V u Kulenkarnpff. 

ln Iig. 35 ist unsere zweite .Näherung ^ 

ciiigezeichnet. Die kleinen Kreise bedeuten 

Beobachtungen von Kulenkarnpff (vgl. das Zitat auf S. 495), die bei 
verschiedenen Spannungen jew^eils nahe an der kurzwelligen Grenze des 
Sjiektrums gemacht waren. Sie werden bestätigt durch Beobachtungen 
von BöhmL an noch dünneren Folien. 


M K. Böhm, Physikal. Zeitsclir. 38, 334 (1937); Dissertation Jena, Ann. d, 
Lhys. 33, 315 (1938) Er bestätigt, auch die schon von Kulenkarnpff be- 
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Andrerseits wird die in Gl. (18) enthaltene Tatsache, daß die Voreilun;^^ 
von dem Material der Antikathode unabhängig ist, von D et ermann b 
(halbkugelförmige, im Mittelpunkt beschossene Antikathode aus Be, C, Al) 
erhärtet. Der Grund hiervon ist offenbar der, daß die Voreilung eine dur(‘ii 
die Retardierung bedingte kinematische Erscheinung ist. Dies spiegelt 
sich wieder in der sehr einfachen Form der hierfür maßgebenden Gl. (18 1 . 
sowie darin, daß die Voreilung schon lange vor der Wellenmechanik auj 
klassischem Wege (vgl. S. 495) im wesentlichen richtig erklärt werden 
konnte. 


§7 

Extrem harte Strahlen, Diracsche Theorie erster Näherung 

Wir denken uns die Dira eschen Eigentünktionen sowohl des Anfang^- 
wie des Endzustandes im Sinne von Kap. V, § 8 nach Potenzen von a/ 
entwickelt und behalten nur das erste Korrektionsglied mit aZ bei. Wenn 
gleichzeitig die Geschwindigkeiten sowohl des einfallenden wie des aiis- 
trotenden Elektrons extrem groß sind, so wird nach Gl. (V. 8. 22) n von dei 
Ordnung aZ, so daß wir höhere Potenzen von (Anfangszustand) und i/, 
(Endzustand) konsequenterv'eise vernachlässigen worden. Wir stellen uns 
damit auf den Standimnkt der Bornschen Näherung, wollen uns aber nichl 
wie die S. 501 genannten Autoren, auf die allgiuneine Theorie dieser Nä- 
herung, \^gl. Kap. V, § 5, stutzen, sondern uns lieber die exjiliziten Formeln 
aus Kap. V, § 8 zunutze machen. Dadurch werden wir die y-Reduktioneii 
etwas abkurzen, müssen dafür aber andrerseits einige einfache IntegratioiKMi 
in Kauf nehmen, die bei der eigentlichen Bornschen Methode in Fouriiu- 
scher W'eise erledigt werden können. 

Demnach beschreiben wir den Anfangszustand, das einfallende Elektron, 
durch die Gl. (V. 8. 24a) 



merkte Tatsache, daß die Voreilung in einigem Abstand von der kurzwelligen 
Grenze noch größer ist als an der Grenze selbst, was sich ebenfalls wellcii- 
mechanisoh nachrechnen laßt und in der S. 499 zitierten Arbeit des Verf.. Fig. H, 
bereits angezeigt war. 

^) H. Determann, Ann. d, Phys. 30. 481 (1937); Dissertation Danzig- 
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1511(1 den adjungierten Endzustand, das gebremste Elektron, durch die 
CI (V. 8. 26a) unter Berücksichtigung der Vertauschung (VI. 4. 2a) 

= r je- "^)) 

(2) ^ ^2 
Qi = i{K'' + (C^))- 

► > 

l\ und 7^2 die y-abhängigen Bestandteile zweier zu und /cg gehörenden 
]josungen der kräftefreien Dirac-Gleichung entsprechend S. 419. 

Zur Abkürzung setzen wir 


(3) 


(4) 



1)10 h sind, wie wir wissen, Korrektioiisglieder von d('r Ordnung olZ, so daß 
ihr Produkt vernachlässigt werden kann. 


A. Ausdrücke für Strom und Ausstrahlung 

Wir bilden nun den retardierten l)iracschen Strom 
► > > 

( 5 ) = ice^y \p^<‘ 

und den dazu adjungierten Ausdruck 

> _ ► > 

(5a) r„'i* = »■(■(•y.yv'j 

unter beispielsw'eise unseren gewöhnlichen selhstadjungierten *und 
auf 1 normierten Nullteiler von S. 249 verstanden. Der Faktor i c 
auf der rechten Seite von (5) und (5a) entspricht der Gl. (IV. 8. 14), der 

Faktor e zeigt, daß es sich im folgenden um den Ladungsstrom [nicht wie 

► 

ai (IV. 8. 14) um den Teilchenstrom] handelt, x bedeutet die Wellenzahl 
der Ausstrahlung 

X = X Xi {n = Ausstrahlungs-Bichtung), 

X = _?* (vgl. auch (6.1a)). 

c hc ^ ' 
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Beim Einsetzen von (8) in (6) und Integration über den Kaum treten di,, 
Integrale auf 


( 7 ) 


) J = \a, a,e>*A-Odr, K = k,~k,-H, 

I Jj dr, = J ^2 

Die beiden letzteren lassen sich nach (4) folgendermaßen schreiben: 


(Ö) 


(9) 




Ci . V 7 — ^ 




d k, d k, 

, (1 T 
r ’ 




mit der Verabredung, daß K bei den m (8) vorgesehenen Differentiationen ab 
Konstante zu behandeln ist. 

Das Integral X trat bereits in (2. 8a) auf und wurde in (2. 19), (2. 19a) 
berechnet. Für unseren jetzigen Zweck ist ^ K zu nehmen und j:ii 
vernachlässigen, also F = 1 zu setzen. Daher wird 


(üa) 


X = 4:71 


\K^~~^l(Kk,)r lii^ + 2(Kyj"^ 


J£ä («1 t no r 1) 

Bei der Differentiation nach kj, kg treten die Faktoren n^, auf. Die ent- 
stehenden Ausdrucke werden also klein von erster Ordnung in n^, so 
daß in den bei stehenden Faktoren ^ setzen ist. Man 

erhält so aus (8) und (9a) 


00) f, = ■'t:"' 






4 7t 


K 




K^-2{Kk,) 

Ähnlich läßt sich das Integral J in (7) zurückfuhren auf das in (6. 7a) 
finierte Integral Z. Es ist nämlich 

dZ\ 




Man entnimmt daher aus (6. 9) und (6. 9a) {F ist wieder gleich 1, q gleicb K 
zu setzen): 

(11) j = 

K^-i{Kk,) K‘ + i{K,kZ 

Wir vereinfachen die Nenner dieser Ausdrücke (10) und (11), wenn wir lioii 
Energiesatz für das Elektron 1 und 2, nämlich 
(11a) Ä*c*fc,% =: 
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.iiul Gl. (6) für das Photon benutzen. Dadurch erhalten wir leicht nach der 
liefinition (7) von K: 

j c® (K^ — 2 (Z fcj)) = — "2 hv 7r = Z» — h r (k. n), 

( (IP + 2 {K k^)) = 2 h V w^, Wj -- — ft r (/c, n). 

Ferner haben wir nach der Bedeutunn: von n^\ 

E E 

(1-'^) ßi ''b ^ ~ ' K n,^-ioiZ \ L 71. - 7 aZ ^ . 

ft (• ft c 

y 

Fiilireii wir schließlich noch statt K d('n beim Brmiisjirozeß auf den Kern 
nl)ertra^Tenen Impuls (dn 

( 1 3 a) ^ ft K, 


können wir statt (10) und (11) oinfacb schreiben 


(14) 


7 C 


•V 


]uit der Abkiirziin^j; 
(14a) 


(' - 


2 71 OL Z (ft c) ' 


h r 

Ln Anschluß an (14) bemerken wir noch 

(llb) J* ^ j* ^ j. 

Wenn wir nun aus dem Ausdruck (5) für (hui Strom das aus^^estrahlte 
Feld berechnen wollen, so kommt es auf den zur Beobacht unj^is-Richtung n 

s('nkrechten Anteil von '} an, den wir früher mit ] ^ bezidchnet haben. W ir 

► 

setzen ] , 5 ), indem wir unters einen zu n senkrechten Einheitsvektor 

verst(*hen, und bilden nach (3), (4), (5): 

y y y 

(h>) '} ce \p^iys) y\e 

y y y y > y 

- ic( I\ |a^ 4- {yb^)\ (y5) [o, + y^ (yö^)j 

Es empfiehlt sich, (y s) m (15) über den dahinterstehenden Faktor hinüber- 
ziischieben. Dazu erinnern wir an die Ebirmeln 

ilaa) (y 5 )y^ ._L - (y 5) , (y 5) (y 5 ) = - (y b) (y 5) -f 2 (b S). 

Wir (erhalten dann aus (15) 

E.)b) r,(;5) -= 7c«r, luj -f y^(y/; 2 )| ja^ +y,(y5,)l (y5)cOÄ't)Z^ 

~ 2 icc 'ög 4- y, (y 5^) 1 y s) T, . 
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Hieraus folgt durch Integration über den Raum, wenn Glieder mit (aZ)- 
vernachlässigt werden: 

( 1 ^) -^0 j Ö ^ ^ = ice r^[J + ^4 (y, + »lg)) (y 

- ^icer^y, {J, 5) Tj. 

Der adjungierte Ausdruck ist mit Rücksicht auf (14 b) 

(16a) r„j()*s)dT = icer,{y5) \J + {y, + Ji)yi]r, 

-2icer, (J,s)y^r,. 

Durch Multiplikation von (16a) mit (16) entsteht [wir erinnern an die 
Normierung = /J,] 

W ” Ij = T, (ys) |I1 {ys)r, - -2 (J, s)r, iii| r. 

-2(j,6)r.|iii|/\ + 4(j%)»r^{iv}/’, 

mit den Abkurzungen 

jl) = jj -f (y, J^) I J (y^J^ .L j ^ 

{II} = {y s) [ J + iy, -f- j^) Yi] F^ F^y^, 

{III} = y^F 2 /^ 2 + y4 (y^ + *^ 2 ) I (y ^)' 

{IV} =y,AAy, 

B. Summation über die beiden Spin-Richtungen des 
austretenden Elektrons 

Wir denken uns in (17), also auch in den vorstehenden Definitions- 
Gleichungen {1} . . . {IV}, die Summation über die beiden Spin-Richtungen 
des austretenden Elektrons vorgenommen, die in 7^2' A Es ergild 

sich, wie wir etwas später zeigen werden: 

(18) SAÄ = 2 V " 

Damit berechnet man zunächst leicht 

(19) 2E, S (IV) = ihc(yk,) +y,E,+ E,. 

Sodann multiplizieren wir {III} aus und bilden: 

(20) {III) = \E^J + E^y^ (y, Jj -f Jg) -f J -f (^, J, + *^ 2 ) 

>► >>>> >> 
-ihcJy^iyk^) +iÄc(y/c,) {y, -f J^)} (ys). 
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\ US (18) sieht man, daß 2 -^2 A selbstadjungiert ist. Daraus und aus (14b) 
jnU't, daß {II} adjungiert ist zu - {III}. Wir schreiben den auf diese Weise 
aus (20) folgenden Ausdruck von {11} hin: 



— \ hcJ {y k^) {y, -f- J^) (y kJ } . 

|)i(' Summe beider gibt wegen (15a) 


(■iJi E,2(|ii) + inii) = -Ej J(7s)+i(;2ja (s, Ji+Ju+£„ (s, 

- ificJy^ik^S) + üic [(s, J, + J^) (yk^) 

+ (y 5) (J, + J,.h - (k, 5) (y, J, + },)]. 
Sclili('ßlich haben wir ^ {^1 auszumultiplizieron : 

(2-2) ßEjSlIl = - ilic{yk,)(J^ + (./, + 

■^i(JE,+i/>c (K , J, + J,)) {y. J, + J,) 

■f y, 1 E, (J2 - (J, 4- J^f) + -li/,cJ (4 . J, ^ J,) 1 

+ E|, (i7® -f- (Jj -f- 

Die drei Ausdrucke (19). (21), (22) sind jetzt linear in den y geworden und 
Werdern y-frei [bis auf den gemeinsamen Normierungsfaktor Fq, den wir 
iber in den folgenden Ausdrucken (23) bis (28) unterdrücken werden], wenn 
man sie beiderseitig, vgi. (17), mit 

bez. Ä(y^)...(y5) r, 

uultipliziert. Wir kennen vom relativistischen Photoeffekt her drei Be- 
oehungim, Gl. (84) von S. 190. di(‘ sich in unseren jetzigen Bezeichnungen 
iilsondcrmußen schreibon ; 


k,. 


■^} E.r.=|«, r,r,A = i, r,yr,= 

Ii(3raus schließt man leicht'* auf die drei weiteren Beziehungen 
23a,) r, (y s) (y s) r, = , C, (y s) y, (y s) T, = - 1, 


— >>>• ih c ^ ^ 

r, (y s) y (y s) r, = ^ [k, - 2 (fc, s) sl 


Aus (23) folgt nach (19) als Beitrag von2{IV} zur rechten Seite von (17) : 


24) 


2(J.s)» 1 + 


n>c*(k,k,) + Eh 


E,E, 
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und nach (21) als Beitrag von 2 {H} -f (Illj: 

(•25) 2 ü, s) {(s, J, + J,) (l + - ’) 

ff^ > ► ► > *■ >■ > >1 

^ E E, “ '^2 ®) (^'i ’ ^2)]j ‘ 

handlich folgt aus (2da) und (22) als Beitrag von (I) : 


^'2ß) 0 w F + ^ 2 )“] i (K K) - 2 ()c, f) (fc, 6)] 

-f- 2 ^ // c »7 [ A)j E^ k.^, J ^ J ,^) 2 E.^ (k^ s») («/^ -f-<^2 ’ I 

K, E,[j^ + },)2i + E'i \,p f (j. + kn 

- •2//“c“(fcj,J,-!-J.^)|(fe|. J, IV,)- 2()c, 5 ) (s, J,+Jj)]; 

Die drei vorstelK'iiden Ausdrucki* sind, wie man sieht, unabhängig tdu 
der besonderen Wahl des S})in-0}»era ( urs was davon herrubvt. 
daß die auszureduzuTenden Ausdrucke (10), (21), (22) linear in di'ii y waren 
Physikalisch bediaitiä du‘s: Wiain wir du' beiden niughchen Spin-Zustaiidc 
des gebremst (*n Elektrons zusamuK'iifassen feilt sprechend der Summation 
in (rl. (18)], hängt der Bremsvorgang und seim^ Ausstrahlung nicht mehr \oii 
dem Spiii'Zustande des einfalleiiden Elektrons ab. 

Wir fassen die x\usdrucke (24), (25), (20) zusammen und nennen ()j 
dieElieder mit dmuFaktor diejenigen mit den Faktonm J Jj und J-/,. 

die übrigen (llieder mit den Faktoren Jf, J,j, 


c, 


.E\/rr^(k,h,) ■l(k,s)(k,s)i-E,E, + E?,] 

W /.j JVg 


'*^2 = p p O/r.7 \ (E^k, - E, k,.J, I- Jj) 

4- 2 s) (J j 5 ) ~ 2 (/cj 5 ) 1 ' 

Q, -= (n + nr |/'“ (k M 2 (fc, s) (4 6)) + E,E,i K\ 

- ik (k s) 1 A* k 4) + E, E, + El I 

ffi ffi ► ► ► ► ► 

|2(J,5) (fc,5)(/c„ J, +./,) 


E E 

Ji, i ^2 


V V ► ► ► 


-f- 2 (JgS) (A:, 5 ) {k^, -f Jg) (A:,, J, 4- J^) (Aj, Jj 4- '^2 





\I 1 , 7.28 Extrem harte Strahlen 541 

C. Summation über die beiden 
Polarisati ons-Eichtungen ^1,^2 der Ausstrahlung 
Wir denken uns jetzt die Ausdrucke Q für zwei Eichtungen, 5 — 5^ 
uimI s - $21 bingeschrielien, die zueinandiT und zur Beobachtungsrichtung n 
senkrecht stehen, und wollen über Sj, $2 summieren. Dabei benutzen wir 
,li(‘ Forme] (p und q beliebige Vektoren): 

(•27 1 S (P (P Si) = (| P ”!• [q q]) - (P P) -- (P T>) (q n). 

Sie wird unmittelbar verständlich, wenn wir Sj, S2, n durch j. //, : ersetzen, 
wobei dann all(‘ dna Seiten der Doppidgleicbiing ( 27 ) in -f- Qy 

ubergehen. Auf diese AVeise wdrd z. B. 

>■ ► ► ► >• > 
i‘ 27 a) 2 ('^1 sd (/‘2^d n) {k^Wj. 

AiHlrersi'its bemerken wir, daß die \on $ freien (Bieder bei unserer Summa- 
tion ersichtlich den Faktor 2 aufnehmen. Auf du'se Weise gehen iinsen^ Aus- 
drucke Q über 111: 

= ,7'-,,. .e{/rC(A:, n) (IjH) - K, i', 

- ,,’v - A’oM,) 

> > > ► 

- /■:, (/,, ti) (J, ti) - 1 - Kj (/>■, n) (Jj iij 1 . 

S'i', - r.'j, (7, i J/l/'O-OM) (Mj fl'tu 

- jA 1 ('^i j\) '■ (^I ti) n) 1 I c^ (4 1\) E, E^ r El 1 

2/^2 2 ► ► ► ► ► >. ► ► 

(Jj Tl) (/i’^TT) (/»'j, Jj f - (t/2 n) (/ij Tl) (/fg. t/j -f '/‘j)!’ 
Die Summe dieser drei Ausdrucke, noch multipliziert mit dem bisher 
unterdrückten Faktor stellt die rechte Seite der nach 5 — Sj, §2 sum- 
mierten Gl. ( 17 ) dar. Auf der linken Seite derselben Gleichung erhält man 
>11 unserer früheren Bezeichnung geschrielxui : 

ijOSildTl' + lJöSjl^lTl’ = 

Du' nach s^, summierte Gl. ( 17 ) nimmt also die Form an 

= -reS(<?, + <?2 + <?,). 
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D. Beweis •‘SLon Gi. (18) 

Bevor wir in der Ausrechnung weitergehen, messen wir den Beweis 
von Gl. (18) nachtragen. Entscheidend ist hier die Reihenfolge FT der 
Operatoren. Bei der umgekehrten Reihenfolge FF könnten wir die erste 
Gl. (28) anwenden und den Wert unmittelbar angeben, und zwar würden 
wir denselben Wert für jede der beiden Spin-Richtungen einzeln erhalten. 
Dagegen handelt es sich in Gl. (18) um eine Summen-Aussage uber 
beide Spin-Richtungen. Dieser Umstand bringt es mit sich, daß di(' zu 
berechnende Größe 

(29) -v = 2 r’ r 

> 

volle Symmetrie um die Fortschreitungs-Richtung k der betreffenden 

ebenen Welle haben muß. Legen wir also z. B. die c-Achse in die Richtini'^r 
> 

von k, so muß X von den zur x- und i/-Richtung gehörenden Einh(‘iteii 
und ^2 unabhängig sein. Der allgemeinste hiermit verträgliche Ansatz 
für X wird daher 

(30) A* = a + ihy, + e y, + d y^,. 

Wegen Gl. (29) ist -Y selbstadjungiert. Die Koeffizienten a, 6, e, d sind 
daher reell. Zu ihrer Bestimmung dient die Bemerkung, daß .Y den Ix'idcn 
Gleichungen genügt 

(81) LA'-O und XL==0 

mit der für unsere K(.>ordinaten-Wahl spezialisierten Bedeutung des Dirac- 

Operators 

(32) L i y , k - ~{y^E~ E„). 

In der Tat ist ja F definiert als Faktor der Eigenfunktion 
u =. 

welche der Gleichimg L (/^) = 0 genügt. Daraus folgt 1/ Z’ ~ 0, also aiicli 
JjX — 0. Andrerseits ist F definiert als Faktor der adjungierten Eig('n- 
funktion 

V — f.~tkz ^ twt 

Da L, Gl. (82), bei der ebenen Welle selbstadjungiert ist, folgt daraus 
FL — 0, also auch XL = 0, entsprechend unserer Behauptung in ( 31 ). 
Unsere Gleichungen zur Bestimmung der o, b, e, d lauten daher: 

--Eo)} + + + = 0- 

{a + iby, + ey, +'*78,1 jiVs ~ ^ (^4 ^ - -Eo)} =■■ 0- 


( 83 ) 



VII. 7. 37 


Extrem harte Strahlen 


543 


i[]er müssen nach Ausfühmng der* Multiplikationen die Faktoren von 
!. 74» ^34 verschwinden. Man erhält so: 

(1) - hh - ~ e + ^ a = 0, 

ti c hc 

(y.,) ihn ' ~ d i~ h ~ 0, 

hv tic 

(n.) X«, : *.^+*.,.0. 

wobei sich die oberen Vorzeichen auf die erste, die unteren auf die zweite 
(11. (33) beziehen. Aus den drei letzten Gleichungcui folgt eindeutig (Z) ist ein 
Proportionalitäts-Faktor) : 

a — EqD, b ~ h c hi), e — El), d — 0; 
die erste Gleichung ist dann wegen des Fnergiesatzes von selbst erfüllt. 

Unser bisheriges Eesultat lautet also nach (30): 

(34) -Y = D {- ; // cky^ E -f- £„}• 

Bleibt noch J) zu bestinnnen. Dazu dienen di(* Norinierungs- und 
Orthogonalitats-Gleichungen, in denen wir die beidiei Spin-Operatoren 
r, über die in (24) zu summieren war, durch 7^,., r_ unterscheiden: 

\T\y,r,-^ T\y,r ^ j\. 
ir,nr_ .X ry,r. ^ o. 

Y - T,y,a\J\ r r.J.)yJ\, 
und haben wegen (35) 

(36 a) ^ -- 7 y • T^y -j- 0 • 0 -- 7 y,* 

da andrerseits d(T mittlere emgeklammerte Bestandteil von (36) unser X 
ist. so gilt auch nach (34) 

Y “= I\y, {- ’i h cky^ r y 4 E + A’o} y^ E., 

= I)rJof<cky, + y,E + E„}r, 
od(T nach den Beziehungen (28) 

(36b) Y = £ {{hckr‘ +E‘+ EVi I\ - '2})Er„ 

letzteres nach dem Energiesatz {hck)^ ^ E^ ~ E^, Der Vergleich von 
(36 a) und (86 b) zeigt nun unmittelbar 

1 


(35) 

Wir bilden 
(36j 
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Indem wir dies in (34) einsetzen und unsere spezielle Koordinaten-Wühl 

>■ > 

fallen lassen, also h ersetzen durch (ky), finden wir genau die zu beweisondr 
Gl. (18). 


E. Endgültige Ausrechnung der Ausstrahlung 


\A’ir k(‘hren zu Gl. (28) zuruck und wenden uns zur Umformung von 
S Öl + ^2 öa- fuhren diese statt in den AWllenznhlen /r, K lielx i 
in den zugehörigen Impulsen p, ^ durch. Die Gin. (12) schreiben sich dann- 


(88 a) 


I r (p, n) - K, - «v 

I (p,, n) E.^ - i/'j. 


(381.) 


(e('Hp,) 
1 ('¥ Ps) 


h vi/'g -f I 
], r w^ - I 


Aus der Definition von ‘*p Gl. (18a) und aus (88a) berechnet man leiclif 


(88c) c(^:pn) -?/'!+ a- 2 , 

( 88 d) c^ (Pj^ Po) P1P2 ~ -^0 + 2 


Im übrigen werden wir, um den Zusammenhang mit den Formeln des vorigen 
Paragraphen und dem dort \orkommenden 


Sill»'/ - b||p,tl]j, /> 2 $(Pi. 3 ) 

hervortreten zu lassen, die skalaren Produkte (p,Tt) durch Vektorprodukb' 
[p n] ausdrucken. Dies geschieht durch drei Formeln, die wir zusammeii- 
gefaßt schrei !)en: 

(•2 (pj n) (P2 n) - -f El 

(89a) - (2 IPiHP + El (ii'i - «' 2 ) + x'i (O' — IC] -i- IC 2 ), 

(39b) - (2 [pj np + {tr^ - ic,) + (- hv - -f »(’i). 

(39c) - e ([pi tij, [P 2 n]) + hv (ici - ■»’ 2 ) - I c2 PI 


Um die erste Gl. (89a) zu beweisen, lienutze man etwa die Identität: 


(40) c2 (pj n) (P 2 ti) = e (pj ti)2 - (-2 (pj n) {(Pi n) - (P 2 n)}. 

Hier ist der erste Term rechts nach dem gewöhnlichen Pythagoras: 
(40a) c2 pI - r2 [p^ nf - Pf - - c^ [pj n]^. 

Der zweite' Term rechts von (40) wird nach (88 a) 

(40b) — (Pj — u’i) {hv — Wi W 2 ). 

Daher hat man statt (40) auch 

(•2 (pi n) (P 2 n) - - c2 [pi nf + P^ (w^ - 

-f (hv - y\ -f W 2 ) 4- Pf - Pf - Pi hv, 
und diese Gleichung ist wegen hv = P^ — Pg mit (39a) identisch. 

(89b) folgt aus (89a) durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 (bei (Ui 
sich das Vorzeiijp'^i von hv umkehrt j. 



\ l]. 7. 45 


Extrem harte Strahlen 


545 


(89o) erweist sich, vermöge (88d) als identisch mit dem Cosinussatz 
III dem zwischen den Vektoren Pj, P 2 ,n ausgespannten sphärischen Dreieck 
vqI. Pi". 36: 

(41) (Pin) (pjti) = (pj p^ - ([pjrt], [pju]). 

Wir schreiben jetzt den Ausdruck von S. 541 hin und setzen den 
Wort von J aus (14) ein: 

\C‘‘ /Ei- El ‘2E.E. 


2 <3: 


E,E, 




IV, 


Jilo ilior aiigedeutete { }, welche mit der linken Seite von (89a, b, c) uberein- 
stiinrat, wird durch (89a) bzw. (89b) bzw. (89c) ersetzt bei der Multi- 
plikation mit Eljwl bzw. E'ljwl bzw. 2E,E^lw,w^. Dabei schreiben wir 
iilior jeweils nur das Vektorprodukt-Glied hin und deuten die übrigen 
Ulitider durch . . . an. Wir erhalten so 




E,E, 


+ 


20 .-- 


2E,_7?,([p, n]_[pjn])^ 

Sodann schreiben wir die erste Zeile des Ausdrucks ^ O 3 von S. 541 hin 
lind setzen J,, aus (14) ein: 

C^c^r-/ 11 2 1 

l“;c| + 1 

{ }' ist bis auf das Vorzeichen von E, E^ identisch mit der linken Seite von 
(39:1. b, c). Indem wir uns auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 2E E 
liiuzugefugt denken und sie darauf (89a', b', c') nennen, benutzen wir 
(Bfla) bzw. (89b') bzw. (89c') bei der Multiplikation der {}' mit - 1/«,* 
lizu. 1/iCj bzw. 2/'WiW2- Dadurch entsteht, wenn wir wieder nur die 
Vektorprodukte ausschroil)en : 

(i-*) 2 «3 = ''' -f "VPa _ ‘^«'([Pi n],[p ,n])N 

E, E^ \ wl w,w^ J + '■■ 

bie Ausrechnung der hier durch . . . angedeuteten Zusatzglieder, welche 
luißer den nicht hingeschriebenen Gliedern von (89a', b', c') auch die zweite 

bis vierte Zeile von 2 Qa »if S. 541 zusammenfassen, ist ziemlich um- 
staudlicb; sie ergibt: 

- (®. C« P» (1 + ^) + (El + P|) (2 - - ’^l)) . 

Andrerseits liefert die Summe der Zusatzglieder in (42) und des bisher 
licht hingeschriebenen Ausdruckes für 2^2 

I~‘-(^E,eJ2 - ü» -^-1) + + i) _ h. 

^ V l ' “W ^wll w,wA) 

Sommerfeld, Atomb»u. 11. 


111 ) 


36 
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Daraufhin wird, wegen E'j — jEg == hv usw.: 

2(7^ 


(44) + (45) 


E E 






2-^ 

w. 


2(7^ }i^v^ 




tl" \ 

wj 




E^ 

Benutzt man noch Gl. (88a) und die evidente Beziehung 
P2 (^^^n)2+ [^^n]2, 
so erhält man schließlich: 


A — /.2 P2 

rp.i?+ ,..,r [p.Tt.r 




(«) + W= -K, 

Hieraus und aus (41), (42) folgt: 

(46) 2 (Öl + öa 4- Ö 3 ) 

_ _ OV*' )4^? - r'P'^ 

“ I ' 

4E E — P“ //2 ,.2 I 

Damit habt'ii wir ein Ergebnis gefunden, welches Sauter in Gl. (9) der 
S. 501 zitierten Arbeit zuerst abgeleitet hat. 

Nach (28) erhält man nun, wenn man den Wert von C aus (14a) 
einsetzt : 

v^T^E^E, 

wo die { } dieselbe Bedeutung hat wie in (46). 

Von den rechter Hand hinzugefugtiui Normiemngsfaktoren bezieht sich 
A"i auf die einfallende, A^g die austretende Partikel. Erstere normieren 
wir wie 8.517 auf den Teilchenstrom 1 pro cm^. Das bedeutet nach 
(3 ' 10 Cg) mit -> 0 und -> c 

2 7t m m 1 

K ^ ~ Pi 0 

Letztere wird nach S. 138 auf die Einheit des Wellenzahl-Raumes nonniert 
durch 

1 


(47) 


I U d tP j I Ni NI 


(47a) 


Ni 


N! = 


(2zr)“ 


Das Voiumelement des Wellenzahl-Raumes ist 
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Normierung auf das einzelne Volumelement wird daher 


(.17 b) 




(27r)= 


k^dk^do). 


t'nr Energien ^ Eq folgt aus dem Energiesatz für das austretende 
l-:i(‘ktron angenähert 


Hu'rmit geht (47b) über in 


c h k^ — E^ • 


El 


d jB„ d 0 


Wegen hr — Ej^ — E 2 können wir noch ersetzen d Eo durch h\dv\. Wir 
(>rhiilten dann mit Rücksicht auf (47 a) 

(47 d) 

1111(1 an Stelle von (47) 


<4H] 


• , E, ^ Ji\dr\ ^ 


l'iii von hieraus di(' Ausstrahlung selbst zu erhalten, benutzen wir 
(■(wa (t 1. (L 8. 21)^). Aus ihr folgt als Zeitinittel von | [(£§] | (gleich dem 
ZfitiiJitlel von (£2): 

1 I* 

DiihiT wird der mittlere Riiergieslroiii durch die Fluelioiieinheit; 

- c hU‘‘ E, 

be/cicliiien wir mit J,, dv die Intensität im Spektralbereich dv, die in den 
liiiuniwinkel dÜ ausgestrahlt wird, so haben wir 

J,dv = B^dÜQ 

lind daher 

h^c'^E, 

(49) J, 


(2.)» 


iiiit der Abkürzung 

(10 II) 


Ä- pil 


'ind der in (46) enthaltenen Bedeutung der {}. 

^) Man beachte, daß der dort hinzugefügte Retardierungsfaktor in unserer 
J^'tzigen Definition (5) von j bereits enthalten ist. 


36 * 
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F. Übergang vom Elementar- zum Integral-Prozeß 
Unser bisheriges Resultat stellt den Elementar -Prozeß dar: Ein 
Elektron von gegebenem Impuls pj fällt pro Zeiteinheit und Flächeneinin >it 
ein und tritt innerhalb des Raumwinkels d(o mit gegebenem Impuls 
aus, während gleichzeitig ein Photon in den die Richtung n enthalten! En 
Raumwinkel dü ausgestrahlt wird. Die Energie des Photons und der auf 
den Kern übertragene Impuls ^ sind durch p^, Pg und n gegeben. Pj_ und p, 
sowie die Richtung n bleiben an sich willkür- 
lich (wenn man von der selbstverständlicla'n 
Bedingung f 2 ‘ Vi absieht). Aber es bestellt 
eine Wahrscheinlichkeits-V erknüpfuii^r 
zwischen pj, Pg und n, welche der im voripi'n 
Paragraphen diskutierten Voreilung ent- 
spricht: Bei großen Energien (großeti 

Impulsen rucken die drei Vekton n 

Pj, Pgjtt, immer enger zusammen, d. h. dia 
Wahrschianlichkeit für weiter getrennte Lagt'ii 
dieser drei Vektoren verschwindet bei zu- 
nehmender Energie 
Fig. 86 zeigt das von ihren Durchstoßungspunkten durch die Einheit s- 
kugel gebildete sphärische Dreieck und die von uns im folgenden zu be- 
nutzenden Winkel-Bezeichnungen. In ihnen schreibt sich: 



strahlungs -Richtung n ge- 
gen den ein- und aus- 
tretenden Impuls p^ und 
bei großen Energien. 


1 I [PiTil I = Pj sin I [Pan] | sin a. 

' ' t ([Pi n], [P 2 n]) =-■ Pi P2 sin sin a cos ß : 

ferner nach (88 a) 

(50 a) u\ ^ — c fl cos {K tCg = E^ — c f^ (‘os a 

h V 

und nach der Bedeutung von ^ = Pi — P 2 ““ “ Tt 

P‘ irrz A 4- B COS ß, B ^ — 2 p, ^ ot, 

-4 - p? + p| -2 p, pj cos -ß cos a. 

^ //mV- Jiv, „ , 

+ \~) - “ 7“ ~ Vi POS«)- 

Setzt man dies in (49) ein, so hat man die WinkelabhäiiffiRkeit der Ans- 
Strahlung im Eiern entar-Prozeß. 

Wir interessieren uns aber weniger für den Elementar-Prozeß, als für 
den Integral-Prozeß, der bei festgehaltener Ausstrahlungs-Freqiu'uz 
und -Richtung {v und n) allen möglichen Richtungen a, ß des austretenden 
Elektrons entspricht. Dementsprechend haben wir in (49) noch die zaciu 
elementare aber etwas langwierige Integration nach 


doD — sin a d a d 
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^ orzunehmen. (Von der Kleinheit der a, d’ ist dabei noch kein Gebrauch 
/II machen.) Wir berechnen als Beispiel einen ersten Summanden, welcher 
unter Weglassung konstanter oder nur von '& abhängiger Faktoren (wie 
und w^) lautet: 


,51) 


(t - •‘f- . 

i P' ) jM + Bwe/Jf 


l)as ^‘Integral läßt sich leicht ausfuhren. Wegen 


li.ii man 


dß 

A B cos ß 


2j7: 


(51 a) 


(A + Bvo^ßf 



_ BY'h:^ 


'2nA 

(A^^ - B^l'^ ■ 


Inn auch die Integration nach a auszufuhren, benutzen wir ij = cosa als 
Integra tionsvariable und setzen, vgl. (50b): 


(51 1 ») 


(51 (') 


(5J d) 


-•< = -'t.+ -n .V. - K (I - !h 

-'t, “ Pi + Pi + ^ p, ''OS 1% 

( A^ ~ B^ — a -f '2 h y -j- r iß, 

1 « - ~ Bl h ^ r ^ Al -f Bl 


AVir haben dann 


(52) 


* d (i) 

r* 


-l -P - I // 

(a -f 2 h if e?/^)'b 2 


Das letzte Integral läßt sieh unbestimmt ausfuhren und liefert 


(53) ^0 d 

{a + 2b y -f 

mit der folgenden Bedeutung von (7„, C\ 

(5Ba) \C\{ac^h^) A,h~-A,a ^ A,Bl 

\C^{ac~ 52 ) A^c-A^h A^Bl 

Dm von dem unbestimmten Integral (58) zu dem bestimmten überzugehen, 
heiichte man, daß für y ^ l nach (51b) ß 0 und A ~ Aq± 
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wird, somit nach (51 d) (o + 2 i/ + c ± A^. Man erhält daher 

aus (53) als Wert von (52): 


(54) 


C do) 

J p' 


^2 71 


\^ü + 



ac — 


letzteres wegen (58 a). Es ist aber nach (51 d) 


(54a) ac-V^= - Af - B:) 

und nach (51c) 

A? -h Bo =4 24 q mit q = + j4 — 2 ~ p, cos 


AS = ivl + q)\ also AS -Af- BS = (v! - q^ 
Nach (64) und (54 a) haben wir also 


(55) 


d M i 71 


Aus energetischen Beziehungen folgt leicht: 


Somit 
(55 a) 


vl - q ^ 



{E^ — c pj cos {}) 


*do) 71 

B* (h v4 w-’i 


2 h V 
. w;, 


Das hier berechnete Integral lieferte ein sehr einfaches Endresultat, 
ohne daß wir die Annahme großer Energien zu benutzen brauchten. Bei 
den anderen Gliedern von (49 a) ist das nicht der Fall. Wir geben daher nur 
die Resultate an und auch diese nur in der für 


{El, Eg) ^ Eq 

vereinfachten Form. Dabei benutzen wir die Abkürzung 


(66) 

Wir erhalten dann 


M = 


4E!EI 

ESihvf' 


(66a) 


' [Pg nfdo)_üic* p 2 sin** 'd ^71 fS ES sin* ^ 1 


_ ^ r 

wl P* {hv^wi "^EfV 2wt 
' [^1 ^ c* (Ej Eg — ES) sin* ^ tic^ES sin* ^ 


P* 


n]* dm 
w, P 


TTC* 


{h v)^w^ 
(log M - 1). 


^)(2-logM), 

logM, 


2 Ej E, wf 
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\oben diesen Summanden dürfen die Integrale 

r dm f [Piü][P8n]dm 

JiP- ’ J wi J 

\ ornachlässigt werden. Die Summe aller Glieder, welche hiernach zum 
Integral-Prozeß beitragen, läßt sich schließlich auf Grund der energetischen 
Fleziehungen, die zwischen p^, und v bestehen, zusammen- 

bissen zu: 

,7, fi = 

' J I «’} 

L u’i J I 

Hier erinnert der Faktor sin^ ^ an die unrelativistische Theorie der 
Hreinsstrahlung in Gl. (8. 9), die Nenner ?ef und an die Darstellung der 
Voreilung in § 6. In der Tat ist ja {m = bewegte Masse) : 

(58) Wi — Ej^ — r p^ cos 'ß = VI — in c cos {} — m {i — coB ß). 


G. Die Beth(‘-Heitl(*rsche Formel für die 
Gesamt' Auhs trab lung 

Nachdem wir so die Winkel-Verteilung der Intensität festgestellt 
haben, wünschen wir noch die gesamte ausgestrahlte Intensität zu 
bestimmen. Dazu haben wir zu berechnen 

^HdQ. dü = smtfd-Ddq,. 

Es ist aber bequem, statt ß als Integrationsvariable die Große zu be- 
nutzen. Nach (58) wird 

(59) cos ^ ’ , Bin ß (Iß — . 

cp, cp, 

Mit Rücksicht darauf, daß das Azimut (p in H nicht vorkomint, erhält man 

(60) ^Hdü ^Hdw^. 

Die Ausrechnung dieses Integrals wird sehr einfach, wenn man im Zähler 
von (57) sin* ß unter der Annahme 1 entwickelt : 


(00a) sin^t^ =(!-[- cos^) (1 — cost^) 2 (l — 

V c P] , 

vgl. (59). Es ist aber wegen Eq^E^: 
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somit nach (60 a) 


sin^ ^ / 


2 

oVi 


2eJ 


und, da nach (60b) in erster Näherung ist: 


(60 c) 


E, 


= J-fw, - fl). 


2V 


In (60) kommen dann nur die Integrale vor 
(61) 

welche zwischen den Grenzen 


' dw^ 

'dw, 

. ^ ’ 



^ = 0, = E^ — 


El 

E\ 


und 


d' = 71, u\ = jEj + c ~ 

zu nehmen sind. Da die zweite Grenze groß gegen die erste ist, kommt es 
nur auf den Wert der Integrale an dieser an. Man erhält so für (61) der 
Reihe nach 

(6U, i5i, 

3 Er Ei ’ ES 
Daraus folgt nach (57) und (60): 


r — A 71 ^ 

j Edü = ^ ' (A^ + A^hgM), 

== sh, + ■^' + = £,? 

Somit, wenn man noch M aus (56) einträgt: 

2E,E, 


(62) 




EqUv 


- 0 - 


Nunmehr folgt aus (49) für die Gesamt-Intensität (bei geeigneter Zusammen- 
fassung der multiplikativen Konstanten): 

( 68 ) J, = ^jjJ(odü 

^E,E„ 




Ef, h V 


Dieser Ausdnick wurde ebenfalls zuerst von F. Saut er bewiesen. 
8. Gl. (19) der S. 501 zitierten Arbeit; er bildet die Grundlage für die an 
gleicher Stelle zitierte, in der Theorie der kosmischen Strahlung fundii- 
mentale Arbeit von Bethe und Heit 1er. 
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Bei Bethe und Heitler handelt es sich um den totalen Brems- 
erlust, d. h. um die über alle Frequenzen integrierte Ausstrahlung: 


(IB) 


\j,dr 


Hier ist Vg — EJh die Gronzfrequenz des Brems- Spektrums. Als geeignete 
Iiilegrations-Variable bietet sich dar, während ja die Härte der ein- 
falleiiden Strahlung E^ bei der Integration konstant gehalten wird. Man 
hiil also: 

A] 

- (IE, 






])it' liier eingefuhrten Abkurzungen C, Cj, bedeuten nach (63): 

la 


(G4b) 


C 


El \E, 

A'i 


, 2E. 1 

log 


h\ f(£7 + 

0 

A| 

E, - f (k? - 1 1?, E, + Ej) log .1 E,. 

0 

M.iii berechrKÜ. unmittelbar 

((ilD El 

IVrncr uberzeugt man sich leicht, daß der mit E\ multiplizierte Bestandteil 
\(iii B., verschwindet. Der ubrigbleibende Teil von B^ wird durch partielle 


ntegration umgeformt und liefert: 


if, = -E,)iog 


E, 


'■-'l 


E, 




6 


Milli bat daher nach (64a, b, c, d) 


i(m) 


/ ^lE, Ix 


betrachtet man das einfallende Teilchen der Energie E^ in einem Mittel, 
N Atome der Ordnungszahl Z pro cm® enthält, so wird die Energie- 
ibiiahme — A E^ des Teilchens auf dem Wege A x gegeben durch 

AE, 




A X 


’ . EJ. 
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Die Formeln (65) und (65a) stellen die B ethe-H eit 1 ersehe Formel dar 
für den besonderen, von uns ausschließlich betrachteten Fall, daß der 
schirmungs-Effekt der die Kernladung Z umgebenden Elektronenhülle ver- 
nachlässigt werden kann^). 

H. Diskussion der Bethe-Heitlerscheii Formel. 

Dimensioneil ist der ,, Radius des Elektrons“. J hat 

daher die Dimension erg cm^. Da N die Dimension cm“^ hat, ergibt sich 
die Dimension der rechten Seite von (65a), wie es sein muß, zu erg/cm. Dia 
durch (65) definierte Fläche 

(») «-•(*;) 

kann man großeriordrmngsmäßig als ,, Wirkungsquerschnitt des Kernes 7. 
beim Bremsstrahlungs- Vorgang“ auf fassen. 

Mit zunehmender Härte E-^ steigt J etwas stärker als linear an. Es ist 
nämlich nach (65) 



Wir werden in Fig. 37 sehen, daß dieser Anstieg durch den Einfluß der Al»- 
schirmung beträchtlich abgeflacht wird, und zwar um so mehr, je größer 
Z ist. 

Nach der Anlage unserer Rechnung ist aZ als klein gegen 1 voraib- 
gesetzt. Unsere Formel (65) gilt also zunächst nur für leichte Keriir 
Z 187. Bei schweren Kernen ist man auf die numerische RechnuiiL^ 
angewiesen. Diese ist von Jaeger^) ausgeführt mit dem Ergebnis, daß fm 
Energien, die mit der Ruhenorgie Eq vergleichbar oder einigemal größer sind 
sich Abweichungen um ein Mehrfaches von (65) ergeben. Es ist anzunehmen, 
daß für viel größere Energien, auf die sich ja unsere Formel eigentlich 
bezieht, diese Abweichungen auch für schwere Kerne verschwindt-ii 
werden. 

Wir wollen noch den bisher betrachteten Energieverlust durch Aii>- 
strahlung vergleichen mit dem Energieverlust durch Elektronenstoß. 


Unter dieser Beschränkung sind die obigen Formeln schon etwas früher 
von Heitler und Sauter, Nature 132, 892 (1933), mitgeteilt worden. Das 
Wesentliche der Bethe-Heitlersohen Arbeit besteht darin, daß nicht iiui 
der Einfluß der Abschirmung numerisch bestimmt, sondern daß auch die Energie- 
verluste durch Ausstrahlung mit denen durch Ionisation ihrer Wahrscheinlich- 
keit nach quantitativ verglichen werden. 

J. 0. Jaeger, ,,On Bremsstrahlung“, Nature 140, 108 (1937). 



A ll. 7. 67 


Extrem harte Strahlen 


556 


1 ;s zeigt sich, daß die Stoßprozesse bei langsamen Elektronen (v c) 
maßgebend sind, daß sie aber bei sehr schnellen Elektronen {v ^ c) gegen 
,1 h' Strahlungsverluste zurucktreten. Der Grund hierfür ist folgender: 
ßtinn Zusammenstoß mit einem Atom erleidet das Elektron (durch Anregung 
(ulor Ionisierung desselben) einen Energieverlust, der von der Größen- 
ordnung der Ionisierungs-Energie ist. Dieser Verlust ist bei Energien 
>> Eq belanglos. Umgekehrt kommen bei den Strahlungsprozessen 
Kiiergieverluste vor. die von der Größe der Anfangsenergie sind. Wir 
^\]sspn aus § 3, daß bei mäßiger Härte der einfallenden Strahlung die Inten- 
sität ini kontinuierlichen Spektrum nahezu gleichförmig bis zur kurzwelligen 
(Ircnze verläuft. Ähnliches gilt größenordnungsmäßig für die jetzt in Betracht 
koiuiiiende extrem harte Strahlung. Große Energieverluste sind also 
Ik '1 d('r Strahlung keineswegs unwahrscheinlich i) ; sie müssen bei zunehmender 
l^uiergie E-^ die kleinen Energieverluste durch Ionisierung trotz ihrer großen 
Zahl schließlich überwiegen. 

Nach Bethe und Heitler liegt die Energie, für die die beiden Verluste 
Aon gleicher Bedeutung sind, bei 


( 06 ) 


1600 E; 
Z 


Der Grund für das Auftreten des Nenners Z ist verständlich: Der Energie- 
verlust durch Strahlung geht, wie wir in (65) sahen, mit Z^, der durch Stoß, 
V eil es sich hier um die additive Wirkung der einzelnen Hüllen-Elektronen 
handelt, mit Z. (66) gibt für Blei bzw. Luft als , »kritischen Wert“ E^ = 10 
hzw. lOOMill. e-Volt. 

Wir müssen nun noch einige qualitative Angaben über die Rolle der 
Ahschirmung machen, durch die auch die vorstehenden Zahlenwerte 
geändert werden. 

Wir gehen von dem auf den Kern übertragenen Rückstoß P aus, den 

h V 

vir aus den beiden nahezu gleichgerichteten Vektoren und P 2 ^ 

konstruieren können. Der Winkel zwischen ihnen nimmt nach S. 548 mit 
vadisendem ab und ist (ebenso wie die Winkel a, der Fig. 36) von der 
Größenordnung Eq/E^. Wir haben also 

((!7) P~p,§'~'^(für/i:^>£a 


N Bothe und Klarmann [Zeitsohr. f. Phys. 101 , 489 (1936)] finden, daß 
hei den Sekundör-Elektronen von y-Strahlen (Ej ^3 Eq) große Energie Verluste 
häufiger sind, als nach Bethe-Heitler zu erwarten. 
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Der Rückstoß P wächst also mit zunehmendem nicht über alle Grenzen, 
sondern hat eine obere Grenze 

(67 a) ■^max 

Diesem maximalen P entspricht ein minimaler Abstand r, in derb P 
übertragen wird. Der für unsere Ausgangsintegrale [vgl. z. B. (9)] maß- 
gebende Bereich der Integrationsvariabein r reicht nämlich (Näheres bei 

> 

Bethe und Heitler, § 4) ungefähr bis (K x) ^ K r ^ 1, also 


(67 b) 

Aus (67 a) folgt daher 
(67 c) rjnin 


r 


1 

K 


h 

P‘ 


h h 1 

-Pmax C 2 Jt 


Andrerseits gibt es einen minimalen Rückstoß, welcher auf den 
Kern dann übertragen werden wmrde, wenn die Vektoren Pj, pg und livjc 
genau gleichgerichtet wären. Als Größe desselben findet man" aus P = 
Pi — P 2 — hv/c leicht durch Entwicklung nach Potenzen von Eq/E. 
und EJE 2 : 


(67 d) 


P 


min — 


0 2 \E, 



hvE, 


Der zugehörige Wirkungsradius ist nach (07 h) 


(67e) 


^max ^niin ' 


hvE, ■ 


Wir haben also folgenden merkwürdigen Sachverhalt: Im unrelativistischen 
Gebiet ist die Rechnung mit dem nackten Kern um so mehr gerechtfertigt, 
je hoher die Energie des Elektrons ist, d. h. hei wachsender Energie finden 
die Strahlungsprozesse in immer kleinerem Kernahstand statt. Der Grund 
ist der: Mit wachsendem Impuls wird auch der Kernruckstoß-Impuls größer, 
es ist also ein immer engerer Kontakt mit dem Atomkern n()tig. Im rela- 
tivistischen Gebiet wächst nun aber der Kernruckstoß mit der Energie 
nicht über alle Grenzen, sondern wird maximal von der Größenordnung 
[Gl. (67a)]. Das bedeutet: Der für die Prozesse effektive Kernabstand wird 
nicht mit wachsender Energie immer kleiner, sondern hat eine untere 
Grenze, die von der Größenordnung der Compton- Wellenlänge ist 
[Gl. (67c)]. Neben Kern-Rückstößen der Ordnung m^^c treten auch 
kleinere Rückstöße auf. Der minimale Rückstoß Gl. (67 d) ist um die Größen- 
ordnung EJE-^ kleiner als der maximale, wird also um so kleiner, je größer 
die Energie ist. Das bedeutet: Bei wachsender Energie dehnt sich das 
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Gebiet der für die Prozesse wirksamen Kernabstände von der Compton- 
Wellenlänge bis zu immer größeren Abständen aus. Die Abschirmung wird 
daher wichtig. 

Dies wird durch Fig. 37 von Bethe und Heitler veranschaulicht. 
Nach der Abszissenachse ist logF^i aufgetragen, nach der Ordinatenachse 
die unbenauiito Größe 


0 4 log 


2 ^ 

E, 8 ■■■’ 

WO durch die ... die Wirkung der Abschirmung aiigedeutet ist. O hangt 
mit dem durch die Alischirmimg korrigierten Werte von J in (65) und mit 
dem Wirklings- Querschnitt Q in (65b) folgendermaßen zusammen: 

(68) J Q Kl 0. 

Wie man sieht, ist der Abschirmungs-Einfluß beträchtlich, hei Pb 
großer als hei HoO. In t Ibereinstimmung mit Gl. (66) tritt hoi Pb das tB^er- 
wiegen der Ausstrahlung über die lomsierungs-Verlusto früher ein als bei 


Beim A^orgleich mit Beobachtungen der kosmischen Strahlung von 
Anderson an Eh'ktronen von ßOOMill. e-Volt glaubten Bethe und 
Heitler feststellen zu müssen, daß ihre Formel viel zu hohe Verluste 
gäbe, und sahen als denai mutmaßliche Gultigkeitsgrenze die Energie von 



Fig. 37. Wirkung der Abschirmung nach Bethe und Heitler für Pb ( — ) und 

HgO ( — ); die Kurve ( ) bedeutet Vernachlässigung der Abschirmung. 

Die an der Abszissenachse angesohriebenen Zahlen sind Werte von in der 
Einheit WqC^. Die Pfeile geben diejenigen Stellen an, oberhalb deren die 
Stoßwirkung kleiner ist als die Strahlungsbremsung. 
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137 an. Demgegenüber führten verfeinerte Versuche und Berechnungen 
von Anderson u.a. zu der heute allgemein akzeptierten Meinung: Die 
Bethe-Heitlersche Formel gilt für Elektronen beliebiger Ge- 
schwindigkeit. Aber im Spektrum der kosmischen Strahlung, wie es 
an der Erdoberfläche erscheint, spielen oberhalb 200 Mill. e-Volt die Elek- 
tronen eine ganz untergeordnete Rolle. Hier sind vielmehr vorherrschend 
die „schweren Elektronen“ oder „Mesotronen“, die als theoretische Mög- 
lichkeit zuerst von Yukawa^) eingeführt wurden. Ihre Masse ist das 
50- bis 200 fache der Masse des Elektrons (vielleicht das 186 fache, in 
Übereinstimmung mit einem von Ed dington postulierten Elementar- 
teilchen? oder das 2 -137 fache nach einer Theorie von Born?). Ihre 
Ausstrahlung ist sehr gering gegen die der Elektronen, vgl. das in § B 
unter B über Protonen Gesagte. Unterhalb von 200 Mill. e-Volt über- 
wiegen an der Erdoberfläche die leichten Elektronen, welche durch radio- 
aktiven Zerfall aus den schweren Elektronen (unter gleichzeitiger Aus- 
sendung von Neutrinos) entstehen. 


§Ö 


Spezielle Näherungen für weiche Röntgenstrahlen. 
Ausstrahlung bei Protonen-Bremsung. Astrophysikalisches 

A. Weiche Röntgenstrahlen 


Wir nehmen im Gegensatz zum vorigen Paragra})hen die Geschwindig- 
keit des einfallenden Elektrons als so klein an, daß es wird 

dann \ n^\^ l und um so mehr |?? 2 | U Wir setzen wie in Zusatz 16, 
Gl. (28) 

( 1 ) in, ~ { q n, 0 p 1 , n oo. 

Da Retardierungsfragen ausscheiden. gehen wir auf die Methode der Matrix- 
Elemente in § 2 zuruck. Wir benutzen die Abkurzungen P und Q aus 
Zusatz 16, Gl. (81b) und erhalten nach (2.27) 


( 2 ) 


icr 


iimjM 


(1 - x)* 


|COS®/9| 


'^1 


sirPa|§|2 


(1 - 

Hier ist nach (2. 26 a) und (2. 16b) 

(1. + qV (1 -■ qY 

In dem Ausdruck für x werden wir sin a /2 = 1 , also ol = n setzen (ebenso 
wie in Zusatz 16, Gl. (36) der dortige Winkel a' = :t — a als klein behandelt 
wird). Der physikalische Grund hierfür ist folgender: Bei sehr geringer 


(2a) iCl = 16 jtc-n<"(|y-^ 


— 4p . a 

X ^ sin'* — 

(1 - p)^ 2 


U H. Yukawa, Physico-Mathem, Soc. of Japan 17, 48 (1935), 19, 1084 
(1937), 20, 319 (1938). 
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Geschwindigkeit des einfallenden Elektrons haben wir nur dann eine erheb- 
liche Ausstrahlung zu erwarten, wenn die Bahn sehr stark gekrümmt ist 
und daher nach der Bremsung einen Winkel nahezu gleich n mit der Anfangs- 
richtung bildet. Dasselbe zeigt sich mathematisch: Bei der folgenden 
Integration nach a geben nur die kleinen Werte von a' einen merklichen 
Beitrag. Aus Gl. (2a) folgt dann angenähert: 

e) 


2b) 


1 


-‘-C-l)' 


Mit den Werten von \ P\^ und aus Zusatz 16, Gl. (41) hat man jetzt 
nach (2), wenn man auch hier berücksichtigt, daß a = n — ol' ti ist 
und dementsprechend sin^a durch ersetzt: 


( 8 ) 


IM I“ 


r“!/l t ■ 


4:71 

8 


7-^ 

\z/ 


, 10^10 


1 j (is) 

cos'j^i a.'* (is) 


Die hier vorkommeiide Abkürzung s hat nach Zusatz 16, Gl. (39a) die Be- 
deutung 

(>(1 

+ qV 

Um Int(*ns]tüt und Bolarisalion der Ausstralilung zu erhalten, hnlen 
wir die Ausdrucke (3) nach 


(3 a) 


H OL 

"" 6 


(4) doj -- mioLdoLdß — sin a' d a' t/ /? 

zu integrieren (inkohärente t)berlagerung der Elementar-Brozesse). Aus 
dem \^erte (8a) von s schli(‘ßt man soforl. daß dabei nur kleine Werte 
von a' zu berücksichtigen sind. Bei (‘ndlicliem a' wird nämlich wegen des 
groß(‘n Faktors n in (3a) auch .s- sehr groß. Dann verschwinden aber die 
Hankelschen Funktionen (r.s) wie Nur wenn a' klein ist von der 
Ordnung haben wir ein endliches .v und nicht-verschwindondes 
Dann aber können wir sin a' in (4) durch oc' ersetzen und die Integration 
nach a', die eigentlich von jr bis 0 oder, mit umgekehrtem Vorzeichen von 
0 bis 71 g('ht, von 0 bis oo erstrecken, da der hinzugefugte Teil des Inte- 
grationsweges doch keinen endlichen Beitrag liefert. Wir erhalten so aus (3) : 


( 5 ) 


(5 a) 


OO 

0 

cx> 

A',,, = 

0 


(5 b) 


4jt®/aY n}’^ q"^ 

TVz/ (1 -o)>(i -Te)“' 
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Die beiden Integrale (5 a) lassen sich mit f — ^/gbzw. p = ^/g und mit Be- 
nutzung der Integrationsvariablen s zusammenfassen zu: 


{5c) K, = 12 «-(P + .) I (flü) 

(I 

Es gilt^) aber für jede Zylinderfunktion Z, zwischen beliebigen Grenzen 
genommen : 

(6) j ^[!^p(as)r-‘^,.-i(a«)/„-n(as)]. 


Bei der Anwendung auf (5 c) mit a =-- i und Z — verschwindet die 
rechte Seite an der oberen Grenze s oo [exponentielles Verhalten 
von (is)] und nimmt an der unteren Grenze für 5 — 0 einen end- 
lichen Grenzwert an. Man hat allgemein 2): 


(6 a) 
und 


Rii) 

c 


(c- 

smp jr 


^ J- p) 


{6b) 

Daraufhin überlegt man leicht, daß das erste Glied rechts von (6) keinen 
Beitrag liefert und daß im zweiten Gliede sowohl für p - wie für p ^/g 
nur das Produktglied mit dem Faktor 


— 1 p 1 

in Betracht kommt, welches nach (6b) wie unendlich wird. Man erhält 
so aus (6) und (6 a, b) 


ao 

(6c) + j {m^is)}^i;(ls 

ü 


- 2 

mi^pTt Tip) r\-~ p) 


2 p 

71 sm p TT ' 


letzteres bei Benutzung der Relation (6) in Zusatz 7. Somit nach (5), (5 b, c) 
und (6 c): 


(7) \\M,\hlo> 


1 fp7.rd«,j 


(16 JT)“ 

5)3 



(1 


1 


Hieraus leiten wir zunächst das im Sinne von (3. 4) definierte Depolari- 
sations-Verhältnis T) für eine zur Einfallsrichtung x senkrechte Beobachtungs- 
richtung ab. Gl. (7) zeigt unmittelbar: 

(7a) D = i, 


^) Jahnke-Emde, 2. Aufl., S. 214; oder 3. Aufl. 8 ]46. 
2) Ebenda 2. Aufl. S. 200 oder 3. Aufl. S. 134. 
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also unabhängig von q, d. h. von der Stelle im kontinuierlichen Spektrum, 
Hiervon wurde bereits in Fig. 80 (kurzwellige Grenze, vgl. die Asymptote 
der dort eingezeichneten Kurve) und Fig. 81 [Gesanitspektnim, vgl. die 
punktierte Grenzkurve ^)] Gebrauch gemacht. 

Sodann fragen wir nach dem Intensitätsverlauf im kontinuierlichen 
Spektrum, wobei wir senkrechte Beobachtungsrichtung, z. B. nach der 
?y-Achse voraussetzen. Wir haben dann unter Hinzufügung des sogleich 
anzugebenden Faktors N: 


( 8 ) 

also nach (7) 
(8a) 


4 3 |3 Vz/ (1 ~~ 


Der aus der Normierung der Eigenfunktionen hervorgehende Faktor N 
hat nach (3. 16 a) den Wert 


(8 h) 


2 \m/ \a/ (4 tt)® kf ’ 


hier haben wir Itereits die trulu*ren N(*nn(*r 1 — cX]) { — 2rr i i/j) und 
1 -- exp (— 271 'I n^) wegi'ii a oo durch 1 ersetzt. Im Zähler von (8b) 
schreiben wir wegen des Zusammenhanges \<)n k^, mit /ij. bzw. ?i, q: 


(8 c) 

ferner im Nenner 


k^ - ^ ^ 



J 


(8d) 

(8h) geht dadurch über in 


2 71 m r, 
ii 


(8e) 


(4 Tif c® \m / \ a / 


Der Vergleich mit (8a) zeigt bereits, daß in J, der von p und n abhängende 
b aktor heraiisfallt. J wird also konstant längs des ganzen kon- 
tinuierlichen Spektrums. An der kurzwelligen Gnmze, r — Vg, haben 
wir wie früher den plötzlichen Abfall auf Null; an der langwelligen Grenze, 
r 0, kommt d(‘r in Fig. 32 dargestollto Anstieg in Fortfall. 


G Diese Kurve verläuft m Fig. 31 als Gerade bis diclit an die langwellige 
Grenze ^ 1. die in uiiHerer jetzigen i>-8kala dem Werte p ~ 1 entspricht. 

Für p ^ 1 wird unsere Näherung inexakt, wie aus der Bedeutung von s in (3 a) 
hervorgeht. Der Anstieg der punktierten Linie in Fig. 31 bei p ^ 1 ist also 
mit (7a) verträglich. 

Sommerfeld, Atombau. II. * 
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Einsetzen von (8e) in (8 ft) liefert schließlich mit a = 
IOtt / eV (ZcV 


J,, 


3 V3 




Charakteristisch ist hier das Auftreten des Nenners rj. Je weicher die auf- 
fallende Kathodenstrahlung ist, desto größer ist die spektrale Intensität der 
Röntgenstrahlung. Der Grund hierfür ist offenbar, klassisch gesprochen, die 
stärkere Krümmung der Elektronenbahn im Felde der Kernanziehung und 
die damit verbundene stärkere Ausstrahlung. 

Daneben fragen wir noch nach der Summe 


(9a.) i’- {(|-V.r + |3/,P + |-V,P)r?w; 

aus (7) berechnen wir leicht: 

' 2V3 (1 - oV ' 

Benutzen wir Gl. (8c) und die Energie- Gleichung 
, (^*? - A*|) 

hv =- ~ - . 


so können wir auch einfacher schreiben 


(9b) 


S = 


1 

2 V3 71 ^ 



In historischer Hinsicht muß folgendes nachgetragen werden: 

H. A. Kramers (1. c. S. 499) hatte 1928, also vor der Wellenmechanik, 
das kontinuierliche Röntgenspektrum auf der Grundlage des Korrespondenz- 
prinzips behandelt, indem er die Ausstrahlung auf Hyperbelbahnen be- 
rechnete und das so entstehende Spektrum an der Quantongrenze v = Vg 
abschnitt. Seine Resultate stimmen mit unseren wellenmechanischen Er- 
gebnissen bei weichen Röiitgenstrahlen überein (auch formal, indem er 
ebenfalls auf die Funktionen geführt wird), bei harten Röntgen- 

strahleri aber nicht ^). Der Grund ist verständlich: Der Grenzfall weicher 
Röntgenstrahlen wird in unserer Schreibweise gekennzeichnet durch 


I I 

in, I — — - 00 ; 

er wird realisiert entweder durch ß 0 oder durch a oo , wofür wir auch 
sagen können h -> 0. Erstere Bedingung (ß -> 0) entspricht unserem wellen- 
mechaniscben Standpunkt in diesem Paragraphen. Letztere Bedingung 


^) A. W. Maue, Diss. München 1931, Ann. d. Phys. 13, löl (1932). 
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(Ä -> 0) liegt der halb-klassischen Kramersschen Rechnung zugrunde, 
in der das Wirkungsquantum nur nachträglich durch Abschneiden an der 
Quantengrenze eingeführt wird. Wir erinnern auch an folgenden Umstand: 
Das Korrespondenz-Prinzip beansprucht as 5 miptotische Gültigkeit für große 
Quantenzahlen n im diskreten Spektrum. Unsere imaginären Parameter 
ng setzen aber ihrer Definition nach (vgl. S. 116) an der Grenze 
zwischen Kontinuum und diskretem Spektrum die reellen Werte n -> oo 
sinngemäß ins Imaginäre foid. Das Korrespondenz-Prinzip gilt auch für 
diese imaginären n, sofern sie hinndchend groß sind, also für hinreichend 
weiche Böntgenstrahlen. 


B. Protonen-Breinsung 

Die Frag(' nach der durch Protonenstrahlen (Wasserstoff-Kanalstrahlen) 
erzeugten Röntgenstrahlung schließt an das Vorangehende insofern an, als 
bei gleicher Spannung an der Röhre die Geschwindigkeit der Kanalstrahlen 
im Verhältnis \7)i kleiner ist als die der Kathodenstrahlen. Die Span- 
nung ist zwar maßgebend für die Harte der entstehenden Bremsstrahlung; 
aber der Charakter der Eigenfunktionen wird durch die Größe von 



also durch die Geschwindigkeit bestimmt. 

Bei gleicher Geschwindigkeit gehen die Protonen- aus den Elektronen- 
Eigenfunktionen durch eine Ähnlichkeits-Kontraktion hervor. Da 
nämlich diese Eigenfunktionen außer von dem Parameter n den wir in 
beiden Fällen als gleich voraussetzeii wollen, auch von dem Argumente 


ft 1 tu I 


abhangen, finden wir denselben Funktionswert im Protonen-Falle bei einem 
um mlni^ kleineren Abstand r vor als im Elektronen-Falle. Die maß- 
gebende Ausstrahlung stammt also im Protonen-Falle aus größerer Kernnähe 
als im Elektronen-Falle; oder klassisch ausgedruckt: um eine namhafte 
Ablenkung aus seiner Bahn zu erfahren, muß das Proton bei gleicher Ge- 
schwindigkeit viel näher am Kern vorbeifliegen als das Elektron. Das 
bedeutet verkleinerten Wirkungs- Querschnitt und daher verminderte 
Bremsstrahlung. 

Quantitativ entnehmen wir aus Gl. (9), daß wir beim Übergang vom 
Elektronen- zum Protonen-Falle als Masseneffekt den Faktor 



hinzuzufügen haben. 


36 * 
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Daneben tritt aber ein Ladungseff ekt auf, der, wie Scherzer^) 
betont, sogar wesentlicher ist als der Masseneffekt. Die positive Ladung 
des Protons bedeutet ja Abstoßung, nicht wie beim Elektron Anziehung 
durch den Kern. Dadurch kehrt sich das Vorzeichen der potentiellen 
Energie oder wie wir auch sagen können, dasjenige von Z um. Mit Z ändert 
aber auch n sein Vorzeichen. Das hat zur Folge, daß wir im Normierungs- 
faktor, Gl. (8b), den dort genannten Nenner 

(1 _ ‘2 7T in , (1 „ 

nicht mehr gleich 1 setzen dürfen, sondern vielmehr gleich 

(11) (] (1 ^ I) .-r(|ni I f |n.|)^ 

Es kommt aber noch an einer zweiten Stelle, nämlich bei der Berechnung 
der Matrixeleiiu'nte ein Exponentialfaktor hinzu. Im Ausdrucke von 
\C\, Gl. (2a), trat der Faktor e auf, welcher jetzt bei Vorzeichen- 
Umkehr von n ubergeht in Andererseits trat in den Ausdrucken 

für |P|2, |()|2. (Jl. (41) aus Zusatz 16 der Faktor auf. W(*lcher im 

Elektronen-Falle den von herruhrendi'ii Exponentialfakttir gerade 
aufhebt. Anders im Protonen-Falle: Du nämlich der Faktor c+ 
von der Sattelpunkts-Methode h(‘rstamnite und da wir von den beiden in 
Gl. (83), Zusatz 16, zusammengeläßten Sattelpunkten natürlich den mit 
dem jeweils höheren Anstieg wählen müssen, d. i. im Protonenfalh^ den- 
jenigen mit dem negativen Zeichen von v, bleiht das Vorzeichen in dem 
jetzt in Rede stehenden Faktor beim Übergänge zum Protonenfall erhalten 
und vereinigt sich mit dem von \('\^ herruhrenden Faktor zu 

(12) -c" =r C'* 

Der Quotient von (12) und (11) liefert nunmehr als La dungsi^ffi'kt im 
ganzen : 

(13) Gg — l»'2l) — (--2771(1 «)_ 

Wir haben also eine abermalige Reduktion der ausgestrahlten Intensität 
gegenüber dem Elektronen-Falle, welche sogar wegen ihres exponentiellen 
Charakters die vorige erheblich uberwiegeii wird (ausgenommen an der lang- 
welligen Grenze p — 1). Von hier aus verstehen wir, daß bei den unzähligen 
Versuchen mit Wasserstoff-Kanalstrahlen niemals eine röntgenartige 
Bremsstrahlung beobachtet worden ist 2), 

Von Interesse ist noch eine ebenfalls auf Scherz er zuruckgehende 
Bemerkung über die Mitbewegung des Kerns, die im Elektronenfalle 

In der 8. 501 zitierten Arbeit, der wir in diesem ganzen Abschnitt folgen; 
vgl. insbesondere die Darstellung unseres F'aktors in Fig. 1 daselbst. 

2) Vgl. insbesondere H. A. Barton. Journ. Franklin Inst. 209, Nr. 1 (1930). 
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vernachlässigt werden kann, aber im Protonenfalle zu berücksichtigen ist. 
Diese bringt es mit sich, daß das ejm der Gl. (9) eigentlich nicht, wie wir es 
in (10) taten, zu ersetzen ist durch c/w^, sondern vielmehr durch 

(14) 

mR 

wo der Subtraht‘iid die spezifische Ladung des getroffenen Atomkerns be- 
deutet. In der Tat ist, sofern die Mitbew’egung des Kerns zu berücksichtigen 
ist, die Ausstrahlung m deniKuhsystem des Schwerpunkts zu berechnen, 
wobei es dann auf die Beschleunigung der beiden spezifischen Ladungen, 
der stoßenden und der gestoßenen, ankoinmt. Da wenigstens b(*i leichteren 
Kernen ^ 2Z ist, wird der Ausdruck (14j ungefähr gleich 

1 

2 mii' 

so daß d(‘r Beduktioiis-Fakior G'j m (10) noch uni zu viTklt'inern ist. 
Gleichzeitig folgt für a-Tialclu'ii. deren spozifiscbo Tjadiing halb so groß ist 
wie die der Protonen, daß sie* boiiii Zusaniinenstoß mit nicht zu schweren 
Atomen ub(*rhaupt keine Strahlung (Dijiolstrahlung) aussenden können. 

G. Ast roph ysikadisches 

Während die ältere Theorie der Gaskiigidn (Laue, Bitter, Emden) 
das Gleichgewicht zwiscluai Gravitation und thermischen Drucken studierte, 
mußte die inodiTne Theoru' nach dem Vorgänge von Schwarzschild den 
Strahlungsdruck als bestimmenden Faktor des Sternaiifbaus hinzunehmen. 
Gleichzeitig erkannte man die eiitsclaudende Bedeutung d(‘r Strahlung 
für den Energietransport \om Innenm nach der Obt'rflache der Sterne 
(Strahlungsgleichg(‘wicht an Stellt' dt^s konvektiven Gleichgt*wicht(‘s). Das 
Intensitkts-Vaximum der Wanne-Strahlung liegt bei Somien-Temperaturen 
(etwa 5000® ahs. an der Oberfläche) im Sichtbaren, bei den heißeren 
A~ und B-Sternen im Spektralgebiet d<‘h kiirzwadligen Ultraviolett. Deshalb 
ist das Studium der Emission und Absorption dieser Strahlung in der Stern- 
^Materie für die Astrojdiysik wesentlich. Den wahren oder photoelektrischen 
Absorptions-Koeffizienten der Köntgenstrahlung haben wir in Kap. VI, § 5 
durch eine allgemeine Formel dargestellt mittels der Quadratsumme B [s. oben 
Gl, (9a)], die wir ins Ultraviolett extrapolieren dürfen. Beim Photoeffekt 
dachten wir an den tUiergang eines Atoms aus einem diskreten Niveau (z. B. 
Grundzustand) in ein kontinuierliches unter Absorption eines Licht- 
quants hv. Die fragliche Formel (VT. 5. 28) beschreibt aber ebenso den Über- 
gang aus einem k o n 1 1 n ii i i* r 1 1 c h e n Anfangsniveau in ein kontinuierliches 
Endniveau, sofern nur in S die diesem Übergang entsprechenden Eigenfunk- 
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tionen eingesetzt werden. Diesen Wert von S kennen wir aber aus der obigen 
QL (9b); es macht nämlich für die Matrix-Summe S keinen Unterschied, 
ob wir an die Emission eines hv beim Übergange aus einem oberen in 
einen unteren Atomzustand denken, wie wir es in diesem Paragraphen 
unter A taten, oder an die Absorption eines hv beim Übergange aus einem 
unteren in einen oberen Atomzustand, wne es der photoelektrischen 
Fragestellung entspricht. Indem wir also (9b) mit (VI. 5. 28) kombinieren, 
erhalten wir, vorbehaltlich der erforderlichen, durch angedeuteten 
Normierung: 

nKx _8jt‘e>v (!>\ 

8 c 2 V8 

Die Normierung setzt sich zusammen aus der Normierung des 
oberen Atom-Zustandes (1) und der des unteren (2) in der Form: 

(16) Nl 

Für Nl können wir seinen Wert direkt aus (VI. 5. 5 b) entnehmen, mit der 
bei weicher Strahlung (\n^ \ cc) gegebenen Vereinfachung: 

(■«.) ■ Ki-M’,!'- 


Wir haben auf diese Weise den oberen Zustand 1. wie S. 466, auf die 
Einheit der Energie-Skala AW = 1 und die Einheit des Piaumwinkels 
der einfallenden Strahlung normiert. 

Andererseits normieren wir den Zustand 2 (den Anfangszustand bei 
der Absorption) auf die Dichte 1 der vorhandenen Elektronen. Aus dem 

in Kap. II, § 9, 8. 188 durchgefuhrten Vergleich mit der ebenen Welle 
welche ja der Dichte 1 entspricht, folgt dann für wiche Strahlung ([^gl 
ähnlich wie dort in Gl. (32), aber mit Nq — 1 : 

(16b) W|=2;r|n,|. 

Aus (16a, b) setzt sich nach (16) zusammen: 

M !"il 

in //» ■ 

Hierfür schreiben wir wegen der Bedeutung von 7i^, rig und a — 
a — h^/m e ^) : 

(17) = _L (£)\ 


Einsetzen in (15) liefert 


3 ys ai c kg 
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Wir bringen dies auf die in der Astrophysik übliche Form, wenn wir ein- 
setzen: 

Jc^h = mv, 

wo nun V die Geschwindigkeit des Elektrons ini unteren Atom-Niveau des 
kontinuierlichen Spektrums bedeutet, aus dem es durch Absorption des 
Strahlungsquants hv in das um hv höhere Niveau gehoben wird. Wir er- 
halten auf diese Weise aus (18): 

2 

(19) 

3 y3 7tr ncvv^ 

Diese Formel wird z. B. von Unsöld^) für den Absorptions-Akt ,, Kon- 
tinuum -v Kontinuum“ zugrunde gelegt und durch eine Formel ähnlicher 
Bauart für den Absorptions-Akt ,, Diskreter Zustand Kontinuum“ 
ergänzt. Auf Grund beider Formeln läßt sich dann das Strahlungs- Gleich- 
gewicht in der Stern-Atmosphäre diskutieren und mit der beobachteten 
Strahlung vergleichen. 


D A. riisüld, Physik der Sternatmospluiren mit besonderer Berück 
sichtigung der Sonne. Berlin, Julius Springer, 1938. 
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Der Compton#Effekt 

§1 

Allgemeine Übersicht 

Als Arthur Cumptoii 11122 die Welleiilaiigeii-Anderung bei der 
Streuung von Röni genstrahlen entdt‘ckte, schuf er eine sichere Basis für 
die von Einstein beim Photo-Effekt eingefuhrte Lichtquanten-Hypothese. 
In der Tat konnte er alle Beobachtungs-Tatsachen erschöpfend durch die 
einfache Vorstellung erklären, daß das primäre ,, Photon“ Energie und 
Impuls verteilt, einerseits auf das Ruckstoß-Elektron, andererseits auf das 
sekundäre Photon. Gibt man die Richtung des letzteren, d. h. den Streu- 
winkel ‘ß, im Versuch vor, so ist nach dem Erhaltungs-Satz von Energie 
und Impuls die Energie des sekundären Photons und zugleich Geschwindig- 
keit und Richtung des Ruckstoß-Elektrons bestimmt. Als Ruckstcdt- 
Elektron kommt in erster Linie ein äußeres, schwach gebundenes EI(‘ktron 
m Betracht, welches in guter Näherung als völlig freies Elektron schemati- 
siert wird. Wie wir in Bd. I, S. 50 sahen, führt diese VorstiPung auf die 
Formel 

(1) j;. - 

^ — Conipton- Wellenlänge, 
c 

oder die damit äquivalente Formel 

(2) •’; = 1 (1 - cos*?), 

r / 

wo V die primäre, v' die sekundäre Schwingungszahl bedeutet. 

Die Beobachtungen von Conipton und aller seiner Nachfolger haben 
diese Gleichungen bestätigt^). Zweifel entstanden nur in bezug auf die 

B Eine geringfügige Abweichung von (P. (1), welche Ross und Kirk- 
partrick gefunden haben, ist sekundärer Natur und beruht auf der Bindung 
des Rückstoß-Elektrons. Vgl, hierzu § 5 dieses Kap. Anm. 1) und 2) von S. 616. 
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Intensität der Streustrahlung. Hier war man zunächst auf korrespondenz- 
mäßige Annahmen angewiesen (Compton, Debye). Eine Entscheidung 
konnte erst die Wellenmechanik bringen, die fast gleichzeitig von mehreren 
Forschern^) auf unser Problem angewandt wurde. 

Bei der wellenmochanischen Behandlung unterscheiden wur, ähnlich 
wie in den vorangehenden Kapiteln, drei Grade der Annäherung. Den 
ersten Grad liefert die Methode der Matrix-Elemente, § 2. Sie ist 
in sich konsequent und lehrreich, gibt aber noch nicht die richtige Wellen- 
längen-Änderung und daher auch nicht die endgültige Intensitätsformel. 
Hier werden bereits die eigentümlichen Konverg(‘nz- Schwierigkeiten zur 
Geltung kommen, die mit der Vorstellung der freien Elektronen verbunden 
sind. Den zweiten Grad der Annäherung liefert die Methode der elektro- 
dynamischen Potentiale, § 8. Sie gestattet die Betardierung der aus- 
gesandten Strahlung zu berücksichtigen und fuhrt zu d('r Comp ton sehen 
Formel für die Wellenlängen-Anderung und zur Gordonscheii Intensitäts- 
Formel. Aber sie ist auf extrem harte Strahbai nicht anwendbar. Die 
dritte zur Zeit vollkommenste Methode geht von der Dirac-Gleichung 
aus, §4, und fuhrt zu der berühmten Klein-Nishina sehen Streu- 
Formel. 

Die große Vereinfachung, welche die Betrachtung dos freien Elektrons 
mit sich bringt, besteht darin, daß sich hier die durch die auffallende Welle 
gestörten Eigenlunktionen elementar berechnen lassen, daß man also die 
in der Storungsrechnung sonst ulilicheii lleihenent Wicklungen nach den 
ungestörten Eigenfunktionen gar nicht laitig hat. 

Das Problem der gebundenen Elektronen, dessen Losung von 
Wentzel^) in Angriff genommen und von Waller^) verschärft wurde, 
wc'rden wir in § 6 mit einiger Ausführlichkeit nach der Schrödinger- 
Theorie behandeln. Hier wird namentlich das Verhältnis zwischen Comp- 
ton- Strahlung und Kayleigh-Strahlung, zwischen ,, modifizierter“ 
und in der Wellenlänge iingeänderter Streuung herauszuarbeiten sein. Die 
Eayleigh-Streuung tritt ebenso wie der Photo-Effekt nur am gebundenen 
Elektron auf, welches durch seine Bindung den Impuls des auffallenden 

W. Gordoii. ZeilHchr. f Phys. 40, 117 (1926); E. Schrödinger, 
Ann. d. Phys. 82. 257 (1927); 0. Klein. Zeitschr. f. Phys. 41. 407 (1927); 
G. Breit. Phy^. Rev. 27, 362 (1926); P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 111, 405 
(1926). 

2) G. Wentzel. Zeitschr, f. Phys. 43, 1, 779 (1927). 

3) J. Waller. Phil. Mag. 4. 1228 (1927) und besonders Zeitschr. f. Phys. 51, 
213 (1928). 
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Lichtquants auf den Kern übertragen kann, und ist am freien Bkktron 
nach den Erhaltungssätzen unmöglich; dagegen tritt die Compton*Streuung 
am reinsten beim freien Elektron auf; durch die Bindung wird die Compton- 
Linie zu einem „Compton-Bande“ verbreitert. Die Gesichtspunkte, die 
wir über die Form dieses Compton-Bandes in § 6 bringen werden, sind viel- 
leicht geeignet, feinere Züge des Compton-Effektes im Experiment zu ent- 
hüllen. 


Zum Beweise unserer Anfangs-These, daß durch die Comptonsche 
Entdeckung die Lichtquanten-Theorie bewiesen sei, gehört in erster Linie 
der Nachweis, daß die Aussendung von Photon- und Eückstoß-Elektron 
im Experiment als gleichzeitiger Akt dargetan wird. Orientierende 
Versuche von Compton und SimoiO) mit der Wilson-Kammer schienen 
damit im Einklang zu sein. Viel genauer waren die Versuche von Bothe 
und Geiger^) mit photographisch registrierender Zähl- Vorrichtung; 
auch sie sprachen für die zeitliche Koinzidenz der beiden Emissions- 
Vorgänge. Dagegen wurden aus dem Comptonschen Laboratorium Ver- 
suche von Shankland^) mit harten y-Strahlen mitgeteilt, die gegen diese 
Koinzidenz zu sprechen schienen. Die von verschiedenen Seiten angestellten 
Gegenversuche haben aber das Shanklandsche negative Eesultat nicht 
bestätigt. Insbesondere konnten Bothe und Ma i er- Leibnit z^) die 
quantitative Übereinstimmung der Koinzidenz-Zahlen mit der Geometrie 
des Experiments nachweisen. Das Gegenteil wäre nicht nur für die ur- 
sprüngliche Comptonsche Theorie verhängnisvoll gewesen, sondern auch 
für die gesamte Wellenmechanik, nach der ja Energie- und Impulssatz im 
einzelnen Elementar-Prozeß und nicht nur im statistischen Mittel er- 
füllt sind. 


Eine andere prinzipielle Frage, zu der der Compton-Effekt einen 
Beitrag liefern kann, betrifft die Natur des Elektrons als Welle oder Kor- 
puskel. Eine allgemeine Durchmusterung der Streuungs-Vorgänge führt®) 
zu dem Ergebnis, daß „das engste klassische Analogon zum wellenmechani- 
schen Bilde des Atoms ein Atom ist, das aus individuellen, diskreten Elek- 
tronen auf gebaut ist, welche vermöge der ihnen w^llenmechanisch zu- 
gewiesenen verschiedenen Konfigurationsräume voneinander unterschieden 
werden können“. 


G A. H. Compton und A. W. Simon, Phys. Rev. 26 . 289 (1925); vgl. auch 
26 , 306 (1925). 

*) W. Bothe und H. Geiger, Zeitschr. f. Phys. 32. G39 (1925). 

^) R. S. Shankland, Phys. Rev. 49, 8 (1936). 

^) W. Bothe und H. Maier-Leibnitz, Zeitschr. f. Phys. 102, 143 (1936). 
®) A.H. Compton, Phys. Rev. 47, 367 (1935). 
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§2 

Methode der Matrfx-Eleniente 

Die einfallende Welle (Röntgenwelle) stellen wir wie S. 860 dar durch 
das Vektorpotential 


( 1 ) ^ 




2 « t ^ I 




Wir wählen also die a:- Achse als Fortpflanzungs -Richtung, die Achse als 
Polarisations-Richtung der Welle. Die Amplitude a werden wir als beliebig 
klein behandeln. 

Die Eigenfunktion des freien, ungestörten Elektrons setzen wir als 
ebene de Broglie-Welle an in der Form: 

(2) u — y) — N N — 

Den in (2) angegebenen Wert des Normierungsfaktors N hal)en wir aus 
Zusatz 8, (B. (7) entnommen. Für die Frequenz o) schreiben wir nicht- 
relativistisch unter Hinweis auf (I. 2. 27) : 

W //^ 

( 8 ) k\ 

ff 2 m 

Wir werden (2) für das Elektron im Endzustände (Ruckstoß-Elektron) 
benutzen. Das Elektron im Anfangszustande unterscheiden wir durch 
den Index 0, schreiben also statt (2): 

► 

3 /, 


( 4 ) 


«0 Vo <'■ 


- t (i»o t 






(2.T)- 


Wir behalten absichtlich die unbestimmten Zeichen und coq bei, trotzdem 
wir beim Arifangszustand an ein ruhendes Elektron denken. Wir setzen 
also analog zu (8): 








n ’ 2 m 

Wir gehi'ii zum gestörten Endzustand V über. Dieser berechnet 
sich nach (1.6. 12b) aus der Störungsgleichung: 


( 6 ) 


A V -f 


2 i m d U 
h dt 


— — (^grad 17). 

c /i 


Hier ist die potentielle Energie (Bindungs-Energie des Elektrons an das 
Atom) bereits gleich Null gesetzt. Rechter Hand dürfen wir U durch die 
ungestörte Eigenfunktion ii aus (2) ersetzen. Mit Rücksicht auf (1) und (2) 
wird die rechte Seite von (6) daraufhin: 

> ► 

l) ( A' r) . (,1(2 n V — (ü) ^ q_ gl (A'' t) g— t (2 :r I + w) ^ 

ea * >■ 'ln 2;t 

h ~ — — , A — /i — , ^ H — C, 

ch / A 


( 7 ) 
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wo e den Einheitsvektor in der Fortpflanzungsrichtung der Welle (poöitive 
a:-Eichtung) bedeutet; man hat also: 


7iV = 

2:rr 

K- , 

Ky ky^ 

K. 

11 

2 n 

Ky = ky, 

Kz 


Auf der linken Seite von (6) setzen wir ähnlich wie in (V. 3. 7) : 

(8) r = U + { (2 ;t » + «0 

Zur Bestimmung der Storungsglieder brauchen wir aber nicht die all- 
gemeinen Methoden aus Kap. V, sondern entnehimm aus der exponentiellen 
Form (7) der Störuiigsfunktion, daß wir (6) exakt und in geschlossener Form 
integrieren können durch den Ansatz 

> > 

( 9 ) -- jy 

Einsetzen in (6) und Koeffizienten-Vergleichung liefert dann die Werte 

(IC - h v) 


)'^0V + hv) 


Schließlich folgt aus (8) und (2): 

(11) K = + -- 


hkyN 
2 w 


(A t) * M2 T I - (.)) t 


(W - h v) 


(A'' r) ? (2 7 ) 4 (»)t • 


K'^-^’Uw + hv) 

entsprechend für den gestörten Anfangszustand U^, wobei wir bequemer- 
weise sogleich zu dem konjugierten Ausdruck U* ubergehen wollen: 




— I (kg t) + / <"0 ^ - 




■ i(Ä'oI) — I {2nv — WQ)t 


'(W,-hv) 




ß-i(A'J|r) + ?(2;ri + (»oX 
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Mit diesen Ausdrücken berechnen wir formal, ohne uns zunächst um die 
offensichtliche Divergenz der Integrale zu kümmern, das Matrixelement 


( 12 ) 


Mq = ^ qU* ü dr Conj. 
q ~ x,y,Zy dx — dxdy dz. 


Wegen der Hinzunahme des konjugierten Ausdrucks, in dem also U durch 
D* und U* durch Uq zu ersetzen ist, vgl. S. 58. 

Beim Ausmuliiplizieren von (11) und (11a) treten (llieder mit 6®, 
und auf. Die letzteren sind als klein zweiter Ordnung zu vernachlässigen. 
Die Glieder mit interessieren uns nicht, weil sie dem spontanen, nicht 
dem durch die auffallende Welle induzierten Übergang entsprechen. 

Bleiben also nur du^ Glieder mit /d. Diese zc'rlegen sich je nach ihrem 
Zeitfaktor in zwei Teile 1 und II, deren Ursprung aus diaii folgenden Schema 
ersichtlich ist: 




U 




Schema zur Berecliming des St okesscheii Anteils T mul des \nti-Stokes sehen IT. 


Hiernach entsteht I (nach unten gerichtete Pfeile) durch Multiplikation de> 
ersten Gliedes von U* mit dem zweiten Gliedi* von U und des dritten 
Ghodes von IJ* mit dem ersten Gliede von i> . Der Zeitfaktor ist 

(18) c'» - <->ü)) O . . bei I. 

II entsteht (nach oben gerichtete Pfeile) durch Multiplikation des ersten 
bzw. dritten Gliedes von U mit dem zweiten bzw. ersten Gliede von U*. 
Der Zeitfaktor ist 

(18 a) t'- ' (2 + ('"-«»o)) ^ ... bei II 

Die konjugierten Zeitfaktoren, die aus dem in (P2) angedeuteten konjugierten 
Matrixelement entstehen, sind ebenfalls der Gruppe 1 bzw. II zuzurechnen. 

Wir nennen (vgl. auch S. 876) I den Stokesschen, II den anti- 
StokesBchen Anteil. Zur Begründung dieser Bezeichnung schreiben 
wir (18) und (13a) unter Hiiizunahme der konjugierten Werte und mit 
Kucksicht auf (8) und (5), folgendermaßen um: 

Stokesscher Anteil: 

/// = kr - (ir - IF,). 


( 14 ) 
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Anti-Stokesscher Anteil: 

(14a) ^ ^ (PP _ 

In (14) ist das sekundäre Lichtquant hv' gegenüber dem primären hv ver- 
mindert (TI — ist sicher positiv, auch wenn wir zunächst Wq nicht 
direkt gleich Null setzen). Dies entspricht der Stokesschen Kegel. 
In (14 a) ist dagegen das sekundäre Lichtquant gegenüber dem primären 
vergrößert. Dies widerspricht der Stokesschen Regel und ist 
e n e r g e t i s c h a u s z u s c h 1 i e ß e n . Daß wir beide Anteile in unserer Rechnung 
vorfinden, war nach dem Ansatz für unser Matrixelement in (12) zu erwarten. 
Dieses ist in den Eig6mfunktionen von Anfangs- und Endzustand sym- 
metrisch, enthält also sowohl den Übergang Anfangs- Endzustand wie 
den Übergang End- Anfangszustand. Letzterer kommt aber für uns 
nicht in Betracht. Wir beschäftigen uns also weiterhin nur mit dem Stokes- 
schen Anteil. 

Wir schreiben diesen unter Fortlassung des Zeitfaktors ausführlich hin. 
Unser Schema von S. 573 ergibt mit Rücksicht auf (11) und (11 a) und die 
Bedeutung von N und zunächst: 


b 

(2.T)« 



^ - i(4t) 

2 » '■ 


2 tu 

Ao* ~ 2 I) + ’’) 


\ 

/ 


Hier sind aber die beiden Exfionential-Eunktionen unter sich gleich. Denn 
es gilt nach (7aj 


(15) K ~ — — Kq k — (ky. — ky — k^y. k, - ki^^. 

W ir können also die vorige Formel zusammenziehen zu 


(15a) 


(15 b) B == b 


B 

(2 TT? 


2 w 


(W 


+ - — 

hv) A7 


k 

"F 


■Oy 


(TI 0 + ^ v) 


(15a) wäre nun im Sinne der Gl. (12) mit q — x, y, z zu multiplizieren und 
nach dr zu integrieren. Das ist aber ersichtlich aus Konvergenzgründen un- 
möglich. Der tiefere Grund hierfür hegt in der Unschärfe-Relation. Solange 
wi; 4ie Wellenzahlen k, k^^ bzw. die zugehörigen Impulse p = Ä/c, = hk^ 
als s c h a r f bestimmt ansehen, ist der Ort des Elektrons völlig unbestimmt, 
also mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf alle Raumelemente dr verteilt. 
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Dem entspricht es, daß die Integration nach dr über die Exponential- 
funktion (zumal nach Multiplikation mit q) divergiert. Wir müssen daher 
in der Schärfe der Wellenzahlen nachlassen. Deshalb betrachten wir nicht 
das einzelne Rückstoß-Elektron h oder das ursprünglich ruhende Elektron 
liQ — 0, sondern eine Gruppe von Elektronen, deren Wellenzahlen um 
eine mittlere Wellenzahl k — bzw. um /cq — 0 verteilt sind. Die Art 
der Verteilung beschreiben wir als „Zackenfunktionen“ Z = Z (k, k^), 
Zq = Z (/cq, 0) und meinen damit, daßZ undZ^ nur in der Nähe von /c = 
bzw. k^ = 0 von Null verschieden sind: das Verhalten in der Nähe dieser 
Stellen legen wir fest durch die Normierungs-Bedingungen : 

-f oo -f oo 

( 16 ) = = l 


(die Integrale räumlich gedacht, also dk dk^dkydk^ usw.). 

Die Faktoren Z, Z^ und die Integrationen dk, dk^ sind nun in dem 
Matrix-Element (12) hinzuzufugen. Indem wir uns auf den Stokes sehen 
Bestandteil beschränken, dessen Zeitfaktor wir aus (14), dessen Kaumfaktor 
wir aus (ITia) entnehmen, schreiben wir statt (12) 

(17) -V, = (k , ;.-,) J + Kdiij., 

(17a) J= 1 9 

(17b) F{k.k^) = Z {k^,0) 

Zu der Schr(*ibweise F (A^ kf^) bemerken wir ausdrücklich, daß diese Größe 
mittels B und v von den beiden Integrations-Variabeln k und k^ abhängt. 

Wir wünschen das (sechsfache) Integral J in Fourierscher Weise aus- 
zuwerten. Dazu müssen wdr es ein wenig umfonnen. Es ist ja q eine der 
drei Komponenten des Radiusvektors r; also gilt: 

d ^ ^ 

ßi (r. A ^ i q ^ ^o) 

d /b() g 

Daraufhin können wir statt (17a) zunächst schreiben: 
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Auf dieses Integral läßt sich nun unmittelbar das Fouriersche Theorem 
anwenden, welches besagt, daß es nur auf den Wert der zu integrierenden 
Funktion an der Verschwdndungs- Stelle des Exponenten, also in unserem 
Falle der Stelle Kq = K ankommt. Man erhält so: 

( 18 ) J ^ l 


hier ist nach Ausführung der Differentiation K zu setzen. 

(17 b) ist 




• .B 71 1 1' 


Nach 


Das erste Glied rechts ist eine einfache Zacke von der in Fig. 38 durch die 
ausgezogene Linie dargestellten Form, die wir als symmetrisch voraiissetzen 



Fig. 38. 1 Darstellung der Fig. 33. Darstellung der drei Fak- 

Zackenfuiiktioii / (aus- toren des Integranden von (13), 

gezogene Kurve) und der eindmiensionale Skala, 

differenzierten Zacken- 
funktionen (strich- 

punktierte Kurve). 


wollen. Z (— k^) ~ Z (-f ä:q) : das zweite Glied dagegen ist eine Doppel- 
zacke von der Form der in der Figur punktierten Linie, mit gleicher 
positiver und negativer Erhebung. (Unser Bild stellt dies in eindimen- 
sionaler Skala dar, ist aber natürlich dreidimensional zu denken.) .Die 
Doppelzacke liefert ersichtlich zu der in (17) verlangten w'eiteren Inte- 
gration keinen Beitrag, weil ihre positiven und negativen Teile sich zer- 
stören. Wir können daher das zweite Glied in (18 a) fortlassen und 
statt (18) schreiben: 

(18b] J ^ ~ 0 = -J- (hc‘ 

dh,j 

yobei in dem ausdifferentiierten 0 wieder = K zu setzen ist. Schließlich 
erhÄlten wir nach (17) 

(19) = - ijdkZ(k,k,)Z (K, 0)0 + Koni • 
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Nunmehr sind wir in der Lage, einen entscheidenden Schluß zu ziehen. 
Der Integrand von (19) besteht wegen seiner beiden ersten Faktoren aus 
der Überlagerung zweier steiler Zacken, deren Scheitel bzw. an den Stellen 
liegen : 

(20) und K = 0. d. h. k = y e, s. Gl. (7). 

Fig. 39 stellt diese beiden Zacken dar (wieder eindimensional schematisiert) 
und deutet zugleich an, daß wir den dritten Faktor 0 des Integranden als 
langsam veränderlich behandeln können. Sind nun die beiden charak- 
teristischen Stellen (20) voneinander verschieden, so verschwindet die 
eine Zackenfunktion am Scheitel der anderen und ihr Produkt wird Null. 
Nur wenn die beiden Zacken zusammenrucken (vgl. die Pfeile in Fig. 89), 
kann das Integral einen endlichen Wert haben: nur dann gibt es eine 
endliche Ausstrahlung. Die Bedingung hierfür lautet nach (20): 


Wir nennen diese Bedingung ,, Impulssatz“. Nach Multiplikation mit h 
steht nämlich links di-r Impuls des Buckstoß-Elektrons, rechts der des ein- 
fallenden Photons, (il. (21) besagt mithin, daß das 
Buckstoß-Elektron den Impuls der einfallenden 
Welle übernimmt und in deren Fort pflan zu ngs- 
Bichtung fortfliegt, vgl. Fig. 40. 

Mehr konnten wir von unseriun gegenwärtigen 
Standpunkt nicht erwarten. Denn wur haben bis- 
her den Impuls dt^r austretenden Strahlung m keiner 
Weise in Bechnung gesetzt. Das wird erst im 
nächsten Paragraphen gescheh(ui. Deshalb konnten wir hier nur zu 
einem unvollständigen, verstümmelten Impulssatz gelangen. 

Der nächste Schritt besteht darin, daß wir den Zeit-Faktor von 0 
in (19) berechnen, und zwar, wie Gl. 20 verlangt, für die Werte 

k — k^, = K ~ 0. Nach (3) und (6) wird dann IPo ~ 0, TT' “ IT'j = 

und nach (14) 

(22) hv' = hv — TTj. 

Dies ist der Energiesatz, und zwar in unverstummelter, exakter 
Form. Der Zeitfaktor in 0 besagt also, daß die einfallende Energie gleich 
ist der ausgestrahlten Energie der kinetischen Energie des Biickstoß- 
Elektrons. 

Aus Energie- und Irnpuls-Satz berechnet sich die Comp ton sehe 
AVellenlängen-Änderung. allerdings nicht in der richtigen Fonn der Gl. (1, 1), 

Sommerfeld, Atombau. II. 37 


M 

WetU^ t Üektron 


hv 

T 

Fig. 

von 

tron 


f p=f> /(7 

40. Bichtung 
Buckstoß-Elek- 
und Matrix- 
elemente. 
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sondern als Folge des unrichtigen Impulssatzes (21) in verstümmelter Form. 
Aus (21) folgt nämlich 




jp __ 7.2 _ 


daher aus (22) 

’ ^ 2 m A- 

Setzt man noch v — cß, v' — cß', JA — 

1 h A' 1 . A' 1 . 

"2 T "" 7 


A, so hat man hiernach 


(23) 


JA - 


2 VI c A 

im Widerspruch zu Gl. (1. 1). 

Wir wollen nun das Matrix-Element nach Große und Kicbtung 
wirklich ausrechnen. Für das lnt(>gral in (19) erhalten wir, wenn wir die 
beiden zusammengeruckten Zacken Z und Z^ als identisch ansehen^) und 
die Norniierungsbedingung (16) anwenden, zunächst 


(24) 

somit 


0j(nzz„ = 0jdkZ‘‘ = 0, 


(•24a) 


-V„ 


— 20 -f Konj. • 


k — Je 

1 i = K --= 0 

und hieraus, wegen der Bedeutung von 0 in (18b), 


(24 b) 


= 


. dB ,, . 

. , c*-"' ‘ + Konj.-- 

O Koq 


Je = Je, 


1 Je, - K = 0 

Daß wir in dieser Fonnel das Glied unterdrückt haben, das d(*r Differentiation 
von exp ßniv'f) in (18b) entspricht, rechtfertigt sich so: Nach (14) und 
(5) ist 

,1 ^ rl \V 


dJi. 


d v 

d Je^\q Ji d JC{)q u ^ 

► 

Dies verschwindet aber wegen der in (24 a) vennerkten Bedingung /Cq = 0. 

Sodann ergibt sich aus (15b), wenn man den von /cq unabhängigen 
Bestandteil nicht ausschnäbt und K'^ aus (7a) entnimmt: 

h k,»,, 

(25) B - 


4 71 




8 Tl'^ VI V 

h 


1) Dieses hier zulässige summarische Verfahren wird im nächsten Para- 
graphen zu verschärfen sein. 
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Hieraus schließt man wegen — 0 auf: 

[0 für q X oder 

hh 


(25a) 


dB 

dk,n 


8 VI V 


für q y. 


Die Aussage in der ersten Zeile ist evident. In der zweiti'H Zeile wurde man 
nach (25) zunächst haben: 


(25 b) 


dB b 

\T) " h 


Hier kann aber das erste Hlied des Nenners gegtui das zweite Glied ge- 
strichen werden: denn das Verhältnis dies(*s zu jenem ist 


(25c) 



2 HL C 

h 


l r- 2 


k 


Wir inussi'ii al)er bri unserer geilen u artigen nicht -relatn istHcben Kcch- 
ijung die (‘jnfalh'iide Htrabiung uD nicht zu hart vnrau^^etz(‘n, also 
^ A, iinnehiueii. Deshalb ist de* beal>siclitigt(^ Streichung berechtigt 
und es gellt in der Tat (25h) in die zweiti* Zeile von (25 a) über. 

Aus der (Tsten Zeih' von (25a) schlitdh'ii wir nun sotort : Das Matrix- 
eleiiK'iit M ist nach der i/- Achse gerichtet: wir haben einen mit 
der auffallenden Welle in deren l’ola risa tions-lt ichtu ng mit- 
schwingenden Dipol (dies wurde hen'its in Fig. 40 durch den mittleren 
TT(ul angedeutet ). ])ie Große des Di])ol-i\I omi'iit es ist nach (24h) und 
der zweiten Zeile \on (25a): 


(26) 


M M, 


i b h 
8 71^ m 


^.2 T / I ' / 
V 


4- Konj. 


sin 2 71 V f. 

1 7t'^ r 


Stdzen wir hii'r noch den WiTt \on b aus (7) ein, so entsteht 


(27) 


T/ — — — sin 2 71 V /. 

))l 2 71 V c 


Wir vergleichen dies Resultat mit dem auf klassischem Wege be- 
rechneten Dipolmoment (‘iiies unter der Wirkung der auffallenden Welle 
mitschwingenden Elektrons. Aus dem Vektorpotential (1) ergibt sich 
die elektrische Feldstärke in der einfallenden Welle zu 


(28) 


(£ =rr ^ 8111 '2jt(vi ~ jY 


37 * 
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Das Elektron befinde sich an der Stelle x = 0. Seine Ausschwingung 
erfolgt in der y-Eichtung und beiße )/. Seine Bewegiingsgieichung Jautet 

2 7zac 


m i( = c(iy 


daher 


m rj 


*2 71 A 


sin 2 71 r t, 


sin 2 7zvt. 


Das Dipol-Moiiient des initsclnvin^enden Elektrons wird also (mit Ar = c): 


(29) 


M =- My =. 


sin 2 71 V t. 


m z 71 V c 

Dies ist unsere Formel (27) mit dem einzigen Unterschiede, daß hier unter 
dem Sinus die urs})rungliche Frequenz r statt der ,, modifizierten“ Compton- 
Frequenz v' steht, von der die klassische Theorie natürlich keine Eechenschaft 
geben kann. 

Aus ü/, Gl. (27), folgt nach Anm. 1 von S. 56 die zeitlich gemittelte 
Ausstrahlung 

. . ..'^'sin2(9 

(80) ^ 1 


— 71 / V /a v' ^ sin^ 0 

^ 2c^r/cV V r / 


wo G den Winkel zwischen der Momentenachse und der BeobachtungN- 
Richtung, r den Abstand des Beobachters bedeut t‘t. Andrer>eits ist die 
zeitlich gemittelte Einstrahlung, vgl. z. B. Gl. (28); 

TT 

27 

Das Verhältnis beider ist 


^0 = — . 


(82) 


i3 _ / e Y /e Y 0 
' s ~ \,ncy ' e 


Dieselbe Formel bis auf den Faktor (y,v)^ erhält man natürlich auch au^ 
dem klassisch berechneten (Momente (29). 


§3 

Methode der retardierten Potentiale 

Wir beginnen mit der Formel (1. 8. 21) für das elektrische Feld der Au^- 
strahlungi) : 


( 1 ) 




2 71 i/ 

Ji 


f ^ 

IlG 


(r n) 


d T + • 


B ln Gl. (1) ha])en wir da^ uingekelirte Vorzeichen von d gewählt wie 
in Gl. (I. 8.21), um die Zcitabhangigkeit an diejenige im vctrigen Paragraphen, 
vgl. insbesondere (2. 13), anzuscliheßen. Da in (1) ohnehin der konjugierte 
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T ist die Zeit der Beobachtung im Aufpunkte, B der (unendlich große) Ab- 
stand derselben vom Kern, n der Einheitsvektor in Eichtung dieses Abstandes. 
Im Gegensatz zu (I. 8. 21) haben wir die Schwingungszahl v genannt, 
was wir sogleich im Anschluß an GL (4) rechtfertigen werden. Der 

Exponential-Faktor unter dem Integral-Zeichen ist der ,,Ketardierung8- 

> 

Faktor“, j ist der aus Anfangs- und Endzustand kombinierte elektrische 

> 

Strom, jj^ seine Komponente senkrecht zu n. Den Ausdruck von j 
schreiben wir nach (1. 7. 15) folgendermaßen an [unter Hinzufugung der 
(elektromagnetisch genH'sscaa'n) Ladung e!c]: 

(• 2 ) ' = ( r; srad r-r f^rad r J) - » . 

2 i m r m 

Uq und ü sind die durch die auffallende Welle gestörten Eigenfunktionen; 
daß wir sie im letzten Gliede von (2) durch die ungestörten Eigenfunk- 
tionen i/q, v ersetzen durft'ii, lii^gt daran, daß das Vektorpotential 21 der 
auffallenden AVelle, Gl. (2. 1), wegen seiner Amplitude a bert'its klein von 
der ersten Ordnung ist und daß wir in d(‘r Folge kleine Glieder höherer 
Ordnung dauernd vernachlässigen wiTden. 

Wir werden später zeigen, daß der erste Term der rechti'n Seite von (2), 
den wir /j nennen werden, keinen Beitrag zu dem in (1) nuszurechnenden 
Integrale liefert. Wir beschäftigen uns dahiT zunächst mit dem zweiten 
Terme 

(3) = - 'L«»,:«. 

* Vi 

Nach (2. 1), (2. 2), (2. 4) und (2. 7) ist^) 

(4) ^ u* u = (c' 7t r ((.) - (A'- fco, r) 

Das erste Glied der Klammer entspricht dem Stokesschen Anteil und 
ist mit der Schwingungszahl v (il. (2. 14) gebildet, das zweite entspricht 
dem Anti- Stokesschen Anteil und der Schwingimgszahl v', Gl. (2. 14a). 
Wir interessieren uns nur für den Stokesschen Anteil und haben deshalb 
bereits in (1) die Schwingungszahl mit v' bezeichnet. Da wir dort den Zeit- 

Ausdruck mitzunehmen ist. war dies offenbar gestattet. Dem in (1) gewählten 
Vorzeichen von i entspricht nach (I. 7. 15) die Schreibweise des Stromes j 
in Gl. (2). 

^) Wir lassen hier und im folgenden die Vektor-Pfeile über K, usw. als 
selbstverständlich im allgemeinen fort. 
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faktor [und zwar in der retardierten Form exp {27i'iv' {T — 7^/c)}] vor das 
Integral gezogen haben, ist er in (4) wegziilassen. Das in (1) auszuführende 
Integral wird daher nach (3) und (4) 


(5) 


(5a) 


-T 

{inf 


, 2 TT / 1 ' 

ßl(A'— *0, T) . ^ C fjj 


= f "'0, 


^ n 

c = - - ^ 

2 m c 


Mit dem letzten Faktor von (5a) hat es folgende Bewandtnis. Der 
Strom ^2 hat Vektor-Charakter; seine Eicht ung ist. wie (8) zeigt, diejenige 
von also gleich der Polarisations-Richtung, sagen wir p, d('r einfalkmden 
Welle. Dieselbe Richtung hat unser Inti'gral (5). (11. (1) w'rlangt aber, daß 
nur die zu n senkrechte Komponenti* des Stromes zu nehmen ist. Dem 
entspricht es. daß wir (5) mit dem Faktor 

(5b) Pj_ = p - (p 11) 11 

versehen haben. Mit dem Wink(d ß aus (2. 30) haben wir auch 

(5 c) — sin (9. 

Für die Umreehnungen des naeh>(en Paragraphen vird es bequem sein, 
hierfür zu schreiben 

(5d) Pi =[pii], 

welche Gleichung aber nicht ah AVktorgleichung gele>en werden darf: 
die rechte Seite von (5d) sollte korrekterwvise heißen |[pn]|. 

Das Integral (5) ist aber ersichtlich divergent, ebenso wie die ursprüng- 
liche Form des Matrixelementes im vorigen Paragraphen. Wir vi^rfahren 
daher ähnlich wde dort: Statt der scharf definierten Wellenzahl = 0 
fuhren w ir die Wellengruppe 

( 6 ) 

ein. Zy^Z(/iQ,0) ist eine Zackenfunktion von dem bei (2.16) be- 
schriebenen Charakter. Die Integration nach ist dabei nicht nur an dem 
Raumintegral (5), sondern auch an dem Faktor v' und dem Zeitfaktor 
in (1) auszufuhren, weil diese wegen der Bedeutung von v , vgl. (2. 14), 


Die andere dort benutzte Zackenfunktion Z = Z (k, k^) wird hier nicht 
benötigt werden. 
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ihrerseits von abhängen. Wir erhalten daher für das elektrische Feld 
aus (1), (5) und (6) in ähnlicher Schreibweise wie (2. 17): 

( 7 ) (£ = ij + Konj., 

c ix 

(7a) J = I dx j dk„F {k, k^) 

(7b) F{k,k„) 

Das Integral J hat hier bereits scheinbar die Fourier^he Form aus 
(2. 17c). Es ist aber folgendes zu beachten: Der Faktor v' im Exponenten 
von J enthält selbst noch die Variabein k, /cq, und zwar quadratisch. 
Es gilt nämlich nach (2. 14) 


( 8 ) 



r — 


// 

4 71 }U, 


(k^ 


- k'i)- 


Um den fb)u ri ersch('n Satz anwenden zu können, müssen Avir aber den 
Exj)onenteii von c in (7a) linear schreiben, etwa in di'r Form 




/-?ü) iiiit 


>• ► 

2 71 

/ 

h , 

/ - K d 

V 

V- 

' n 

4 71 m / 

► > 

2 TT 

h 


h ~ ^*0 ■“ 

r 

4 7t m 

k?^ n. 


/ hangt dann nur von l\ nur von ab. Als Integrationsvariable wird man 
jetzt /() statt Ä’q wählen konni'U. Man hat dann zu ersetzen 

dk, durch 


WO .1« die Funktional-Deterininante bedeutet, 


(10) Mo = 

Unser Integral J wird daraufhin 


\di„ 

dk- 


(11) = 

mit 

(12) F,(?a„)- 

Die Meinung dieser Formel ist offenbar, daß man k und k^ nach (9) durch 
l und Iq auszudrucken und in F sowie Mq einzusetzen hat. 
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Nunmehr ergibt (11) unmittelbar nach, dem Fourier scheiß -Satz 


(13) 



Einsetzen in (7) liefert mit Eücksicht auf (7 b) 


(14) 


^ = 


Atz C /Z{k^^,0) , 
r B \ ZT " 


sin 2 71 v' 



Dies ist das elektrische Feld, welches beim Übergang der Anfangs- 
Gruppe Zf) ii^inen bestimmten, beliebig herausgegriffenen Endzustand k 
ausgestrahlt wird. Wir müssen aber alle möglichen Endzustände k 
in Betracht ziehen, also über k integrieren, und zwar die Intensität, nicht das 
Feld, weil es sich um inkohärente Vorgänge handelt. Wir bilden dem- 
entsprechend das Zeitmittel von und integrieren über den /c-Rauni 


(15) 



Stz'^ ^ r/Z*(A'o,0)/2x (Ik, 

e äOv Li, ^ ’ 


J = 


dK\ 
dk I 


In dem Ausdruck rechts sind wir von der Integrationsvariabein k zu k^ 
ubergegangen, unter Hinzufugung der Funktional-I)(4enninante A. Dies 
ist deshalb möglich, weil zwischen k und k^ i ach den Beziehungen (9) * 
ein funktionaler Zusammenhang besteht; es empfiehlt ^ich deshalb, weil 
wirnunmehr die Eigenschaften der Zackenfunktion Z {k(^. 0) ausnutzen wollen. 

Z (A:(),0) ist ja nur für Aq = 0 von Null verschieden. Für k^ =-- 0 
wird nach (9) auch 1q = 0. lensere ( ) in (15) ist also für l ^ ~ ^ 

bilden. Nach (9) bedeutet aber l — 0: 


(16) 



// 

Atz m 



Hier ist die Klammer rechts. Agl. die für k^ 0 spezialisierte Gl. (8), 
durch v' zu ersetzen. Auf der linken Seite ist (2. 7) einzusetziai. Man erhält 
daraufhin aus (16) nach Multiplikation mit h 


(17) 


hv . f h V 

— c — // /c H n. 

c c 


Dies ist der exakte (unverstummelte) Impulssatz des Compton- 
Effektes. Der Energiesatz andrerseits ist bereits in der (wieder für 
A-p =r 0 zu spezialisierenden) Gl. (8) enthalten und kann geschrieben werden: 

f.2 hi 

(18) = + 

2 m 


(17) und (18) zusammen fuhren nun in bekannter Weise zu der korrekten 
Compton- Gleichung (1.1) oder (1.2). 
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3. 23 b . 

, . : ‘ Wir gehen auf (15) zurück und führen die Integration nach h%\ii Grund 
der Normierungs-Bedingung (2. 16) für Zq aus. Es ergibt sich 

- 1/2 


(19) 




c* AS A 

Hier hat / den in (17), (18) enthaltenen Comptonschen Wert. Über die 
Berechnung von Aq und A werden wir sogleich handeln. Zunächst gehen wir 
von (19) zu dem mittleren Energiestrom über: 

/IO \ ^ f 2 jr C* v'^ 

Mit Kücksicht auf den Wert von C in (5a) ist dies: 

ichnry Jf.i 

Dividieren wir noch durch den einfallenden Energiestroni aus (2. 31) 


(20 a 


V. n 


SO erhalten wir, wenn wir zugleich (5c) benutzen: 


( 21 ) 


^^3 ^UcVWJ?. 


M 7?“ 

Jetzt bestimmen wir den Nenner indem wir zeigen, daß 

(22) I 0 - 1 

ist. Dabei wollen wir, um uns sjiäter nicht wiederholen zu müssen, die 
liechnung gleich für den relativistischen Fall durchfuhren, was keine hlr- 
sehwerung bedeutet. 

Wir haben dann die in (9) (Angehenden kinetischen Energien nicht zu 
definieren durcli 

//‘‘‘/c^ pS 

2 m 2 VI ’ 2 VI 2 vi 

sondern, w(‘nn wir die Buhenergie vorübergehend mit ■^00 bezeichnen, 
durch 

(23) E — Eqo bzw. Eq — Eqq 

mit der bekannten relativistischen Bedeutung von E und E^ 


(23a) E = iEL + e k\ £, = VK„ + //» kf, 

Die zweite Gl. (9) geht daraufhin über in 

E„ - E„„ 
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und die Gleichung l = in 


^ 2 71 

(28c) k- 7-e4-| 
c 




^0 ^00 , 


Durch Differentiation dieser beiden Gleichungen folgt wegen (23a): 

(24) Tk„-p^n(k„,TK). 

(25) Tk-'^n{k n-) = fk, ~'^n (k„ Tk,). 

E Eq 

Weiterhin machen wir uns die Freiheit in der Wahl der Komponenten“ 
Richtungen zunutze. Wir legen eine erste Komponente n von /(, und in 
die Richtung von u, die beiden anderen Kom])onenteii 6' und t senkrecht 
dazu. Dann wird nach (24) 

Ä c ^ ► 

■^ü 

Infolgedessen reduziert sich die Determinante (10) auf das Diagonalglied 
dhn . . 1 1 ffc .. . 

a 7 . 'l*! 1 - 1 ■ (AqU). 

(7 h-() ,J 

Hieraus aber folgt für A’^ 0 in der Tat Jq — 1. wie wir in (22) la*hauptet 

haben. Gl. (22) gilt nach d('m Vorstehenden sowohl im relativistisclien 
wie im nicht-relafivistischen Fallt'. 

Ebenso berechnen wir die Funktional-Determinantt' .1 aus (15): 


wo Ä:^ und k wieder durch die Bedingung I verknüpft sind. Bei gleicher 
Wahl der Richtungen n, s, i haben wir nach (25): 

I " - F - T 

(26) E^ E 

I dkt\a dkg, dkuf = dk*. 


Aus der ersten Zeile folgt, wenn wir jetzt die Bedingung k^ = 0 benutzen: 
(26a) 


und aus der zweiten Zeile: 


2 d A*o s 

dkt ' d kn 


— 0 usw. 
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Infolgedessen reduziert sich auch die Funktional- Determinante A auf das 
Diagonalglied 


( 27 ) = = 


Hier setzen wir für k seinen Wert aus dem Impulssatz (17) ein: 

h ck = h {v t — V n) 
und folgern daraus mit (c n) = cos d : 

Ä c (k n) — k {v cos — r'). 

Entnehmen wir noch v' aus dimi relativistisch umgeschriebenen Energie- 
satz (18) 

, - ^00 

so wird 

he, (kn) — ]i.v (cos {) - 1) — (E — 

Einsetzen in (27) (Tgibt 

Hierfür können wir schließlich nach der Compton-Dk'ichung (1. 2) einfach 
schreiben, wenn wir die RulKauTgii' weiterhin vieder mit E^^ statt mit ■^00 
bezeichnen: 

(28) A 

E r 


Dieser Wert \on A ist in der relativistischen Rechnung des nächsten 
ParagraplH'ii zu btaiutzen. Für die mcht-relativistische Rechnung dieses 
Ihiragraphen ist ('s offenbar konsequent, E durch zu ersetzen, also (28) 
durch: 

(28a) ,1-4- 

V 


Auf Grund der so festgestellten Werte von und A , Gl. (22) und (28a). 
geht (21) über m 


(29) 


S = 


l Y /v' Y sm^ & 

\i’/ 


Wir haben also dieselbe Formel, wue wir sie in (2. 28) nach der Methode 
der Matrix-Elemente gefunden haben, nur mit veränderter Potenz 
von V jv. — Gl. (29) gilt für polarisierte einfallende Strahlung. Wir 
gehen zu un polarisierter Strahlung über, indem wir zwei zueinander 
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senkrechte Polarisationen pj und pg inkohärent überlagern. Dabei können 
wir p^ in die Ebene durch die Einfallsrichtung c und die Beobachtungs- 
richtung n legen, pg also senkrecht zu dieser Ebene. Mit der schon oben 
benutzten Bezeichnung & = 4 (e, n) wird dann 


(80) 


Y sin^ 0j = cos^ 

= sin’6»j = 1. 


An die Stelle von sin^ö tritt also 

I (sin*^ 0, + sin^ ß^) = 
und Gl. (22) geht über in 


1 + cos^ 7 J 


(31) 


/ /v'^ 1 1 -f cos^ d' 

\vicy \v) 2 


Dieses Resultat werden wir in § 4 mit der Kiein-Nishina-Formel vergleichen. 

Wir haben uns jetzt noch in aller Kurze mit dem ersten Teil des durch (2) 
dargestellten Gesamt-Stromes zu beschäftigen: 

eh 

ii = (E* grad U - V grad V^) 

und haben zu zeigen, dab dieser, wie behauptet, keinen Beitrag zur Aus- 
strahlung liefert. Die liier eingehenden gestörten Eigenfunktionen U, U* 
sind durch die Gin. (2.11), (2.11a) dargestellt. Nach dem Schema von 
S. 57B erhält man durch elementare Rechnungen, bei denen die Gl. (2. 15) 
zu berücksichtigen ist, für den Stokes sehen Anteil von j-^ bei rnterdruckiing 
des Zeitfaktors exp (2 Jt i v' i) : 


(32) 


cÄ B ^ 

(1 fl (A Ao, t) 


B = h 


hy {kf^ + K)± 




Diese Formeln sind ähnlich geschrieben wie die Formeln (2. 15a, b). Unser 

> 

jetziges B unterscheidet sich von dem dortigen B nur durch die in den 
Zählern von (82) hinzutretenden Vektoren ; durch den Index -L ist angedeutet, 
daß es für die Ausstrahlung wieder nur auf die zur Beobachtungsrichtung 
senkrechte Komponente der genannten Vektoren ankommt. 
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Um das aus entstehende Feld zu berechnen, hätten wir (32) in (1) 
einzusetzen, und, da das Integral ersichtlich divergiert, eine ZackenfunktionZo 
hinzuzufügen. Der Schluß auf Energie- und Impulssatz ist derselbe wie 
oben. Der Impulssatz verlangt [vgl. (16)]: 

(88) K^. n; 

C 

die Natur der Zackenfunktion fuhrt wieder auf = 0. Die Größe B, die 
als Faktor in auftritt, reduziert sich dann auf 


Hier ist aber wegen des in (83) angegebenen, mit n pro])()rtionalen Wertes 
von K: 

► ► 

(34) 0. alho auch B — 0 und = 0, 

was zu beweisen war. 


Der Compton-Effekt beim freien Elektron nach der Dirac-Gleichung 

Handelt es sich um W^i'llenlangen der einfallenden Strahlung, welche 
kleiner als oder v(‘rgleichhar mit der Compton- Wellenlänge 


sind, so haben wir uns auf die Dirac-Gleichung zu stutzen. Sie lautet beim 
freien, ung es i. orten Elektron; 

( 2 ) Ln-^ily.p +f-^u = 0. 

1 a n c 

Eqq ^ ist die Ruh-Energie, die durch den zweiten Index 0 wie in 
(3. 28) von der Anfangs-Energi(‘ E], zu unterscluaden ist (später worden 
beim Übergang zum ruhenden Elektron und E^)Q einander gleichgesetzt 
werden). Die adjungierte Gleichung des freien Elektrons ist nach (IV. 4. 11) 

Aus (2) erhalten wir die Gleichung des durch das Vektorpotential A der 
auffallenden Welle gestörten Zustandes ü, wenn wir nach (IV. 2.5) ersetzen: 
d . , d ie . 


. durch 
dx^ d X,, 


a “ 1, 2, 3. 
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Da wir im Störurigsglied U durch u annähern dürfen, erhalten wir: 

(4) (yi) 

n (, j 

Pur A benutzen wir die Darstellung (2. 1) mit dem Unterschiede, daß wir die 
Polarisations-Eichtung (früher ?/- Achse) und die Einfallsrichtung (früher 
a:-Achse) allgemeiner durch die auch sonst benutzten Einheitsvektoren 
p und e kennzeichnen wollen, wobei natürlich (p e) — 0 sein muß. Wir 
schreiben also statt (2. 1) 

(o) A=:—p(r '' ^ + Conj.) 


Fuhren wir den vierdimensionalen Welhmzahl- Vektor vom Betrage 

Null ein: 

0 ^ 

(5a) (e,i), 2 X« ^ 0, 

SO können wir noch einfacher statt (5) schreiben (unter Fortlassung der 

4 

Summenzeichen 2) ‘ 

1 

(5b) 

Wir erhalten^) dann aus (4) 

(6) L V = ivv] H, 


entsprechend für den adjungierten gestortcai Zustand U: 


(6a) VM = r (rp)(c-^^“^“ + 

Die Losungen n, v der ungestörten Dirac-Gleichung schreiben wir in der 
symmetrischen Form von Kap. IV, GL (4. 10) und (4. 12) 

(7) 1(^.4/*“"'“, ?'= 

die Konstanten A und B sind y-abhängig; ihre Werte wurden 1. c. angegeben. 
Hier und im folgenden benutzen wir ähnlich wie S. 284 di(‘ Ijequemen Ab- 
kürzungen : 


(7 a) 


K 


__ 

hc’ hc' 


Mit den weiteren Abkurzungen 

(8) K^r — kß Kß — ky -}- 


^) Der Vektorpfeil über y möge in Produkten wie {y p) und ähnlichen 
weiterhin unterdrückt werden. 
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treten beim Einsetzen von (7) in (6) und (6 a) rechts die Exponential- 
funktionen auf 

(8a) (.'i'«"« + 

Man bestätist leicht auf Grund des Energiesatzes A-’ + = 0 [Gl. (IV. 4.8a)] 

und von x* = 0 [Gl. (5a)] die Beziehung: 

(8 b) - (Ä,] + lf‘„) = A7 + A-J„ = 2k„ X,. 

Die Integration von (6) läßt sich nun unmittelbar ausfuhren in der Form 


(St) 


r =- II 


•ih, 




jy D’p)-t, 


wo 7) und /)' zwei sogleich zu bestinnnende, von deny abhängende Konstante 
sind. Der Summand 'u wurde, als Losung der homogenen Gleichung 7^ 0 

hinzugefugt, um lur a — 0 den Anschluß an die ungestörte Eigenfunktion (7) 
lierzustellen. Einsetzen von (9) in (6) liefert, wenn man die Exponential- 
Funktionen rechts und links gleichsetzt: 


(yJK- - - 1; (y,7C- /7,,).7/=- -i-L 

Hieraus folgt : 

[K^ -f ]) — (y^ ^ {K'J -y 7^,^) ])' =.- [y^K[, 

mithin nach (8h): 

(10) 1)=. 

Ebenso laßt sich (6a) integrieren durch den Ansatz 


(H) r = r- 

Einsetzen m (6a) bestätigt, daß ]) und D' hier dieselben Werte (10) haben 
wie in (9). 

Statt (9) und (11) können wir ersichtlich auch schreiben: 



V = r [l - (yp) (7)c+’^“"« - 


Di(' Ausdrückt' Uq, ]^q für den Anfangszustand entstehen aus L, E, wenn 
wir auf den rechten Seittai von (12) in u,v,D, . . , k' überall durch 
ersetzen. 
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Wir gehen jetzt zu dem aus Anfangszustand UqVq und Endzustand UV 
kombinierten elektrischen Strom über. Er ist nach (IV. 8 . 14) gegeben durch 

( 18 ) j = iceV^yU. 

Einsetzen aus (12) und Ausmultiplizieren liefert ein Glied nullter Ordnung 
in a, welches dem ungestörten Zustand, also der unmodifizierten Rayleigh- 
Streuung entspricht und hier nicht interessiert, ferner ein Glied zweiter 
Ordnung in a, welches konsequenterweise zu vernachlässigen ist. Von den 
Gliedern erster Ordnung sind zwei von Stokes schein, zweivonAnti- 
Stokesscheni Charakter. Wenn wir die letzteren durch . . . andeuten, 
haben wir 

(13a) ; = 

+ C »'o y [e tf” ] (y p) , c = ' ^ " ■ 


In der Tat ist die Zeit-Abhängigkeit der hier hingeschriebenen Glieder, 
welche durch die Faktoren exp (— t X 4 ) und n bestimmt wird, mit 
Rücksicht auf (5a) und (7a) die folgende: 

exp [(- i - t z, + i h,) a'J = exp j ^2 ti i (r - '] 

= exp [2 .T t v' /]; h v' ■= h r - {E - £„), 
während sich als Zeitfaktor der nicht-hingeschriebenen Glieder ergibt: 


exp[(- 


+ ix, A-,) J-,] exp 



V 



')] 


= exp [— 2 7t i v" /]; h v" ^ h V (E — E^). 


Hier sind v' und v" die in (2. 14) und (2. 14 a) eingefuhrten Schwingungs- 
zahlen, mit dem einzigen Unterschied, daß die frühere nicht -relativistische 
Energie-Differenz W — jetzt ersetzt ist durch die relativistische E ~ Eq. 

Wir ziehen in (13 a) den Zeitfaktor und alle raumabhängigen Faktoren 
heraus und nennen die konstanten, aber y-haltigen Bestandteile von u, Uq, 
i\ i'q bzw. -y;, yiQ. ^ 1 , ^j 0 . Der durch (13a) dargestellte Stokessche Anteil 
des Stromes (er heiße j^) schreibt sich dann 


(14) 


► ► > 


F = - (yp)J>oy + yJ>(yp). 


Wir müssen aber neben (13) auch den ,,adjungierten“ Strom in Betracht 
ziehen 


j = iceVy U^, 
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entsprechend dem ,, konjugierten“ Strom bei nicht-relativistischer Kechnung. 
Auch dieser gibt zu einem Stokes sehen und Anti- Stokesschen Anteil 
Anlaß. Nach Art von (13a) geschrieben hat man: 

j = Cv(yp) pe'““'“ 

+ C'üy[ 

WO nun der gemeinsame Zeitfaktor der ausgeschriebenen Glieder 
exp (— 27tiv' t) ist. Daraus folgt in der Schreilweise von (14) 


'j^ — — C f F 

(Wa) _ ^ ^ ^ 

P + yJ>«{rv)- 

Die Bezeichnung F deutet dabei an, daß diese Größe zu F adjungiert ist. 

Für den t 'bergang vom Strom über das Yektor-rotential zum Felde 
der Ausstrahlung können wir die Form(dn des vorigen Paragraphen fast 
ungeändert ])enutzen, wobei nur statt des dortigen ,, konjugierten“ 
Stromes ]* jetzt der ..adjungitTte“ Stnnri 7a\ treten hat. Wir erhalten 
» so als Analogon zu (8. 1) 


(15) 


-(£ = 


27ti e 




f ‘i?T» — ( 

• j ^ ‘‘ 


27T,iv' 




(rn) 

ä T. 


Hier bedeutet das ’ bei und daß d(^r Zt'itfaktor in den Ausdrucken (14) 
und (14a) wegzulassiai ist, weil schon vor dem Integralzeichen berücksichtigt. 
Überdies denken wir uns, da es in (8. 1) auf die Komponente von j senkrecht 
zu n, d.h. vgl. (8. od) auf [) n] ankam, in )\ und j’^ die vektorielle Multi- 
plikation mit n ausgefuhrt, so daß in (14) und (14a) F und F zu ersetzen 
ist durch [F n] und [Fn]. Fassen wir die Konstanten in (14) und (14a) 
vorübergehend zusammen in Cj , üg, so lassen sich die beiden Integrale (15), 
analog zu (8. 5), schreiben 


(15 a) 


^ll j* i 

cjr 


+ 


2 n v' 
c 


n, t) 


dz. 


Die Bedeutung von C\ und Cg hiernach und nach (14), (14a) 
(15b) C, = C Vo[-Ftt]v>, C, = Cf[Fn] = C,. 

Sommerfeld, Atombau. II. 


88 
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Da das Integral in (15 a) divergent ist, führen wir die Zackenfunk- 
tion Zq aus (8. 6) ein. Die Integration läßt sich dann wie in (3. 7) aus- 
führen und liefert als Analogon zu (8. 14) : 


(16) (£ 


2 TT i/ 
c^R 




Wir gehen, indem wir alle möglichen Endzustände k berücksichtigen, nach 
der Vorschrift in (8. 15) über zu 


Hier sind die zeitabhängigen Teile der Klammer durch . . . angedeutet, da 
sie bei der sogleich vorzunehmenden Zeit-Mittelung ohnehin wegfallen. 
Aus der Natur der Zackenfunktion ergibt sich wie in (3. 17) und (8. 18) 
Impuls- und Energie-Satz, und zwar jetzt in relativistischer Form. Im 
folgenden verstehen wir unter v' den aus Impuls- und Energiesatz folgenden 

Comptonschen Wert (1. 2). Nach Integration über die Zackenfunktion 
> 

ist weiterhin überall k^ = 0 zu setzen und es wird die Aufangs-pjnergie Eq 
mit der Kuhenergie ■^00 identisch, so daß wir für letztere weiterhin 
schreiben können. 

Zur endgültigen Ausrechnung von (17) bemerken wir, daß C\C 2 — (- 2^1 
ist; in der Tat wird C 2 C 1 , wie wir sehen werden, y-frei. Indem wir zugleich 
die Mittelung nach der Zeit ausfuhren und C\,C 2 aus (15b) einsetzen, 
erhalten wir als Analogon zu (8. 19) 

(17a) j (E® (] k = ^ y [F n] % yi„ [F n] y. 


Hier tragen wir den Wert von C aus (18a) und die Bedeutung von /1 q, A aus 

(8. 28) ein und gehen nach (8. 19a) zur Ausstrahlung 0 über. Wir 

erhalten! 


(17b) 


— 71 c /c^a^ 


Ä L 
< 


mit der Abkürzung 

(18) $ = V [F n] [F n] tp 

und, wenn wir durch Division mit S,,, Gl. (3. 20a), die relative Ausstrahlung 
bilden : 


(18a) 



0 . 


Jetzt ist nur noch die Bedeutung von 0 zu ermitteln. Sehr einfach ist 
zunächst die Berechnung des inneren Bestandteils in (18). Wir denken 
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lins diesen gemittelt über die beiden, nicht beobachtbaren Spin-Möglich- 
keiten des ruhenden Elektrons. Dann können wir Gl. (VII. 7. 18) anwenden, 

> 

wenn wir dort für das ruhende Elektron setzen kg ~ 0, Eg ” 
dortigen Symbole Eg und Eg haben dann dieselbe Bedeutung wie unsere 
jetzigen und Wir erhalten also aus der angezogenen Gleichung 

SvoVo = +ri) 

und daher für unseren Mittelwert 

(19) V'oVo = 1 (1 + 74 )- 

Sodann betrachten wir die Größe aus Gl. (10): 

(•20) II = iyK) + y, K, + 'I. 

Nach (8) ist K — k ~ x und nach dein Impulssatz (bei anfangs ruhendem 
Elektron) 

(20a) k — X ^ " Tt. 


Mit Bucksicht auf (7a) und f5a) geht daraufhin (20) ulier in 


(20 b) 


])J> - 


iyn) 


'74 


/ E 2 77 : ?’ V 

v7c ~ c ;■ 


iE, 

In 


Hier benutzen wir den Energiesatz, welcher (bei anfangs ruhendem Elektron) 
gosclirieben werden kann : 

(20 c) hv — E == k V - - E, 

und erhalten durch Einsetzen in (20 b): 

(20d) 


j 7T V !■ E 

|(yn) + iyj + ^^-^"(1 +7,). 


Ferner ergibt sich für nach (10) und (20a): 


17 ), = {kx) + k^x, 


2 TT r / 2 TT v’ 


(nc) 


ijiv E . 
c ” Fc) 


oder bei abermaliger Benutzung des Energiesatzes (20c): 

Ac) 


(20e 


^ ]■"' [1 - (ne)]-' 


Dies läßt sich mittels der Comp ton sehen GL (1. 2) vereinfachen. Sie 
liefert nämlich mit cos {} — (n c) : 

(20f) 1 - (n c) 


ll \v V J 


38 * 
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woraufhin (20 e) übergeht in 

(20 g) il\ 

Somit ergibt sich aus (20 d, g) 


2 TT r' Eq 
c fic 


( 21 ) 


D 


2£, 


((yn) + iy,) ■ 


4 7t v' 


/(I + 74 )- 


Ähnlich, aber wegen = 0 direkter, folgt aus ( 10 ) 

(21a) d; = - ((re) + iy,) - (1 + r,). 

Nach (14) hat man also 


(22) [f n] = l(rP)((re)+''y4)[r"] + [r"] ((r>')+*>4)(rP)l + ••• 

Hier gehen die durch . . . angedeuteten Terme aus den zweiten Gliedern der 
rechten Seiten von (21) und ( 21 a) hervor und enthalten daher den Faktor 
(1 + 74 )- Sie verschwinden, weil sie in (18) von vorn mit dem Faktor 

v’o Vo = Ml + y4) 

multipliziert sind, von dem sie entweder durch (yp) oder [yn] getrennt 
sind, und weil sich 1+^4 beim Heruberschieben ul)er diese hdzteren 
Größen in 1—^4 verwandcdt. 

Zur weiteren Keduktion des in (22) ausgeschriebenen y-Ausdrucks sind 
einige Umformungen nützlich: 

a) Man kann das erste (yp) der {• • •) von (22) unter Vorzeichen- 
Wechsel nach rechts über {yt)-\-iy^ hinuberziehen, ebenso das zweite 
[y n] über {y n) + i y^ nach den leicht zu beweisenden Formeln 


(y p) (y c) + (y c) (y p) = 2 (e p) = o, 

[y n] (y n) + (yn) [y n] = 2 [n n] =- 0. 

Dadurch erhält luan für die { ) vun (22) 

(28) (1= - ((ye) +iy,)(yp)[yn] - ((yn) + »y,)[yii](yp). 

b) Ersichtlich gilt: 

(yp)y = p - [py]T, T = yi». 

y(yp) =- p +[py]T. 

Die erste dieser Formeln ist auf die beiden letzten Faktoren des ersten Terms 
von (23) anzuwenden, die zweite auf die beiden letzten des zweiten. Auf diese 
Weise entsteht aus (28) 

(24) {} = - ((ye) + iy^+ (yn) + iyi) [p ti] + (y, e - n) [[py]n] r. 
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c) Wir beachten, daß nach (18) diese (} zwischen und ip einge- 
schlossen ist und bilden daraufhin 

(25) ^ = y)o{(yt) + iy^ + (rn) + iy^} V- 

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks schreiben wir die Gin. (20a, c) für 
Impuls- und Energiesatz nochmals hin und multiplizieren mit den links an- 
gedeuteten Faktoren: 


^^4 


h V 


h V 


tth 


hv — hv' — E — En 


Durch Addition derselben entsteht: 

(258) h V {{y e) + iy,) — h v' ((y tl) + ly,) 


Hier sind rechter Hand die Glieder -L ^ E^ aus folgendem Grunde hinzu- 


h c (y k) +iy,E - i - i, y, + i E„. 

[and die Glieder -L ^ E 
gefugt: Nach der Dirac-Gleichung (2) ist 

0 = 

und nach (3) für Jcq = 0: 

0 = ^ 

Multipliziert man also (25a) von vorn mit y)^^, von hinten mit wie Gl. (25) 
nahelegt, so verschwindet die rechte Seite und man hat: 

(25b) V ((y c) + iy,) yi - r' ((y n) + i y,) y> = 0. 

Setzt man nun noch etwa 


V 4- v' V — 

^ 4 . _ - 

2 2 


V -f v' — v' 

'2 ~ 2 * 


so geht (25b) mit Kücksicht auf die Bedeutung von W, (tl. (25), über in 


V -f r' , V 

n (y> c - n) v» i- 


- !E = 0. 


2 -v r I 2 

Man erhält daher als vereinfachten Ausdruck für ^ 


(25 c) 


V -f- V _ 

Vo{y.”"«)V 


d) Wir bilden jetzt nach (24) und (25) 
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und erhalten mit (25 c) und (22): 

%[Fn]f= - (y, n -- e) (^7^^ [P n] + [[p y] n] t) f. 

Der adjungierte Ausdruck ist 

f[Fn]%=^ +V[pn]-[[py]n]T)(y,n-e)v„ 

und das Produkt beider nach (18) 

( 26 ) 0 ^ y, (’; + [p n] - [[p y] n] r) 

Das hier durch . . . anyedoutete Mittelstuck hat die Bedeutung 
•• • = (r,n - e) y’^%(y,r\ - e) 
und berechnet sich nach (19) zu 

• • • = i (y, u - e) (1 + y,) (y, n - c) =- } (y. n - e)“ (1 - y,) 

= i (n - c)’* (1 - y,) = i (1 - (n e)) (1 - yj. 

Somit können wir statt (26) schreiben (1 — y^ ist mit dem darauffolgenden 
Faktor vertauschbar): 


(26a) 0 = - ^(l^) V ((I!-: V) • [pnp- [[pyjn]“' 


Hier ist noch der zweite Term in der {} zu reduzieren, 
schreiben wir dafür 


(l-y,)(l-(nc))v. 


Wegen = — 1 


[q np mit der Abkürzung q = [p y]. 

Allgemein gilt für einen beliebigen Vektor q und den Einheitsvektor n nach 
dem Pythagoras 


(26b) q2 = (q, n)^ + [q, np, also [q rtP q2 — (n q)2. 

Es ist aber in unserem Falle wegim der y-Eelationen : 

(26c) q2=: 2 |p|2=: 2, 

(26 d) (n q)» = (u [p y])“ = (y [n p])“ = [n pf. 

somit, bei nochmaliger Anwendung von (26b) 

(26 e) ’ (n q)* = p® — (np)““ = 1 — (np)“. 

Im Ganzen ergibt sich hiernach 

- [[p}']n]“Tj|= 2 - 1 + (np)*= 1 + (np)ü. 
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Gl. (26a) lautet also definitiv: 


^ 8 ( e „) IC - )/) ^ ~ (’i «)) • v (y. - 1) v- 


Der letzte Faktor ist uns wohlbekannt. Bei richtiger Normierung der Wellen- 
funktion des Rückstoß-Elektrons ist nämlich, vgl. (IV. 5, 47, 48) 


- - E 

= - r, = -^ r, 

wo /'unser Reduktionsfaktor (IV. 5. 30) ist, der unterdrückt werden kann. 
Somit haben wir mit Rücksicht auf (20 c): 


(27 a) 


W (r4 - 1) ? 



h (v — v') 

E 


Mit dem vorletzten Faktor in (27) vereinigt ergibt dies nach der Compton- 
Gleichung (20 f): 

(27b) (i_(ne))v(y,- 

E V r 

Somit geht (27) über in 


0 


= i El ) (’■ + ’■') 


8 E \eJ I 


[p nf - (1 + (n p)-^) 

V V 

1 Ef /h r\^ [ / V v\,. 

= 8 iy h +7)aP"T' + l-("Pn + 2([pnP-l 



Dies vereinfacht sieh nach der in (26 h) enthaltenen Gleichung 
[p tiP = 1 - (n p)2, 

wenn wir wie früher den Winkel zwischen p und n mit f) bezeichnen, zu 


(28) 


0 = 


LEi(E!1\^ o 

4 E ^Ej I v' 


— - 2 cos^ 9 

V 


Hier ist aber noch daran zu erinnern, daß wir in (17) über alle End- 
zustände des austretenden Elektrons summieren sollten. In (17) war bereits die 
Integration nach k ausgeführt. Es gehören aber zu jedem k zwei Eigenfunk- 
tionen entgegengesetzten Spins. Die Summation über die beiden Spin-Rich- 
tungen ergibt, da unser Resultat den Spin nicht mehr enthält, einfach den 
Faktor 2. Einsetzen dieses verdoppelten Wortes von 0 in (18a) liefert dann 
unmittelbar die Klein-Nishina-Formel für polarisierte Strahlung 


(2Ö) 


1 / c® iv V 

~^\e,b) W 17 "^7 ■ 


2 cos* 0 
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Für unpolarisierte Strahlung hat man, wie wir in den Gin. (30), (81) 
des vorigen Paragraphen sahen, zu ersetzen 

1 + 


sin‘^ O durch 


also 


2 cos^ ß durch sin^ 

wo d‘ den Streuwinkel (zwischen e und n gemessen) bedeutet. Daher ergibt 
sich als Klein-Nishina-Formel für unpolarisierte Strahlung 

Der Zusammenhang mit dem vorigen Paragraphen wird dadurch her- 

V — V 


gestellt, daß wir 


kleine Größe erster Ordnung ansehen. Dann 


wird bis auf Größen zweiter Ordnung: 


V V ^ 

T H ~ 2 

V V 


und es geht (29) in (8. 29), (30) in (8. 31) über. 

Die ursprüngliche, von K 1 ein- Nishina angegebene Form des Kesultats 
erhält man aus (29) und (80), wenn man dort v mittels der Comptongleichung 
(1.2) durch v ausdrückt: 


(31) 


V 

1 -f- a ( 1 — t?) ’ 



liv_ 

m 


(also nicht gleich der Feinstruktur-Konstanten!). Man errechnet dann 
leicht aus (30): 


« -IQ’ 


[l-fa(l-cosi^)]» 


1 -fcos^ 


(1 - cos I 
1 4- a(l — cos 'd')] 


Die letzte Formel ist besonders bequem, wenn wir schließUch dazu 
ubergehen, den Streu-Koeffizienten er zu berechnen, d. h. den relativer 
Energieverlust, den die einfallende (unpolarisierte) Strahlung durch Corapton 
Prozesse erleidet. Dieser Energieverlust besteht zum Teil in der modi 
fizierten^) Wellenstrahlung, zum Teil in der damit gekoppelten Korpus 
kular- Strahlung der Kückstoß-Elektronen. Die Energie der ersteren is' 
im Einzelprozeß hv', die der letzteren h(v — v'), der gesamte Energie 


^) Die unmodifizierte Rayleighsche Streuung kommt beim freien Elektroi 
nicht in Betracht (hat verschwindende Energie), weil für sie der Impulssatz nich 
erfüllt werden kann. Dies wurde am Anfang dieses Kapitels betont und wird in 
nächsten Paragraphen weitet ausgeführt werden. 
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Verlust wird also hv. Da in unserem S nur die Wellenstrahlung hv ent- 
halten ist, haben wir den Wert (32) für S im Verhältnis v:v' zu ver- 
größern, wenn wir nach dem gesamten Energieverlust fragen. Wir erhalten 
daher den Streu-Koeffizienten <t, wenn wir (vjv') S über die Kugel vom 
Kadius B integrieren: 

(83) G = Sdco, dü) = üin'&did. 

Die Ausführung der Integration liefert mit den Abkurzungen x ~ cos 
I = 1-fa — aa:: 

(34) (7 = “^2 jJ, -f ('^ ^ ‘^^4 + '^ 5 ) 1 * 


+ ] 1 + VS a 

7 _ f ^ _ i f 

‘ ” J f “ a J r “1 +T a’ 

— 1 i 

Cx^dx 2 2-f 4a + a^ 2(1 + a) , . , . , 




dx (1 + a) 

e - (1 f 2 a)^ ‘ 


C xd X 2 a 

e ^ (TTw ’ 


^^2 - '-i a ^ a“) + If'g (1+2 tt). 


_ r X** d j __ 2 1 + a 

^ J (l -h2a 

Durch Einsetzen in (34) folgt: 

Für a — 0 ergibt sich durch Grenzubergang der bekannte Wert, vgl. 
Bd.I, GL (1.5.8) 

„ ^ , 8 TT 


In Fig. 41 ist ojo^ zur Abszisse a aufgetragen und mit den Beobachtungs- 
werten verglichen. Der Punkt a = 5,1, A — 4,7 X-E. gehört zu der homo- 
genen y-Strahlung von Th C", Beobachter^): Meitner und Hupfeid sowie 


^) L. Meitner und H.H. Hupfeid, Phys. Zeitsohr. 31, 94? (1930) und 
ZeitBchr. f. Phys. 67, 147 (1931); G. T. P. Tarrant. Proc. Roy. Soc. 128, 345 
(1930). 
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Tarrant. Die Punkte für a <. 0,6, harte Köntgenstrahlen, sind nach älteren 
Beobachtungen von Hewlett i) durch C o ni p t o n 2) berechnet . Als streuendes 
Material wurde hierbei Kohle benutzt. Auch der Punkt für ThC" entspricht 
Kohle als Streukörper. Bei höherem Atomgewicht der streuenden Substanz 



Fig. 41. Relativer Streu- Koeffizient — m Abhängigkeit von der Harte der 
h r /.f 

einfallenden Strahlung a = ~ — • Vergleich mil den Beobacht iingen an 

A'o 

harten Röntgen- und ^-Strahlen. 

ergibt sich nach Meitner und Hupfeid eine systematische Zunahme der 
Absorption, die auf Paar-Erzeugung (vgl. Kap. IV, § 10) zuruckzufuhren 
ist. Wurden wir den Thorium-Punkt statt nach Klein-Nishina nach der 
Formel (8. 31) berechnen, so wurde er außerhalb der Fehlergrenze der 
Beobachtungen fallen. 

§5 

Der Compton-Effekt an gebundenen Elektronen. 
Atomform-Faktor, Verhältnis von Compton- zu Rayleigh-Streuung 

Wir gehen zum nicht-relativistischen Fall zuruck und denken an das 
Wasserstoff- Atom (ein Elektron, Schrödinger sehe Eigenfunktionen). 
Während beim freien Elektron in Gl. (8. 2) der Beitrag des ersten Bestand- 
teils zum Strome Null war, vgl. (3. 84), wird dieses Glied beim gebundenen 
Elektron nicht mehr exakt verschwinden, aber immerhin bei schwacher 
Bindung klein sein. Das Hauptglied^) bleibt nach wie vor das zweite Glied 

C.W. Hewlett. Phys. Rev. 17 , 284 (1921). 

2) A.H. Compton, ebenda 21 , 500 (1923). 

Wentzel nennt dieses „eigentliches“, das von uns vernachlässigte 
,, uneigentliches Streuglied“ und behandelt letzteres als klein von erster Ordnung 
gegen ersteres. Vgl, Handb. d. Phvs. (Geiger- Scheel) XXIV. 1. Teil, 2. Auf!., 
S. 770. 
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von (3. 2). Wir beschränken uns auf dieses und haben dann den Vorteil, 
daß wir mit den ungestörten Eigenfunktionen Uq, u auskommen. Die 
Störungsrechnung, die beim gebundenen Elektron sich sonst umständlich 
gestaltet (Entwicklung nach Eigenfunktionen, Resonanznenner, vgl. die 
S. Ö69 zitierten Arbeiten von Wentzel und Waller) ist dabei entbehrlich. 

Wir schreiben also nach (3. 2) und (2. 2) 


(1) 


) = — 1^11’ 


u = ii)e~ ^ 
W 

0>=+Y> 


. ”■» 
- T’ 


wo Wq die Bindungs-Energie im Grundniveau des diskreten Spektrums ist, 
während TV zum kontinuierlichen Spektrum gehört. Für ^ lienutzen wir 
die Darstellung aus (4. 5) 


( 2 ) 


% 






Der Stokes sehe Anteil des Stromes entsteht aus dem ersten Summanden 
von ^ und hat den Z('itfaktor 

t 

mit der folgenden Bedeutung von r \ 

(3) /ir' h (co - oV -=//»'- (ir H'^)- 

Der räumliche Faktor vird (yJ^^ ist im Gi^gtai^aiz zu rei*!!) 


y\, W 


Somit 

( 4 ) 






- 2 7t i- (ei) 


Daraus lierechnet sich das elektrische Feld (S der Ausstrahlung für einen 
hinreichend entfernten Aufpunkt nach (I. 8. 21). Die Komponente senkrecht 
zur Ausstrahlungsrichtung bilden wir dadurch, daß wir in (4) p ersetzen 
durch P l ~ sin 0, vgl. (3. 5c); also: 


(4a) 


(£ : 


a 2 7Z ‘iv ) r 

2 E if r ^ '■ .1 V’o V f ‘ T 


/ V v' \ 

7« + 7"'d' 


I drj , 
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Irgendwelche Hinzufügung eines Konvergenzfaktors (einer Impuls-Un- 
schärfe) erübrigt sich, da ja y}^ für hinreichendes Verschwinden im Unend- 
lichen des Lagenraumes sorgt (die Impuls-Unschärfe wird hier durch die 
atomare Bewegung des gebundenen Elektrons von selbst geliefert). Aus (4a) 
folgt durch Mittelbildung nach der Zeit, zu der nur das Produktglied bei- 
trägt : 


(4 b) & = j sm-'6^ ^ äT ^ 


Wir bilden den mittleren Energiestrom 0 = im Verhältnis zum 

einfallenden Energiestrom So, Gl. (8.20a): 


( 5 ) 

bei un 

(G) 


0 / /v' sin^ r r 

3 „ \v/ a J •' 

polarisierter Strahlung tritt an die Stelle von sin2^9, vgl. z. B. Gl. (3. 80) : 

1 + cos^ ^ 

2 


Bisher haben wir mit einer willkürlich herausgegriffenen Eigenfunk- 
tion y) des kontinuierlichen Spektrums, also mit einem bestimmten Energie- 
wert und, vgl. (8), einer bestimmten Frequenz v gerechnet. Prinzipiell 
tragen aber alle Frequenzen!'^ zur Compton-Strahlung bei, die mit Gl. (3) ver- 
träglich sind. Dabei sind auch die Energie- Niveaus TU = — des diskreten 
Spektrums in Betracht zu ziehen. Nur das Grundniveau TU = — TT'o, 
v' — V, ist auszuschließen, vgl. unten. Wir haben also ein im Prinzip 
unendlich ausgedehntes Compton-Spektrum teils kontinuierlichen, teils 
diskontinuierlichen Charakters. Daß es sich trotzdem praktisch auf eine 
leidlich scharfe Linie beschränkt, liegt nur darin, daß die Integrale in (5) 
für alle Werte von v' merklich verschwinden, die von einem gewissen 
Optimum (§ 6) merklich verschieden sind. 

Jedenfalls haben wir hiernach (5) über alle Werte von v' zu summieren, 
die nach (3) inöglichsind, und zwar wie früher, vgl. z. B. S. 584, inkohärent, 
da die Emissionen verschiedener v' der Phase nach unabhängige Akte sind. 
Daß wir dabei alle Teile der U-Skala mit dem gleichen Gewichtsfaktor 
rechnen werden, begründen wir dadurch, daß wir die kontinuierlichen 
Eigenfunktionen ,,pro Energie-Intervall zITU“ normieren. Wir setzen 
nämlich fest: 

w, 

fdT Iq, 


( 7 ) 
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je nachdem W im Integrations-Intervall AW^W^—W^ liegt oder 
nicht (vgl. Anni. 2 von S. 124), Da nun die Energieskala nach Gl. (8) linear 
mit der Skala der Schwingungszahlen v zusammenhängt, entsprechen 
gleichen AW auch gleiche A v. Bei unserer Normierung sind also auch alle 
Intervalle der v'- Skala mit gleichem Gewicht zu rechnen. 

Hiernach gelangen wir von (6) zu der summierten Ausstrahlung^): 



mit den Abkürzungen 


(9) / = /* = 5 

der Index TI' in (8) zeigt an, daß y^> und yi* für den gleichen Energiewert W 
(gleiches v), sei es des kontinuierlichen oder diskontinuierlichen Spektrums, 
zu bilden sind. 

Indem wir 2 J^orlogen in eine Summation über die diskreten und 
eine Integration über die kontinuierlichen Eigenwerte, schreiben wir 

(10) S ■ ^ 2’ [ /* VeO • f / V* T -I- j ^ I* /* V'ir T j / vTc T. 

Im Summenteil deutet ' bei 2 Grundzustand, wie schon oben 

bemerkt, äuszuschließiui ist. Im Integralteil haben wir die Hinzufugung 
des Differentials dW durch den Nenner AW wettgemacht, wobei natürlich 
zum Schluß der Grenzubcrgang ZlTD -- 0 auszufuhren ist. 

Ihn nun in (10) zugleich die Summation und Integration auszufuhren, 
denken wir uns / und /* nach dem vollständigen System der Eigenfunktionen 
entwickelt ; 

/ = 2 G/, yu, + j ^ir yUv'> 

0 

/* = 2 V’* + f ^ “tc y^*V’ 

0 

1) Die Suinmatiori erstreckt sich in (8) über alle Streufrequenzen v', von der 
eingestrahlten Frequenz v' — v bis hin zu v' = 0. Dabei ist der Faktor v'*, 
der eigentlich unter dem Summenzeichen stehen sollte, als Mittelwert (v')* 
vor dasselbe gezogen, was offenbar bei der praktischen Schmalheit des Streu- 
Spektrums unbedenklich ist. 

Ferner ist in (9) auch die eigentlich von v' abhangende Phase i), Gl. (4a), 
durch einen Mittelwert rj ersetzt, was für die nachfolgende Ausführung der 
Summation unerläßlich ist. Dies ist zulässig, wenn die in Wellenzahlen gemessene 
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Bekanntlich berechnen sich die A in Fourier scher Weise: 

(12) J„= jfftdr, At = jf*ip^dT. 

Um die entsprechende Darstellung der a^r zu erhalten, multipliziert man die 
erste Gl. (11) mit y)]y>dr, integriert über alle dr und berücksichtigt die 
Orthogonalität nicht nur zwischen diskretem und kontinuierlichem Spek- 
trum, sondern auch zwischen den verschiedenen Teilen des kontinuierlichen 
Spektrums. Man erhält so: 

M'.j 

f / dz — [d T ' j d W a^' 

H'i 

wobei das Intervall zlTU = TUg — lU^ den Wert TU — TU' einschließt. Nach 
der in (7) enthaltenen Normierungsbedingung ist aber die rechte Seite der 
vorstehenden Gleichung gleich AW. Schreiben wir schließlich TU 
statt TU', so haben wir: 

(18) a,r =- 'fwär und daher auch al- ^ ^ j* f* d r. 

Nun berechnen wir aus (11) mit Rücksicht auf Orthogonalität und Nor- 
mierung: 

(14) ''bl' 

und setzen auf der rechten Seiti^ die Ausdrucke (12) und (18) ein. Dabei 
entsteht genau die rechte Seite von (10), mit dem einzigen Unterschied, 
daß in der Summe von Gl. (14) das Grundniveau mitzunehmen ist, 
dagegen in der Summe (10) wegzulassen war. Daraus folgt, wenn wir das 
Grundniveau dem Index A' - 0 zuordnen, als Wert von (10): 

(15) S' = f/*/«?r--U.-<„. 

Es ist aber nach den Definitions- Gleichungen (9) 

I /* / (! T ^ I T = 1 

und nach (12) 

. 4 ; = I 

Breite des Gebietes merklicher Streuintensitat klein ist im Vergleich zur rezi- 
proken Atomdimension, vgl. Gr. Wentzel. 1. c. S. 777. 

Drittens ist in (10) die obere Grenze der Integration nach W dur(;h TT^ = 00 
ersetzt, wahrend sie nach dem Energiesatz (3) TU — hv — TU^ betragen würde. 
Da es sich in (10) um ein konvergentes Integral handelt, ist auch dieser Fehler 
unbedeutend bei hinreichend großem hv. 
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Hier ist tiq der Wert von rj, der sich aus (4 a) für v' = v ergibt, nämlich 


(16) (n- e,r). 

Daher nach (16) 

2' = 1 - || V,? 


und nach 
(17) 




sin^ 0 


(v) - Ij 


Der Index C deutet an, daß dieser Ausdruck für die Comp ton sehe (modi- 
fizierte oder inkohärente) Streuung gilt^). Durch den Index B werden wir 
im Gegensatz dazu die liayleighsche (unmodifizierte oder kohärente) 
Streuung andeuten. Wir bemerken noch, daß die beiden ersten Faktoren 
von (17). wie schon bei (2. 32) h('rvorgehohen, der Ausdruck der klassischen 
Streuung sind, nach der Formel von H. Hertz und J. J. Thomson: 


(IB) 


^cl 


0 


^ “ sm*'' (-) 
B'^ 


Wir wollen auch die kohärente od(T Jtay leighsche Streuung berechnen, 
hei welcher der Endzustand mit dnm Anl'angszustnnd(‘ u hereinstimmt. 
Da jetzt der Endzustand festgelegt ist und daher die in (8) vorgenommene 
Summation entfällt, können wir den Ausdruck für Sb diri'kt aus Gl. (5) 


entnehmen, imh'in wir dort r' =- v 
erhalten so 

B'^ 


7 ^ 7 ^^, Gl. (16) einfuhren. Wir 


(19) 


ir^ ID’.( ''t! 


Setzt man nun in (17) 


( 20 ) 


was für gewöhnliche Rontgenstrahlen (nicht aber für y-Strahlen) selir an- 
genähert zutrifft, so hat man wegen (18) und (20) die interessante Beziehung, 
auf die Wentzel (1. c. S. 569) besonders hinwoist; 

( 21 ) Sji + Sr Sch 


^) Man darf von Gl. (17) aus nicht den Übergang zum freien Elektron 
machen, indem man etwa einfach rpo ^ 0 setzt; dabei würde sich zwar die 
Form der Gl. (3. 29), aber nicht die richtige Potenz von v* jv ergeben. Der Grund 
liegt an den jetzt gemachten Vernachlässigungen, insbesondere an der Mittelung 
von //, vgl. Amn. 1 von S. 605. 
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d.h. die wellenmecbanisch berechnete Gesamtstrahlung, Comp- 
tonsche + Eayleighsche ist gleich der klassisch berechneten 
Strahlung. 

Jetzt betrachten wir das in den Gin. (17) und (19) vorkommende 
Integral, das wir Atomformfaktor nennen und mit F bezeichnen werden: 


( 22 ) 


F 


1 


2 711 

- - (n-c, t) 


ge 


dr . 


Hier wurde für der Wert aus (16) und für die Bezeichnung q = La- 
dungsdichte irn Grundzustande eingesetzt. 

Wir bezeichnen den Winkel zwischen n und e mit ‘d' („Streuwinkel“) 
und fuhren ähnlich wie in Fig. 24 von S. 895 eine Polarachse A ein parallel 
der Richtung von n e. Von dieser Achse aus zählen wir einen Winkel a 
und um diese Achse herum (ünen Winkel ß, so daß oc, ß und r Polarkoordinaten 
des Integrations-Vektors r in (22) bedeuten. Wir haben dann: 


|n - e| = 2sm 


& 


(23) 

mit 

(28 a) 


F 


(n — e, r) = 2 sin ~ r cos a, 
dr — dr sin ixdoi dß, 

111 d r oid (xdß 


4 71 . 'd 
"= A ""2- 


Ausführung der Integration nach a liefert, wenn g vie im (Trundzustande 
des H-Atoms als unaldmngig von tx angenommen wird: 


(28 b) 


^tyroo8«sin ada 


X r 


Das ubrigbleibende zweifache Integral nach r und ß kann nachträglich 
wieder als dreifaches Integral über dr geschrieben werden, wobei der Faktor 2 
in der letzten Zeile wieder fortfällt wegen 

j sin a d a — 2 . 

Als definitive Darstellung des Atoniformfaktors erhält man 


(24) 


F = 


(25) 


Sc 

S 


f sin X 
) drüc 

E ^ V) 


dr. 


Das Verhältnis von (17) und (19) drückt sich jetzt durch dieses F einfach 
folgendermaßen aus: 


1 -F'^ 


F^ 
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Dies gilt für d^s Ein-Elektronenproblem des Wasserstoffs. Wie lautet 
die Formel für das Mehr-Elektronenproblem? Wir numerieren die 
Elektronen von 1 bis Z und haben zu bedenken, daß bei der Eayleigh- 
Streuung die Z-Elektronen kohärent, bei der Compton-Streuung in- 
kohärent strahlen. Deshalb haben wir, wenn wir summarisch rechnen, 
im Zähler von (25) zu ersetzen 

z z 

1-F'^ durch 2(1- K) ^ - 2 Ff, , 

1 1 

im Nenner dagegen ^ 

F^ durch (2-^n)** 

1 

(jl. (25) geht daher über in 


(26) 


Sr 


(7)' 




Diese Formel ist durch sorgfältige Experimente geprüft worden von 


Wollan^) an den Gasen Stickstoff, 
sehen Berechnung der F^ diente 
dabei die sehr genaue Hartreesche 
Methode. Den Vergh'ich von 
Th('orie und Expernmait zeigt 
Fig. 42. Die Übereinstimmung ist, 
wie man sieht, vollkommen. Auch 
das stärker schematische Modell 
von Thomas-Fermi^) gibt b(‘- 
friedigende Resultate. 

Gleichzeitig illustriert die 
Figur eindringlich unsere Angabe 
vom Anfänge dieses Kapitels 
S. 570; daß die Comp torische 
Streuung für das freie Elektron 
charakteristisch, die Kayleigh- 
sche Streuung dagegen am freien 


Sauerstoff und Argon^). Zur theoreti- 



Fig. 42. Verhältnis von Compton-Streu- 
ung zu Rayleigh-Streuung. Theoretische 
Kurve ausgezogen. Beobacht ungspimkte 
für N, 0 und Ar von Wollan. 


1) E. 0. Wollan. Fhys. Rev. 43 , 955 (1933); vgl. auch Rev. inod. Phys. 4 , 
205 (1902). 

2) Bei Argon muß man im Zahler von (2G) eine von Waller (1. c. S. 569) 
abgeleitete Korrektion berücksichtigen, auf die wir hier nicht eingegangen sind. 

^) P. Debye, Phys. Zeitschr. 31 . 419 (1930); W. Heisenberg, ebenda 32 , 
737 (1931) und die anschließenden Tabellen von Be wilogua. Aus Heisenbergs 
Berechnung ergibt sich, daß unsere Darstellung der Compton-Streuung einer 
Korrektion bedarf, so daß im Zahler von (26) nicht genau derselbe Faktor F^ 
zu stehen kommt, wie im Nenner. Vgl. hierzu auch die vorige Anmerkung. 

Somrnprfeld, Atombau. II. gg 
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Elektron unmöglich ist und die Koppelung zwiscjien Elektron und 
Kern erfordert, um durch diesen die Impuls-Bilanz in Ordnung zu bringen. 
In der Tat zeigt unsere Figur, daß im Limes Z -> 0 (freies Elektron) die 
Rayleighsöhe Streuung gegen die Comp ton sehe verschwindet, während 
sie umgekehrt bei großem Z diese überwiegt. 

Über die Polarisation der Compton-Streuung unterrichtet uns 
Gl. (4a), welche mit v = v spezialisiert auch für die Rayleigh-Streuung gilt. 
Beidemal ist der Vekior-Charakter durch gegeben, woraus man schließt: 
Bei vollständiger Polarisation der primären Strahlung sind Compton- und 
Rayleigh-Streuung vollständig polarisiert, bei unvollständiger Polarisation 
sind beide Streuungen, allgemein zu reden, in gleichem Maße depolarisiert, 
wobei aber, wenn die Beobachtungsrichtung auf der Einfallsrichtung 
senkrecht steht — aus allgemeinen wellenoptischen Gründen auch 
bei unpolarisierter Primiirstrahlung b(‘ide Streuungen vollständig polarisiert 
sein müssen. 

Den ('xperimentellen Beweis hierfür liefern Versuche von Kallmann 
und MarkÜ, bei denen die Intiuisitat der verschobenen Linie mit der der 
unverschobenen Linie in der ümgebung des Streuwinkels {}■ ^ nj'l viTglichen 
wird, üaehdem beide an einem Kristall refk^ktiert waren. Es ergab sich 
konstantes Verhältnis beider, also gkache Polarisation. Die Methode isi 
der klassischen Anordnung von Barkla (vgl. Bd.I, Kap.], §5, S. 27) 
nachgebildet . 

Daß der 'Winkel vollständiger IVdarisation stets bei jiß Hegt, wurdi* 
unter Leitung von Compton durch Barnett und Bear den bestätigt^). 

Sehr viel schwieriger als die hier dargestellte Theorie ist die rela tivisti- 
sche Behandlung d(‘s Compton-Effektes an gebundenen Elektronen; es 
würde sich zunächst darum handeln, das Analogon der Klein-Nishina- 
Formel für den einfachsten Fall des H-Atonis zu gewinnen. Das ist aber 
zur Zeit nur naherungsweise gelungen^). 

§6 

Über die Breite und Form der Compton-Linie 

Es ist von vornherein klar, daß beim gebundenen Elektron sowohl 
Impuls- wie Energiesatz mit einer gewissen Un schärfe behaftet sein 
müssen. Beim Impulssatz rührt dies daher, daß das Ruckstoß-Elektron 


H. Kallinann und H. Mark. Zeitschr. f. Phys. 36 , 120 (1926). 

®) C. S. Barnett und J. A. Bearden, Phys. Rev. 29, 352 (1927). 

D H. Casimir, Helvetic Acta 6, 287 (1933); vgl. auch W. Pauli, ebenda, 
S. 279; \V. Franz, Zeitschr. f. Phys. 90 , 623 (1934); 95 , 652 (1935). 
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einen nach Größe und Richtung unscharfen Anfangshnpuls initbringt, der 
in die Impulsbilanz eingeht. Beim Energiesatz kommt die Unschärfe trotz 
scharfer Definition der Anfangsenergie dadurch zustande, daß in diesen die 
Ruckstoß-Energie des Endzustandes eingeht und mittels des Impulssatzes 
zu eliminieren ist (vgl. z. B. Bd. 1, Kap. I, § 7). 

Für die quantitative Bestimmung der Unschärfe gehen wir auf Gl. (5. 5) 
zuruck. Diese zeigt, daß die zu einem bestimmten v' gehörige Ausstrahlung 
])roportional ist zu dem Quadrat des Absolutwertes von 

(^) “ j Vü T. 

Unter Fortlassung aou Aormierungsfaktoren, die für die Form der Compton- 
Uinie gegenstandslos sind, setzen wir 


Hierzu ist zu bemerken: l)ie F^)rm \'on (I) zeigt, daß es wesentlich nur auf 
die Werte a ankommt; bei größerem r sorgt der exponentielle Abfall 
von y>ff dafür, daß ein in di(‘seni (lebiet unrichtiger Ansatz für y> nicht viel 
ausmacht. Wir kennen den exakten Ansatz, vgl. z. B. (VII. 2. 4), für die 

J:iigenfunktion des Ruckstoß-Ek'ktrons beim Wasserstoffatom: er enthält 

>- 

außer der Funktion exp [i (hx)}, die für das freie Elektron charakteristisch 
ist, noch die Laguerresche Funktion L, die die Bindung beschreibt. 
Letztere wird aber für r ----- 0 gkach f . Deshalb köniK'ii wir uns für unseren 
gegenwärtigen Zweck auf den einfachen Ansatz (2) für tg beschränken. 
Nach (1) und (2) haben wir 


( 8 ) 


j^j, 


— } l(kX) + 2 TT I »J 


(1 T. 


Dies laßt sich (Uunentar ausfuhren, wium man für r und k Polarkoordiiiaten 
r, a, ß und tx', ß' benutzt, die ähnlich wie S. 89ö nach dem Vektor 


(4) 


q (re — v' n) 


als Pülarachse oricmtiert sind. iVlan findet dann: 

(5) J 

(1 -f (q^ -f ¥ — 2qk cos 

Das Quadrat von J (J hat sich als reell erwiesen) haben wir in die Aus- 
strahlungsfbrmel (5. 5) einzusetzen. Mit dQ' = sin otf doL d ß' multipliziert 
liefert diese die Teil-Ausstrahlung, die dem Elementarprozeß entspricht, 
bei dem das Rückstoß-Elektron in das Winkel-Element dü' fliegt. Wir 

39 * 
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interessieren uns für die Gesamt- Ausstrahlung pro Frequenz-Element dv 
und haben daher noch über dÜ' zu integrieren, also zu bilden: 

(S) S jj^dß' 

unter Festhaltung von 1% weil nach (5. 3) zu jeder Stelle v des kontinuier- 
lichen Spektrums ein bestimmtes k gehört [die in (5. 8) vorkommende 
kinetische Energie W ist ja proportional Man findet leicht: 


( 7 ) 


64jr^ a* j 1 ] 

”3 


Das nicht hingeschriebene Glied . . welches der unteren Grenzecos a = — 1 
entspricht und daher aus dem hingeschriebenen durch Vertauschung von 
q — k mit q -f k entsteht, möge vernachlässigt werden. Das Maximum 
von (7) liegt dann bei k — q. Nun ist für k ~ q nach (5) J dann ein Maxi- 
mum, wenn a' = 0 ist. a = 0 bedeutet aller Kichtungsgleichheit der 

beiden Vektoren k und q. Wegen der Größengleichlieit k ^ q folgt daraus 

^ > 

die vektorielle Gleichheit k — g, welche nach Gl. (4) den Impulssatz für 
das freie Elektron bedeutet. Den hauptsächlichen Beitrag zum Intensitäts- 
Maximum in Gl. (7) liefern also solche Eleklronen, für welche der Impulssatz 
im Sinne der Theorie des kräftefreien Elektrons ungefähr erfüllt ist. Auf 
die Berücksichtigung der Bindung in der Lagi* des Maximums kommen 
wir unten zuruck. 

Der Wert von (7) für k — q ist 


( 8 ) 


64 .T» a* 
^8 ? = 


sein Vergleich mit (7) liefert, wenn man Jk — - (k — q) und k/q nah»- 
rungsweise gleich 1 setzt: 

^ ^ '^max (1 "f 

Wir fragen jetzt nach der Halbwertsbreite der Compton-Linie, also nach 
solchen Werten von Ak, für welche gilt: 


( 10 ) 

Aus (9) erhält man 


S _ 1 

'’max 


(lOa) a/jfc = 1 = ±0,51. 

Dies ist zunächst die Halbwertsbreite in der Skala der Wellenzahlen des 
Eückstoß-Elektrons. Um sie in die Skala der Schwingungszahlen des 
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Röntgenlichteß umzuschreiben, haben wir auf GL (6. 8) zurückzugehen. 
Nach dieser ist bei festgehaltenem v und 

AW 


A V 


also wegen W ~ in 


h 


(10 b) 


Av — — _ k A k. 

2 71 in 


Wegen (10a) folgt daraus, wenn wir, wie vorher, k q setzen: 

(10c) 

Nun ist nach (4) 


, , ft 0,51 

Av == ^ - . g. 

•/ 'y in. a 


•i 71 


q - 1 — 2 V v' cos 


oder wenn wir v' ~ r setzen : 


Ihiher nach (10c) 
(lOd) 


1 2 — 2 cos ff ^ sin — 

c 2 


A v' 2 // 0,51 f} 

=r - i- . Mil - 

V ni r a 2 


Unsere Rechnung betrifft ÜsIkt nur das H-x\tom, bei dem die Ab- 
losungsarbeit des Rückstoß-Elektrons e^ß a beträgt. Wir machen den 
t^bergang zu anderen Atomen, indem wir in (lOd) einfach ersetzen 1/a durch 
2 TUq/c^, w^o nun IUq die Ablosungsarbeit des Ruckstoß-Elektrons bei einem 
beliebigen Atom bedeuten soll, (-rleichzeitig gehen wir von der v-Skala zur 
A-Skala über und bezeichnen die halbe Halbwertsbreite in dieser mit A l. 
Wir haben dann 


A l 





m ß 


0,51 • sin 


0 


Hier ist hcje^ die reziproke Feinstruktur-Konstante =137; daher 


l 


E. 


Die Halbwertsbreite der Compton-Linie wird also 


( 11 ) 


lU 

2A1 558 Asin--. 

2 


Sie soll also anwachsen 

1. proportional der Wellenlänge der auffallenden Strahlung 
bei festem Streuwinkel, 



614 


Der Compton-Effekt 


Vni 6. V2 


2. proportional dem Sinus des halben Streuwinkels bei fest- 
gehaltener Wellenlänge. 

Beide Gesetze sind von J. Du Mond^) in einer langjährigen Eeihe 
schwieriger Messungen mit großer Schärfe bestätigt worden. Besonders 
lehrreich ist dabei, daß Du Mond diese Gesetze als klassis chen Dopple r- 
Effekt an den bewegten Atom-Elektronen ableitet, l)ewegt im Sinne eine,s 
wellenmt'chanisch ergänzten Bohr schon Modells. Die dazu erforderliche 
Rechnung ist, trotz ihres elementaren Charakters, eher umständlicher 
und länger als unsere wellenmechanische Rechnung, sie erläutert aber in 
lehrreicher Weise, daß die Wellenmechanik eine Statistik der im einzelnen 
unbekannten Elektronejibahnen bedeutet, also eine sachgt'inäße Weit er - 
führung, keine Widerlegung der alteren Vorstellimgtm. 

Im Anschluß an (11) stellen wir schließlich fest, daß die Linienbreite aucli 

3. proportional mit der Bindungsfest igkeit TLq des st reuenden 
Elektrons in dem lietreffenden Atom anwachsen soll. 

Di(' Messungen von Du Mond gelHui zwar, da sie sämtlich mit Graphit ab 
Streuer angestellt sind, hic'rvon keine Rechenschaft. Wir werden aber 
weiter unten Belege auch für diese Folgerung der Theorie kennenlernen. 

Es w’äre indessen verkehrt, anzunehmen, daß die Breite der Compton- 
Linie hiernach systematisch mit wachsendem Atomgewicht des Stn'u- 
körpers zunehmen mußte. Denn die Bindungs-Festigkeit der außereu 
Elektronen geht keineswegs mit dem Atomgewicht der Elemente, sond(‘n! 
bleibt im Durchschnitt des iieriodisclien Systems konstant. (Bei den 
Alkalien fällt sie sogar in diT Reihe Li bis Cs ab.) Tatsächlich zeigen alter*' 
Ionisationskammer-Beobachtungen von Woo^) an einer großen Reihe vei- 
schiedener Streukörjier (von Li bis Cu) und photograjihische Aufnahmen 
von Ross^) keine Abnahme der Linienschärfe mit dem Atomgewdeht. 

Über das besondere Kennzeichen der Halbw'ertsbreite hinausgehend. 
betrachten Avir jetzt die allgemeine Form der Compton-Linie, die Avir in der 
Skala der Wellenzahlen k des Ruckstoß-Elektrons durch Gl. (9) dargestellt 
hatten. Im A^'esentlichen dieselbe Darstellung gilt aber auch in der Skala 
der Wellenlängen A des Rontgenlichtes. Fuhren Avir etAva ein 

/I A 
Al ’ 

^) Vgl. besonders die zusainmenfassende Darstellung in Reviews of Modern 
Physios 5 , 19 (1933). FrLihere Arbeiten, zum Teil gemeinsam mit Kirkpatrick 
Phys. Rev. 1929u. 1931. Siehe auch E. 0. Wollan, Phys. Zeitschr. 35. 353 (1934). 

2) A. H. Compton und Y. H. Woo, Proc. Nat. Acad. 10 , 271 (1924). 
vgl. auch A.H. Compton, X-Rays and Electrons. S. 268, Kew York 1926. 

®) P. A. Ross, Proc. Nat. Acad. 10 , 304 (1924), sowie A.H. Compton. 
]. c. S. 269. 


( 12 ) 
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wo A l die in (11) berechnete halbe Halbwertsbreite und A A die Wellen- 
lärigen-Differenz gegen die Mitte (das Maximum der Compton-Linie) ist, 
so können wir statt (9) auch schreiben: 

( 18 ) 

Wie es sein muß, erhält man fiir x OiS und für x^]:S—l » 

vgl. Fig. 43. 

Im vorangehenden haben wir mehrere Vernachlässigungen zugelassen: 
die Wüllenfunktion y) des lluckstoß-Elektrons wurde durch die ebene 



Fig. 43. ])ie Form des Compton-Büiides m der Skala der Wellenlängen. 

2 -1 l llalhNserlbhreile, 1 /. - Altstand von der Mitte des Bandes 

Welle (2) orsidzt; in (11. (7) rechts wurde das zwdte Glied gestrichen usw. 
Demgegenüber hat Schnaidt^) die Bechnung für den Fall dos W'asser.stoffs 
exakt durchgefuhrt, unter Benutzung jiaraholischer Koordinaten. Das 
Ergebnis (Fig. 6 laa Schnaidt) unterscheidet sich von unserer Formel (9) 
nur um eine rarallelverschiebung nach der Ahszissenachse, durch die das 
Maximum von der Stelle h — q, GL (9), nach dem durch die Gleichung 

(14) 1 -f aW/ 

bestimmten /v-W(*rt verlagert wird. Die Bedeutung dieser Verschiebung 
ist folgende: 

> V 

Die Gleichung h — q bedeutet wegen (4) die Erfüllung des Impuls- 
Satzes bei Vernachlässigung der Bindung. Wir werden diese Ver- 
nachlässigung beibehalten für den eigentlichen Momentan-Prozeß des Zu- 

D Fritz Schnaidt, Diss. München, Ann. d. Phys. 21. 89 (1934). 
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sammenstoßes, aber nicht für die Berechnung des endgültigen, zeitlich 
sich ausbildenden Euckstoßes. Wir wollen also unterscheiden zwischen 
der Wellenzahl des Elektrons unmittelbar nach dem Zusammenstoß und 
seiner endgültigen Wellenzahl k in großer Entfernung vom Atom. Der 
Zusammenhang beider ist gegeben durch die Energiebilanz 


2 m 


k^ = 




2 m 


- fe,? - W„ 


wo rechter Hand die anfängliche kinetische Energie und der Unterschied 
der Energie zwischen gebundenem und freiem Elektron steht. Dafür können 
wir schreiben, wenn wir mit multiplizieren und k^ ~ q setzen: 

(14 a) W„a\ 


Hier ist das zweite Glied rechts gleich 1 wegen der wohlbekannten, für das 
Wasserstoff'Atom geltenden Beziehungen 


(14 b) 


^ 2ft 


m 


(14a) ist also identisch mit (14). Somit ist gezeigt, daß die durch (14) 
korrigierte Lage des Maximums durchaus im Sinne der Comptonschen 
Theorie liegt, indem sie, wie diese, aus der Anwendung des Impulssatzes 
auf den Stoßprozeß und aus dem (durch die Bindung modifizierten) Energio- 
satz folgt. Erst durch die Korrektur (14) wird die Lage des Maximums iu 
unserer Gl. (18) mit der Comptonschen Gl. (1.1) in Einklang gebracht. 

Zu GL (14) ist noch zu bemerken, daß sie von Schnaidt nur als erst«' 
Näherung abgeleitet ist. Pis ist anzunehmen, daß sich in zweiter Näherung 
eine kleine Abweichung von der Comptonschen Gleichung ergeben muß. 
Eine solche ist von Eoss und Kirkpatrick^) an Be und C tatsächlich 
beobachtet und von Bloch^) theoretisch diskutiert. 

Unsere bisherigen Betrachtungen über Form und Lage der Comptoii- 
Linie beziehen sich, wie des öfteren hervorgehoben, auf Wasserstoff. Um 
zu anderen, besser beobachtbaren Atomen uberzugehen, muß man die 
Beiträge der verschiedenen Schalen überlagern, wobei der Wasserstoff- 
Kadius a zu ersetzen ist durch al(Z — s), unter s geeignete Abschirmungs- 
zahlen verstanden. Aus Satz 8 von S. 614 wissen wir bereits, daß die 
Halbwertsbreite der betreffenden Beiträge mit der Bindung der Schalen 
wächst. Wir zeigen dies am Beispiel des Neon nach Eechnungen von 


P. A. Ross und P. Kirkpatrick, Phys. Rev. 46, 668 (1934). 
2) F. Bloch, ebenda 46, 674 (1934). 
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G. Burkhardt^) : die iT-Elektronen, in Fig. 44 mit Iä bezeichnet, geben 
einen ganz flachen, verwaschenen Beitrag entsprechend ihrer starken 
Bindung. Von den L-Elektronen sind die beiden 2 s- und die sechs 2 ^J-Elek- 
tronen wegen ilirer verschiedenen Abschirmungs-Konstanten einzeln zu 
berechnen. Die Abszissen sind Wellenlängen, das Maximum entspricht der 
Comptoii-Wellenlünge A -- 



lig. 44. Theoretische Form der Coiiipton-Linie bei Neon nach Burkhardt. 
Die stark ausgezogene Linie ist die Summe der schwacher gezeiclineten Beiträge 
der A'-Schale (Kurve 1 ä) und der X-Schale « Kurven 2 s und 2 p). 


Fig. 45 wiederholt in Kurve II dieselbe theoretische Figur und zeigt 
in Kurve III das Ergebnis der entsprechenden Rechnung mit Hartreeschen 
Eigenfunktioneii. Kurve I gibt, auf die gleiche Maximal-Intensität reduziert, 
Beobachtungen der Linienform an Neon von H. Kappel er 2) in Zürich. 
Die Übereinstimmung mit den theoretischen Kurven I und II ist sehr 
befriedigend. 

Dagegen zeigt die Kurve IV ein völlig anderes Verhalten. Sie ist aus 
dem Thomas-Fermi sehen statistischen Atom-Modell berechnet. In diesem 


DisB. München. Ann. d. Phys. 26. 567 (1936). Die Berechnung geschah, 
nach der Methode von Du Mond (s. oben), mittels des Doppler-Effektes an den 
bewegten K- und L-Elektronen, deren Impuls- Verteilung aus den Eigenfunk- 
tionen von Schrödinger mit Abschirmungszahlen von J. C. Slater [Phys. 
Rev. 36 , 57 (1930)] bestimmt wurde. 

D Ann. d. Phys. 27, 129 (1936). 
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gibt es äußere Partien der Elektronenwolke, die verschwindend wenig 
gebunden sind und daher zu einer übertrieben scharfen Compton-Linie 
Anlaß geben. Um dies in der Figur deutlich zu machen, müßten wir Fig. IV 
nicht, wie hier geschehen, auf gleiche Maximal-Intensität mit den übrigen 
Kurven, sondern auf gleiche (xesamt-Intensität (gleiche Fläche) reduzieren, 
die ja nach H('isenberg und Bowilogua, vgl. das Zitat von S. 609, auch 



Fig. 45. Form der Compton-Lmie vow Neon Kurve 1 von Kappeier gemessen, 
Primarstrahlung Mo/ia. /. -- 707.6 X-E,, Streuwinkel 1) ~ 180^, Mittelpunkt 
des Compton-Bandes / — 756 X-E. Kurve II. III. IV von Burkliardt bereehnet. 

durch das Thomas-Fermi-Modell richtig wiedergegeben wird. Dabei wurde 
sich eine äußerst hohe und spitze Form diu Compton-Linie ergeben, ganz 
im Gegensatz zu der Beobachtungskurve I. 

Es gibt aber noch eine Form-Eigenschaft des Compton-Bandes, welche, 
wenn sie experimentell nachgewiesen werden könnte, besonders aufschluß- 
reich für den Rückstoß-Prozeß sein wurde. Das Compton-Band sollte 
nämhch, im Widerspruch mit den vorigen Figuren, auf der kurzwelligen 
Seite eine ,, natürliche Grenze“ haben. Sie ergibt sich aus Gl. (5.8), 
wenn wir TU — 0 setzen (verschwindende kinetische Energie des Rückstoß- 
Elektrons). Bezeichnen wir den Wellenlängen-Unterschied zwischen dieser 
Grenze und der Rayleigh-Linie mit A Xg , so liefert die genannte Gleichung 
mit TU = 0 
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= einfallende Wellenlänge — Wellenlänge der Kayleigh-Linie). Andrer- 
seits gilt bekanntlich für den Wellenlängenabstand A der Compton-Linie 
(Mitte des Conipton-Bandes) von der Rayleigh-Linie 


(15a) 

Somit 

(16) 


Zl A, = 2 A Bin“ m 

VI c ‘ 


A 2 P /Pin /ina ß' 


Bei der letzten Umrechnung sind die Beziehungen (14 b) benutzt worden, 
welche es mit sich bringen, daß sich die folgenden Angaben zunächst wieder 
nur auf d(ui Spezialbill des Wasserstoffs beziehen. Um eine gute Auflösung 
zwischen liayleigh- und Compton-Streuung zu erhalten, wird man sin v^'2 
möglichst groß, also # :r:- n wählen. Dann zeigt die letzte (ileichung: 


(löa) Ak^< A?.c ^ur 4:71(1. ()• = 71 . 


d. h. für jede nicht extrem weiche BontgenstTahlung [a ist — l Ä. also 
4:?r a ~ 6 Ä). Die fragliche Grenze liegt in diesem Falle, wie Fig. 4r)a zeigt, 
zwischen der Bayleigh-Linie und der Mitte des schraffiert gezeichneten 
(/ompton-Bandes; über die Bedeutung des anschließendim unschraffierten 
Bandes siehe unfon. 

Man kann aber bei jeder Härte der einfallenden Itöntgenstrahlung 
durch geeig7K4o Wahl von {) erreichen, daß die Grenze z. B. in die Mitte des 
Compton-Baiides fällt, daß also A?.„ wird. Dies tritt nach (16) für 

Cu-/i-Strahlung, }. == 1,5 Ä ein, wenn 


(16b) 



A _ 1,5 
4 jr a 2 7t' 




Das Compion-Band erschcMiit dann in der MitU' durchgeschnitten, wie 
Fig. 46b veranschaulicht. 

Für noch kleinere oder fiir größere A ruckt die Grenze g über die 
Mitte hinaus^) nach größeren Wellenlängen und bleibt daher nur noch ein 
kleiner Rest des Compton-Bandes bestehen, Fig. 46c. 

Was Avird aus der auf diese Weise abgeschnittenen Intensität des 
Compton-Bandi'S / Wir Avissen, daß die Summe von Rayleigh- und Comp- 
ton-Streuung gleich der klassischen Thomson-Streuung ist, Gl. (5. 21). 
Mir wissen ferner, daß Avir bei Berechnung der gesamten „Compton“- 
Streuung über alle FjigeiiAverte des vollständigen Systems der Eigen- 


U Eigentlich sollten wir umgekehrt sagen: Die Mitte des Compton-Bandes. 
deren Wellenlänge nach (15a) mit abnehmendem 0 abnimmt, rückt über die 
Grenze g hinaus, deren 'Wellenlänge nach (15) von 0 unabhängig ist. 
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funktionen zu Buinmieren haben. Zu diesem vollständigen System gehören 
aber die diskreten Energie-Niveaus ebenso wie die kontinuierlichen, 
Gl. (5.10). Während der Übergang in ein kontinuierliches Niveau Ent- 
stehung eines freien Rückstoß-Elektrons bedeutet, bedeutet der 
Übergang in ein diskretes Niveau Hebung des Elektrons in einen 
angeregten, gebundenen Zustand. Da beim Wasserstoff der n-te 
angeregte Zustand die Energie 



hat, ist die Energieformel (5. 3) für solche Prozesse zu ersetzen durch 


(17) 


h v'„ = hv— (lf„ + TF„) 



Diese äi/j sind größer als das hv unserer 
Grenze g, welche ja der Energie 
TP = 0 entsprach. Die zugehörigen 
Wellenlängen der Ausstrahlung sind 
also kleiner als die Wellenlänge kg und 
schließen sich an diese nach der 
kurzwelligen Seite an. Das kontinuier- 
liche Compton-Band setzt sich daher 
über g hinaus in einer Reihe diskreter 




Fig. 46b. Das Compton-Band 
wird bei geeignet gewähltem 
Streuwinkel durch die Grenz- 
wellenlänge gerade in der Mitte 
durchgeschnitten, A kg ~ 



A 


Fig. 46a. Gegenseitige Lage von Rayleigh- Fig. 46c. Bei sehr kleinem Streu- 

Linie und Compton-Band bei großem Streu- Winkel bleibt nur ein geringer 

Winkel, A kg < A k ^ . Rest des Compton -Bandes übrig. 


Linien fort. In den Fig. 46 a, b, c ist angedeutet ^), daß diese Fortsetzung 
(vgl. die nicht-schraffierten linken Verlängerungen des schraffierten 


Wegen des Beweises hierfür siehe Schnaidt 1. c. Gl. (30) und (31). 
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Compton-Bandes) nicht nur mit asymptotisch stetiger Wellenlänge, sondern 
auch mit stetiger Energie dichte erfolgt, sofern man den in jeder dis- 
kreten Linie enthaltenen endlichen Energiebetrag auf den Zwischenraum 
zwischen zwei solchen Linien verteilt. Man vgl. hierzu S. 130, wo wir 
über den stetigen Anschluß der Energiedichte im Linien- Spektrum des 
Wasserstoffs an die Energiedichte im kontinuierlichen Spektrum handelten. 

Um die Verhältnisse völlig klarzustellen, brauchen wir nur noch an 
Fig. 23 a, S. 375 zu erinnern, welche den Eaman-Effekt im Stokes sehen 
Falle betraf. Die eingestrahlte Energie hv hebt das Elektron aus dem 
Grün dzustande in einen angeregten Zustand . DieausgestrahlteEnergie, 
dort mit hv* bezeichnet, ist um die Hubarbeit kleiner als jene. Das ist aber 
genau der Sinn der vorstehenden Gl. (17). Wir können also sagen: das 
kontinuierliche Compton-Band setzt sich auf der kurzwelligen 
Seite in ein diskontinuierliches Raman- Spektrum fort. Und 
ferner: Die in (5. 17) berechnete modifizierte Strahlung Sc besteht 
nicht nur aus Compton-, sondern auch aus Raman- Strahlung. 
In der Summe (5.21) darf der letztere Beitrag theoretisch 
nicht vernachlässigt werden. 

Es entsteht die Frage, ob und unter welchen Bedingungen das Ab- 
brechen des Compton-Bandes und seine Fortsetzung als Raman- Strahlung 
experimentell nachweisbar sein mag. Diese Frage ist von Franz^) numerisch 
und graphisch diskutiert w’orden, und zw'ar nicht nur bei Wasserstoff, 
sondern auch bei anderen für das Experiment günstigeren Atomen. Das 
Ergebnis der Diskussion ist dieses, daß das Raman-Spektrum kaum, das 
Abbrechen des Compton-Bandes bei geeigneten Atomen und unter geeigneten 
Winkeln wohl zu beobachten sein sollte. Dabei sollte man bei höheren 
Atomen nicht nur eine, sondern mehrere Intensitäts- Stufen finden, die den 
Ionisierungs-Arbeiten der verschiedenen Schalen zugeordnet wären. Als 
günstigster Winkel kommt nicht, wde man nach Fig. 46b erwarten würde, 
derjenige ih Betracht, für den die Grenze g mit der Mitte des Compton- 
Bandes zusammenfällt (größte Intensität des Abbruches), sondern im all- 
gemeinen ein mehrmals kleinerer Winkel. 

Schließlich möchten wir auf Beobachtungen hinweisen, die zuerst 
von B. B. Ray^) veröffentlicht wurden, ohne allerdings von anderer Seite®) 
bestätigt werden zu können. Es handelte sich um den Durchgang von 
Röntgenstrahlen durch dünnste Schichten, z. B. von Kohlenstoff, wobei 

D W. Franz, Ann. d. Phys. 29, 721 (1937); vgl. auch die unmittelbar 
vorangehende Note des Verfassers. 

B. B. Ray, Zeitschr. f. Phys. 66, 261 (1930); und anschließende Noten 
von R. C. Majumdar, S. Bargava und J. B. Muckerjee, Nature 1927. 

®) J. M. Cork, Phys. Rev. 37, 1555 (1931) u. a. 
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auf der langwelligen Seite der primären Strahlung eine Linie entstand, die 
„sehr schwach, breit und diffus“ war und die „auf der kurzwelligen Seite 
eine mehr oder minder ausgeprägte scharfe Kante zu haben schien.“ Diese 
Beschreibung erinnert an unsere Fig. 460, die für sehr kleine Streuwinkel ^ 
charakteristisch war. Das Compton-Band w^ar dort durch die Grenze g bis 
auf einen kleinen Eestbetrag abgeschnitten. Bei Kohlenstoff würde dieser 
Best den Ji-Elektronen und die Grenze g der Ii- Grenze entsprechen. (Die 
viel lockerer gebundenen Jv-Elektronen wurden nur zum mittleren Teil des 
Compton-Bandes beitragen, welches bei kleinem d merklich mit der primären 
Linie zusammenfiele.) Hiermit stimmt es uberein, daß nach Ray die fragliche 
Linie gegen die primäre um die Wellenzahl der K^-Linie von C verschoben 
sein soll, die bekanntlich von derjenigen der ii-Grenze nur wTnig verschieden 
ist. Die entsprechende Verschiebung wurde auch für N und 0 als streuende 
Schicht beobachtet. Wir möchten also (im Gegensatz zu Herrn Ray, der 
von einer ,,TeilabBorption der Rontgenstrahlen“ spricht) die fraglichen 
Linien als Reste des Ji-Anteils des Compton-Bandes deuten. 

Wir halten es nicht für ausgeschlossen, daß künftige Wiederholungen 
der Versuche zu einem positiven Resultat fuhren möchten, wenn sie unter 
den hier gegebenen theoretischen Gesichtspunkten angestellt werden. 



9. Kapitel 


Helium^Spektrum und Wasserstoff;Molekül. 
Das Problem der chemischen Bindung 

§1 

Historisches 

In der ali(‘n (Jnantentheorie führte die nach dtnii Helium-Modell 

m ('in Ijahyrmth \’()n Willkür und Widerspruch. Bohrs Helium-Modell 
von 1918 (zwei {^dtachsinnif^ und dianudral m einem Kreise umlaufende 
Eh'ktromai) gal) einen FaramagiU'tismus von *2 Magiietonen. Ein 1921 
gleichzeitig von Bohr und Ki'inble vorg(‘S(*hlag(‘iies Modell (di(' Elektronen 
sollten in zwei g('gf'neinander um 60^ gfunagten Kridsi'ii umlaufen) gab 
einen Barainagnetismus von 1 Magm'ton und erwi(‘s sich bei der genaueren 
Berechnung durch Kramers und Van Vleek als instabil. Eber dies und 
über ein vom V("rf. 1924 vorgeschlag(‘n(*s, zwar diamagnetisches, aber 
reichlich kunstlich(*s Modell wurde in der vierten Auflage' von Bd. I, S. 198 ff. 
mit einiger Ausführlichkeit berichtet. 

Die Wellenmechamk erhebt sich mit einem Schlage über dit'se Schwierig- 
keiten, indem sie sich mit einem analytischen Modell b(‘gnugt, der Wellen- 
glcichung des Zwei-Elektronen-Problems. In seiner grundlegenden Arbeit 
vom Jahre 1926 konnte Heisenberg^ von hieraus das Katsel der beiden 
^ermsjßteme von Para- und Ort ho-Heliiim lösen. Die Para-Terme 
Äitsprelhen (hm symmetrischen, die Ortho-Temie den antisymmetri- 
schen Losungen der Wellengleichung (symmetrisch bzw\ antisymmetrisch 
ii 3 i den Koordinaten (h‘r beiden Eh'ktroiien). 

Die Aufspaltung in Ortho- und Parateniu' ist nach der durch Heisen- 
berg klassisch gewordenen Terminologie ein Austausch-Effekt. Ver- 
nitchlässigt man in nullter Näherung die gegenseitige Abstoßung der Elek- 
l^nen. so haben die folgenden beiden Lösungen die gleiche Energie: 

a) Elektron 1 im Zustande, Elektron 2 im Zustand m: 

b) ,, 1 ,, „ m, „ 2 „ n, 

^-> 1 * W. Heisenberg, Eber die Spektren von Atomsysfemen mit zwei 
f^ktronen, ZeitscKr. f. Phys. 39, 499 (1926). 
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Es liegt in nullter Näherung eine Austausch-Entartung vor. Macht 
man, um sie aufzuheben, eine Störungsrechnung, so treten die zusammeii- 
fallenden Energie-Niveaus der Fälle a und b auseinander und man wird 
zwangläufig auf ihre symmetrische und antisymmetrische Kombination 
geführt. In § *2 wird gezeigt, daß schon die Störungsrechnung erster Nähe- 
rung zwar nicht zu spektroskopisch genauen, aber doch zu qualitativ 
annehmbaren Term werten führt. 

In § 3 wird dasselbe Verfahren auf das Zwei-Elektronen-Problem des 
Wasserst off -Moleküls angew^aiidt, das ebenso wie das He-Problem der 
alten Quantentheorie unzugänglich war. Die Störungsrechnung wird für 
einen willkürlichen Abstand der beiden H- Kerne durchgefuhrt und die 
gestörte Energie als Funktion des Abstandes aufgetragen. Dabei zeigt sich, 
daß nur die symmetrische Kombination zu einer Energie-Mulde, 
also zu einem Gleichgewicht der beiden Kerne Anlaß gibt, während 
die antisymmetrische Kombination zu einer monoton abfallenden 
Energiokurve, also zu einer Abstoßung der Kerne gehört. Man ver- 
dankt dieses Resultat einer bedeutsamen Arbeit G vonHeitler undLondon, 
welche auf diese Weise das große Problem der chemischen Bindung 
geklärt und auf den Austausch-Effekt zuruckgefuhrt haben. Diese Er- 
klärung überträgt sich von dem Hg-Molekul auf alle ausgesprochen homöo- 
polaren Bindungen wie Og . Ng und weiterhin auch auf die nicht ausgesprochen 
heteropolaren Bindungen der organischen Chemie. 

Bekanntlich hat G.N. Lewis vorgeschlagen, den einfachen Valenz- 
strich (■— ) der klassischen Chen.ie zu ersetzen durch das Bild eines Elek- 
troiienpaares (:). welches den beiden aneinander gebundenen Atomen 
gemeinsam ist; und entsprechend die Doppelbindung der organischen 
Chemie (z. B. C = C) durch das Symbol eines doppelten Elektroneupaares 


Wir erkennen jetzt, daß dieses Bild den wellenniechanisch< 
Befund der beiden gleichberechtigten Austausch-Elektronen in bemerke^ 
werter Weise vorweggenommen hat. w ' 

• Es wird oft gesagt, daß die „Austauschkraft“ eine spezifisch quante 
mechanische Wirkung sei, die kein Analogon in der klassischen Mechai 
habe. Dies läßt sich kaum aufrechterhalteii angesichts der Tatsache, ( 
Heisenberg seiner Helium-Arbeit eine Betrachtung gekoppelter Osci 
toren voranstellte^), in der er die Verhältnisse bei der Austausch-Entart 
an diesem klassisch-mechanischen Bilde erläutert : Aufspaltung des ursprti 
lieh gemeinsamen Energie-Niveaus der beiden Oscillatoren in zwei getreni 


D Wechselwirkung neutraler Atome und homöopolare Bindung nacli| 
Quantenmechanik. Zeitschr. f. Phys. 44 , 455 (1927). 

2) Zeitschr, f. Phys. 38. 411 (1926). 



Historisches 


625 


von denen das eine der symmetrischen, das andere der antisymmetrischen 
Eigenschwingung des (jesamt- Systems entspricht. KosseH) bemerkt 
dazu, daß man, um die Analogie vollständig zu machen, nicht an das übliche 
Bild der sympathischen Pendel, sondern an das zweier induktiv gekoppelter 
elektrischer Schwingungskreise anknupfen soll: dani^ ergibt sich nämlich, 
gerade so wie bei der homoopolaren Bindung, elektrodynamische An- 
ziehung der Spulen bei der symmetrischen, Abstoßung bei der anti- 
s y ni m e t r i s c h e n Eigenschwingung. 

Die Eechnungeii, welche beim Hg-Molekul zur Ermittlung des ,,Aus- 
tausch-Integrals“ fuhren, sind mühsamer als die beim He-Atom, weil 
die ungestörten Ausgangsfunktionen dem Problem weniger gut angepaßt sind 
als bei letzterem. (Die geeignetsten Ausgangsfunktionen, die aber für die 
Storungsrechnung zu unhandlich waren, sind hier die Eigenfunktiuneii des 
H^-Ions. J)ie Berechnung des Austausch-Integrals ist, in Ergänzung der 
Tjoiidon-Heitlerscheii Arbeit, erstmalig von Sugiura*'^) diirchgefiihrt : 
sie wird m § 4 einschlii'ßlich ihrer analytischen (Grundlagen ausführlich 
dargestellt werden. 

Die UntersclK'idung zwisclnai symmetriscluai und antisymmetrischen 
Zuständen bekonnnt ihr volles theor(*tisch(‘S (Tewicht erst dann, weiiin wir 
außer den Koordinat en der Teilchen auch ihren Spin in Betracht ziehen. 
\\ ir können dann sowohl die in diai Koordinaten symmetrischen wie die 
antisymmetrischen Eigenfunktionen durch Hinzufugiing der Sjun-Abhangig- 
keit ergänzen (Uitwedi'r zu einem in d(*n (Gesamt-VariabhMi antisymme- 
trischen oder zu einem symmetrischen System von Eigenfunktionen. 
Am Beispiel des He-Atoms laßt sich zeigen, daß hier nur das antisynmie- 
trische System in der Natur vorkommt, und daß (*s mit dem symmetrischen 
nicht kombinieren kann. 

Diese Aussage, zu einem allgemeinen Postulat erweitert, ist die wellen- 
laechanische Fassung des Pauli-Prinzips. Unsere Darstellung in 
betÄt, daß es in den (Irundlageii der Wellemm'chanik nicht enthalten 
isli, sonaeni auf (Grund der Erfahrung diesen hinzugefugt werden muß. B|ie 
elementare Fassung des Pauli-Prmzips (,, jeder wohldefmierte Quanten- 
zuiBtand darf nur von einem Elektron besetzt werden“) folgt aus der wellen- 
mecha ruschen Fassung („die Eigenfunktion des (Tesanitsystems hat 
' aniisymmetrischen Charakter in den Tjagen- und Spin-Variablen je zweier 
Elektronen“). 

Die Hinzunahme di'r Spin-Abhangigkeit tToffnet zugleich eine all- 
geipeine tUiersicht über die Multipl(‘tt-Struktur der Atom-Spektren: 

D W. Kossel, Phys. Zeitschr. 82 , 172 (1931). 

‘ "*5 Y. Sugiura, Zeitschr. f. Phys. 45 , 484 (1927). 

-Atombau. 11 
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Dublett- Struktur bei einem Valenz-Elektron, Singulett- und Triplett- 
Struktur bei zweien, Dublett- und Quartett- Struktur bei dreien usf. 

Mit der Zahl der Valenz-Elektronen steigt der Grad der Austausch- 
Entartung: die Det^ninante zur Berechnung der Energie- Störung wird 
bei N Elektronen 'vom Grade N\. Die allgemeine Untersuchung der Multi- 
plett- Struktur nach den Prinzipien der Gruppentheorie ist durch eine an 
die He-Arbeit anschließende Abhandlung von Heisenberg^) angebahnt 
und durch Arbeiten von E. Wigner, J. von Neumann, W. Heitler u. a. 
gefördert worden. Unsere Darstellung mußte sich auf den Fall der zwei 
Valenz-Elektronen beschränken. 

§ 6 bringt, unter Hinzunahnie des Protonen- Spins, die Unter- 
scheidung zwiscfu'ii Ortho- und Para- Wasserstoff. Es handelt sich 
hier nicht, wie in den vorangehenden T\aragraphen, um die Symmetrie 
und Antisymmetrie der Eigenfunktionen in Abhängigkeit von den Lagen- 
Koordinaten der Elektronen, sondern von denen der Protonen. 

Das Kombinations-Verbot zwischen Ortho- und Paratermen sowie ihr 
Gewichtsverhältnis 8; 1 erklärt das Verhalten der spezifischen Wärme des 
Wasserstof fgases bei tiefen Temperaturen. 

In § 7 werden Kerne von beliebigem Spin S betrachtet auf Grund des 
Heisenbergschen Kernmodelles (Protonen und Neutronen als elementare 
Kern-Bestandteile). Mit der Unterscheidung zwischen ganzzahligem und 
halbzahligem S geht parallel die Unterscheidung zwischen Rose- Statistik 
(symmetrische Eigenfunktion) und Fermi-Sta tistik (antisymmetrisohe 
Eigenfunktion), wobei es sich beidemal um die Abhängigkeit von den Lagen- 
und Spin-Koordinaten der ganzen Kerne handelt, nicht um die ihrer 
Elementar-Bestand teile, für welche stets die Fermi- Statistik gilt. Den 
Prüfstein für die Unterscheidung zwischen ganzzahligem und halb- 
zahligem S liefert der zuerst von Mecke betonte Intensitäts- Wechsel in 
den Rotatidnsbanden der zweiatomigen, aus zwei identischen Jfeernen 
g|H>ildeten Molekeln. 

§ 8 behandelt den Zusammenstoß zwischen zwei gleichen Kernen, 
Proton Proton, a-Teilchen -> a-Teilchen usw., wobei abennals die 
Unterscheidung zwischen Fermi- und Bose- Statistik zur Geltung kommt. 
Außerdem zeigt dieses Problem in eindringlichster Weise die Wellennatur 
der Korpuskeln: Die Beobachtungen legen Zeugnis dafür ab, daß die Kor- 
puskeln, d.h. die ihnen zugeordneten Wellen, miteinander interferieren! 
* 


i) Zeitschr. f. Phys. 41 , 239 (19271. 
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§2 

Austausch-Entartung im Helium- Spektrum. Ortho- und Para- Zustände 

Das wellenmechanische Modell des Heliums ist, vgl. S. 623, die 
allgemeine Wellengleichung für zwei Elektronen: ^ 

2« M = 

(1) J (TF _ F) = 0 I ^ _ Z _ Zj.’“ • 

rj r, r,, 

Hier bedeutet A den Differential-Parameter im sechs dimensionalen 
Konfiguratioris-Raume der beiden Elektronen, der sich aus den beiden 
dreidimensionalen Differential-Ausdrucken A^ und A^ additiv Zusammen- 
setzt. Die potentiell«' Energie V wurde in (1) sogleich für einen Z-fach 
geladenen Kern angeschneb(*n: Z = 2 bed<mt(‘t He, Z 1 entspricht H", 
vgl. Kap. 10, § 2, Z 3, 4, . . Li’ , Be+^ . . . ist der gegenseitige 
Abstand der beiden Elektronen, rj und rg ihr Abstand vom Kern. Letzterer 


wird im folgenden als festlu'gcnd, st'ine Masse also als unendlich angesehen. 

Die sechs Freiheitsgrade der (11. ( 1 ) werden vollständig beschrieben 
durch die sechs l’olarkoordinaten 

(2) Tj, ?yj, f/'j: lg, //g’ 

Aber nur drei Freilieitsgrade betrefftui die innere Konfiguration des Atonis^ 
näinlicb die (jestalt des durch Elektronen und Kern gebildeten Dreiecks, 
gegeben z. B. durch die drei (Troßen 
f2a) fj, cos (9, (9 = 1 - 2 ). 

Die drei restlichen Freilieitsgrade beziehen sich auf die Orientierung 
dieses Dreiecks im Baum und lassen sich abseparieren. Es muß daher 
möglich S(*in, Gl. (1) auf eine Gleichung von nur drei unabhängigen Va- 
riablen zu reduziereirrmnalog der Reduktion eim^s Probh'ins der klassischen 
Mechanik auf eine geringer«' Zahl von Freih«'itsgraden, z. B. durch An- 
wendung der drei Flach«‘nsätze bei Abwc'st'iiheit äußerer Kräfte. Nach ; 
GronwalB) benutzt man dabei drei Gnößen .v, (p, ß, welche mit den 
Größen (2a) folgendermaßen Zusammenhängen 

(2 b) f ^ ^ ** 

js* äin ß sin g> = i (rf — r|), sin ß cos 9 ? = J r, r, cos ßy 
und^^rhält die Differentialgleichung: 


( 8 ) 




4 d 
5 ds s^sm2ß d ß 



4: / 4 \ . 

+ -2 + + - /) 0, 

Biir ß d (p \ s / ^ 

B T. H. Gronwfll. herausgegeben von J. H. Bartlott. Phys. Rev. 61 , 
655 (1937). Gl. (3) ist in modifkiorten Hartree-Einheiten , geschrieben und 
bezieht sich nur auf die A-^ustandt des Heliums. ^ 
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mit der Abkürzung 

(3 a) / ~ [2 (1 -f sin (p sin ß)]~ ^2 [2 (1 — sin (p sin ß)]~ 

- 2^2 “ cos 95 sin;?]- ‘' 2 . 


Ware Gl. (3) separierbar, so könnte man an die genaue Integration 
des Helium-Problems herantreten. Da dies aber nicht der Fall ist, muß 
4 nan sich mit Nähern ngsverfahren begnügen, für welche die Form ( 1 ) 
geeigneter ist, als (3). 

Eine Haupteigenschafl. der Gl. ( 1 ) ist ihre volle Symmetrie in den 
Koordinaten der. beiden Elektronen, die wir willkürlich als ,, Elektron 1 “ 
und ,, Elektron 2“ bezeichnet haben. Diese Symmetrie bleibt erhalten, 
wenn wir in nullter Näherung das Wechselwirkungsglied ver- 

nachlässigen. Die potentielle Eiu'rgie wird dann 


(4) 


Ze^ Z(>^ 

F= F, = . 

r. r, 


Gl. (1) läßt sich daraufhin separieren in zwei Kepk*r- Gleichungen. Die 
Eigenfunktionen der separierten Gleichungen nennen wir ^( 1 ) und ( 2 ), 
ihre Eigenwerte TP ( 1 ) und TP (2). Die Energie nullter Näherung ist dann 


(4a) TT^ - ITo - 1P(1) f TP ( 2 ). 

Dieser Eigenwert TT"^ dc'S Zwei-Elektronen-Systems ist entartet^). 
Es gehören nämlich zu ihm zwei völlig gleichberechtigte P]igenfiinlvtionen 

(5) n = y, (I) y,„ (2) und r = y, (2j y)„ (1). 

Durch die Indizes 1 und n haben wir angedeutet, daß wir eines der Elek- 
tronen in die K-Schale des He-Atonis gi'setzt haben, das ändert^ in eimai 
im allgemeinen angeregten, durch n spezifizierten Zustand, u und r genügen 
derselben Wellengleichung nullter Näherung 


( 6 )‘ ^ (“) = «’ = 


G Zu der Austausch-Entartung kommt die vom Wasserstoff her bekaimte 
Entartung in den Winkel-Koordinaten hinzu, indem ja zu gegebenem Energie- 
wert TT^(l) bzw. TP (2) noch je verschiedene Wasserstoff-Eigenfunktionen tp 
gehören, die sich m den Quantenzahlen 1 und m unterscheiden. Die Entartung 
In l wird durch die Wechselwirkung zwischen den zwei flle^ronen zugleich mit 
der Austausch-Entartung beseitigt; sie ist n — l-fach, Aäjjlfiend die Austausch- 
Entartung einfach ist. Im folgenden brauchen wir vcrd PEntartung nicht 
ausdrücklich zu handeln. Auch ^ie -Entartung, die erst durch ein an- 
gelefl^es Magnetfeld aufgeholien werden igghrde, brauchl uns hier nicht zu 
bescnäftigen. 
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Eine Ausnahim* von der Entartung macht der Grundzustand des He- 
Atoins (beide Elektronen in der E'-Schale), weil dann n = 1 und 
qi = i) wird. 

Die ,, Austausch-Entartung“ hat zur Folget neben den Funk- 
Mionen u, V auch die einfach unendlicht‘ Schar ^ 

( 7 ) w OL n ß V 

der Gl. ( 6 ) genügt. Es kommt darauf an, diejenigen Individuen der Schar 
auszusuchiai, an die sich die gestörten Eigenfiinkt ionen erster Nähe*’ 
rung stetig anschließen. Dazu ziehen wir du* Störiingsrechnung ans Kap. V, 
§ 1 B, heran, unter Sjiezialisii^rung auf einfache Entartung. 

Wir iK'niKUi w(Mt(‘rhin die erste Nalu^rung der Eigenfunktion und des 
]'hgenwert(‘s und Tb und sidziai iihnlicb wk* m (V. 1.4a) 

(B) ^ /r + ir TI , + 

Einträgen in (1) lulert wi'gtai Li«) -- 0 laa Vernachlässigung kleiner 
Grol.k'ii heiherer Ordnung 

(9) = 

ff M 2 

Das recht (‘ Glied dieser inhomogenen Gleichung muß nach dt>m Fundamental- 
satz der Störungstheorie von S. 848 orthogonal sein zu den Ijosungen der 
honiogi'nen Gltachung, also insbi'sondere' zu u und r. Man hat also: 

(10) j* (.s — () w(Jt — 0. 

dh: -- (lri(lT 2 ist das Element d(‘s st'chsdimeusionalen Konfigurations- 
Raumes. ir s(‘tz(‘n tv aus (7) ein und erhalti'ii die beiden Gleichungen: 

I a j (.s — e) n* u (I T ß [ (s — e) a* vdr — 0, 
j a [ (-S- — 8) V* i( (1 t -Jr ßj [h - f) c* vdr =0. 

Iiii Anschluß an (V. 1 . 20 ) fuhnai wir die Abkürzungen ein 


,12) K-J-.-..'.. 

[ f 2 j — I 5 a* d T, f 2 9 = I 'f' d T 

und beacliteii, daß die Wasserstoff-Eigenfunktionen in ( 5 ) zueinander 

orthogonal sind und laude als normiert angesehen werden koniKUi, daß wir 
also haben 

(18) ^u* udr = ^ V* vdr = l, j u* v dr = j v* udj ~ 0. 

Mit Rücksicht darauf, daß 8 konstant ist, also vor das betreffende Integral- 
zeichen gezogen werden darf, können wir dann statt ( 12 ) schreiben: 

- f;) -f )9 £j2 = 0, 

+i^(f 22 - €) = 0 . 


(14) 
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Elimination von a und ß liefert die quadratische Gleichung für e: 

1 — 


(15) 


Nun entsteht r aus i^also auch 


= 0 . 


Si2 
^22 

22 aus und 


aus Bio durch Ver- 


tauschung der beiden Elektronen. Da aber die Integration nach dr beide 
Elektronen gleichmäßig berücksichtigt, und da auch s [Gl. (9)] symmetrische 
in beiden Elektronen ist, so wird 


^2 2 ~ ^ 11 ’ ^21 — ^' 12 ' 
Unsere quadratische Gleichung geht also über in 
(15a) 

und liefert die beiden Wurzeln 


(16) ^ fii f ti2- 

Damit haben wir den Eigenwert in erster Näherung gefunden: Der 
in nullter Näherung zweifache Eigenwert TU^ — IV (1) -+-1^(2) spaltet in 
erster Näherung auf in die beiden etwas verschiedenen Werte 
(16a) H ^ II ^ 4- j i|i 

Nachdem t bekannt, ist auch das Verhältnis a : ß aus (11) zu berechnen. 
Man erhält 


(X ß — 0. 

Einträgen in (7) liefert 

ir — OL {u -f ?'). 

a bestimmt sich durch die Forderung, daß auch ir auf I normiert sein möge. 
Hieraus ergibt sich sofort 1 ^ also 


Dies sind die beiden Losungen nullter Näherung, an die sich die Störung 
stetig anschließt. Wie man sieht, ist die bevorzugte Rolle als ,, inneres 
Elektron“, die wir dem einen oder anderen Elektron in n oder r zugewiesen 
hatten, bei den weiterhin allein maßgebenden Kombinationen w verwischt; 


IIT» ist in beiden Elektronen entweder symmetrisch oder antisymme- 
trisch gebaut^ 

Wir zeigen nun, daß die beiden Systeme von Zuständen, deren 
Näherung durch (17) dargestellt wird, unter einander nicht kombinieren 
können. Zum Beweise bilden wir das Matrix-Element für irgendeine 
^er Koordinaten q ^ x,y,z und für den Übergang vom Zustande 


1_ 

V2 

(18) 


(w -f zum Zustande 


1 

vi 


(m - »)«: 


(9i + 9 j) (« + »)* (w 


v)„dridx^. 
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Zur Erläuterung des Faktors erinnern wir daran, daß das Matrix- 

Element ursprünglich als elektrisches Moment berechnet wurde (vgl. S. 56), 
und daß sich dieses additiv aus den Beiträgen beider Elektronen zusamraen- 
setzt. ^ 

Wir sehen nun: In (18) sind die beiden ersten Faktoren unter dem 
Integralzeichen symmetrisch in den Koordinaten der beiden Elektronen 1 
und der dritte antisymmetrisch. kehrt also sein Vorzeichen um bei 
Vertauschung von 1 und 2. Da aber und (/g Integrationsvariable sind 
und der Zahlenwert von sich nicht ändern kann, wenn wir die Be- 
zeichnung der Integrations-Variablen vertauschen, so muß = 0 sein. 
Das bedeutet nach S. 58 ein Interkombinations-Verbot. 

Dieses Verbot weist bereits auf die Existenz der beiden nicht mitein- 
ander kombinierenden TiTiii-Systeme von Ortho- und Parhelium hin. 
Wichtig ist dabei, daß das Verbot nicht nur, wie hier bewiesen wurde, in 
millter Näherung, sondern exakt gilt, was daraus folgt, daß auch bei 
Hmzufugen der nächsten Näherung, d. h. der Funktion aus Gl. (8). 
und aller folgenden Näherungen der geradi* bzw. ungi'rade Charakter er- 
halten bleibt. Dabei ist vom Elektroneii-Drall abgi'sidien. Dieser bedingt 
eine j^im He ungemein schwache, bei den schwi^eren Atomen zunehmend 
stÄrkefe Interkombination der beiden Tenn-Systeme. 

Welche der beiden Punktionen (7) haben wir nun d(*m ürtho-, welche 
dem Para-System zuzuordnen? Wir labaiipten: 


( 1 ») 


j symmetrisches System 
laiitisyminetrisches System {u 


{ii + r) . . . Paratenne, 
r) . . . Orthoternie. 


Zum Beweise betrachten wir Fig. 92, Bd. 1, S. 388. Sie zeigt, daß der 
Grundterm 1 S ein Parazustand ist, während es im Ortho-Spektruni keinen ^ 
Term vom Charakter 1 .v gibt, ferner daß die Orthoternie nf, nd, . . . immer 
etwas tiefer hegen als die ontsprechiaiden Paraterme nP,7i Nun 
ist theoretisch der Grundtenn, wie bereits bei Gl. (5) bemerkt, durch ™ 1, 
u = r gegeben. Das bedeutet für den antisymmetrischen Fall w ~ 0 
in nullter (und auch in beliebiger höherer) Näherung. Dieses System hal; 
also keinen Grundterm und muß dem Orthospektrum zugeordnet w^erden, 
in Übereinstimmung mit unserer Aussage (19). Dasselbe folgt aus der 
gegenseitigen Lage der symmetrischen und antisymmetrischen Energie- 
niveaus. Gl. (16a) ergibt nämlich im Zusammenhalt mit (17): 


( 20 ) 


J w = w « 


^antls. — ~h 2 gj j. 


Schreibt man in Übereinstimmung mit (12) in die Form 


( 21 ) 


...... 

J J Ga 


I e (1) = V>? (1) fn (1). 

b*(2) = y,, (2)v.:{2), 



Helium- Spektrum und Wasserstoff -Molekül 


2 . 22 


so schließt^) man leicht aus bekannten Potentialsätzeri, daß 
für alle w positiv sein muß. Daraus folgt nach (20), daß die symmetrischen 
Tenne stets höher liegen als die antis 3 rmmetri sehen. Auch dieser Umstand 
fuhrt auf die Zuordnung (19). 

Ein drittes Kriterium gründet sich auf die Struktur der Tenne: Die 
Paraterme sind sowohl empirisch als nach unserer theoretischen ZuordnuQ^ 
Singuletts, dii' Orthotenne Tripletts. Wir kommen hierauf in § 5 
zurück. 

Indem wir den Faktor unterdrücken, nennen wir 812 Austausch- 
Integral und liezeichnen (*s mit A : 

(22) .1 = [|*%'r(l)V'»(l)V’.(2)V’J(2). 

Entsprechend nennen wir fu die Coulombsche Wechselwirkung C: 


(23) , , (' = -v,r(l)^,(l)K(2)t/^.(2). 

In der Tat bedeniet T das klassisch gen'chnete gegenseitige^ Ikitential 
der Ladungswolki' d(‘s Elektrons 1 von der Dichti* q-^ = und der des 

Elektrons 2 von der Dichte pg = V’* VVr Uagegen ist A wegen der d^rin 
vorkommendi*ii gemischten Dicht(‘ 'y* (1) (!) iisw. eine nicht ohne weiteres 

klassisch deutbare, für die Wellmimechanik charakteristische 
Uroße. 

Wir wolh'ii A im emfachstiai Falle, nämlich fiir n — 2 berechnen. Wir 
liestimmen auf diese Weisis vgl. (20), d(*n Energie-Unterschied zwischen 


^) Das zu einer irgendwie (aucli komplex!) gegebenen ..Dichteverteilimg“ (> 
gehörige ..Coulombsehe JVitential“ y genügt den ( ileichungen 

(a) .1 y = — 4 ."T Q, A y* — 4 71 (>♦ 

und wird, wenn 2 den Aufpunkt, 1 den Integrationspunkt bedeutet, dargestellt 
durch ; 


f 


Nach dem (Ireenschen Satz gilt, wenn y im Fnendlichen verschwindet: 
(c) j (grad y i2), grad y* (2)) c? = ~ j y (2) ^ y* (2) d Tj. 

Die linke Seite ist positiv ; die rechte wird wegen (a) und (b) gleich 




dr^d Tj. 


Also ist auch Cjg positiv, wie der Vergleich von (d) mit (21) zeigt. — Es sei 
noch bemerkt, daß die hier mit q bezeichnete „Dichte“ nichts zu tun hat mit 
der Dichte der Ladungswolke des Elektrons 1 oder 2, von der bei (23) die Rede 
spin wird. 
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dem 2 P-Term (Parasystem) und dem 2 jo-Term (Orthosystem). Aus n — 2 
und / = 1 folgt ^ 1 oder 0. Wir rechnen der Einfachheit halber 
mit VI = 0. Im Zustande r? = 1 ist natürlich 1 ~ m ~ 0. Die Wasserstoff- 
Eigenfunktionen sind dann 

.(24) = Pj, = tp2 ^ 

*Hier steht cos i^für cos oder cos je nachdem es sich um das Elektron 
1 oder 2 handelt, ebenso für Pj (r^) oder Pj (r^) usw. 

Wir brauchen zunächst die Entwicklung von 1 /rj g nach Kugcäfunktionen 
aus Zusatz 6, D]. (1) und (2): 

— = fk 2 (cos 0). 

»-.a W 

[r] isi d('r größere' di'r beiden Abstande und i'o, a das Verhältnis des 
kh'ineren zum großere'ii diesem Al)stand(\ Wir denken uns P;(cos(9) 
nach dem Additionstlieorem, Gl. (11. 10. 17). als Funktion von i\. (pi — (p 2 
hingeschri('b('n. Bei der Inti'gration über dT 2 = >'2 sin 7^2 
fallen dann alle Glieder mit cos i/t (e^-j - (p^) fort und wir erhalten 

(25) (‘(^>,(2)n*(2) 

* J ^1 2 

cx) % n 

= 2 .T J ii (r,) R, (r,)<? r, 2 «O', (('„s §^) ( P, (cs d,) P, (cos ,?,) sin 

0 (t 

In (h'iii h'tzteii Integral ist I\ (cos f)^) für (h'ii in (24) vorkommenden 
Faktor cos {) geschrieben. Dadurch halHui wir verde'ut licht, daß dieses 
Integral nur für / = 1 von Null vi'rschiedeii, nämlich gleich 2/8 ist. Die 
rechte S('it(' von (25) wird dalu'r mit Bucksicht auf di(' Bedeutung von [r] 
und (x: 

r^ 

^ P, (cosi9,) j/f (r-|B, ('■a)ß 2 ('' 2 )^' 2 +'■1 

Nach (22) und (24) ist dieser Ausdruck mit 

r/Ti Pi (ri) P 2 (ri) 1\ (cos {),) 

zu multiplizieren und sowohl nach wie nach den Winkeln zu 

integrieren. Bei der Winkelintegration tritt der Faktor 4 7r/8 noch einmal 
hinzu. Im ganzen erhält man 

(26) A =(y) (p»-,|dr,/(r„rj) + Gr,|(lr!,/(rj,r,)). 

0 0 0 
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Hier ist zur Abkürzung gesetzt 

/ (>'1, »- 2 ) = ^2 (>-i) (rj) Bl (rj) Rj (rjj), 

/ {^ 2 ’ ^ 1 ) ~ Bl {»* 2 ) (^ 2 ) -^1 (^ 1 ) B2 {t'i)‘ 

Die beiden Doppelintegrale in (26) sind aber einander gleich. Nach einem 
bekannten auf Dirichlet zurückgehenden Verfahren läßt sich nämlich 
zeigen : * 

«' 00 cxi 00 00 

(26a) JdrJdrj,/(rj,r 2 ) = j dr^j d rj {r^.r^} = ^ dr^ j drj {r,i,r,) . 

0 0 0 r2 0 ri 

Der erste Teil dieser Dopp(*lgleichung entspricht dein tibergang von einer 
Einteilung des Integrationsgebietes in Vertikal-Streifen zu einer solchen 
in Horizontal-Streifen, der zweite Teil einer bloßen Uinbenenniing der 
Integrations-Variablen. Man hat daher statt (26) einfacher 


(27) 


A = 2 



B, (1) B2{l)\dr,Bi 

»•l 


Wir erinnern an die Tabelle von S. 89 und an (xl. (2) von S. 90: 


(28) J?i (r) = N, e-\ B^ (r) = NjSr-''2, ,s- = ^ r 

und erhalten für das Integral nach ig in (27): 

«1 *1 
2 22 z 

8 ’ ^ 3 ‘ 8 a ^ 

Sodann ist 

00 00 

f , ä { ^ d 

xä xo~^ = — — \ ä xe~~^^ — — — 

J a a J doL OL 

a-i Xl 

mit der Verabredung, daß zum Schluß oc — 1 zu setzen ist. 

Trägt, man dies in (27) ein und benutzt statt die Integraflons- 
Variable x^, so erhält man 



Das hier noch verbleibende Integral ist gleich ^1/(1 + a)^. Somit wird 


d 1 f . _ fl 1 1 

^'rfaU a + a)‘( 



8-7 

8 



IX. 2. 34 


Austausch-Entartung im Helium- Spektrum 


636 


und daher 

Es ist aber nach der Bedeutung der Nonnierungs-Faktoreii 

somit 

.(31) ' A == 


2^-7 Z 


Nach (20) folgt daraus als die gesuchte Tenndifferenz (mit li — Ryd- 
berg-Frequenz, Rh = c^ßa = Energie d(‘s 'Wasserstoffatoms und Z = 2) 

d W 2' • 7 

(32, 0.136. 

Der Beobachtuügsw (»rt ist viel kleiner, nämlich 
zl W 


(B3) 


Rh 


= 0,019. 


Heisenberg erzwingt einen besseren Anschluß an (lit‘ Beobachtung, 
indem er bei dem äußeren Elektron die Abschirmung durch das innere 
Elektron schon in der nulHeii Näherung berücksichtigt und demgeinäß. 
in (23), ersetzt Z durch Z — 1, also 


s durch s' 



was sich auch störungstheoretisch rechtfertigen läßt, ^ian erhält dann 
statt (29), (30) und (31) bzw. 


A = 8-7-2''(^y 


(3Z - 1) 




A l2^ 

8 ^ (3Z 


i)'z' 2. 
-T)^ 7 


Daraufhin ergibt sich statt (32) ftirZ = 2: 

ZlTf 
Rh 


(34) 


7 2" 

= 3^ = 0.016, 


was dem Beobachtungswert (38) naheliegt. 

Wir haben hier die relative Lage von Ortho- und Paraterm mittels 
des Austausch-Integrals A bestimmt. Wir könnten ebenso versuchen, 
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die absolute La^^e, z. B. die Mitte beider Terme, durch die Coulom b sehe 
Wechselwirkung,^ in erster Näherung zu berechnen, nach der aus (16a) 
folgenden Formel 

i (T^Ortho + W'para) = C. 

Aber das Kesultat wurde sehr ungenau ausfallen, au^ nach Anbringung 
d(‘r zuletzt besprochenen Korrektion. Hier wurde erst die mühselige Durch- 
führung der Störungsrechnung zweiter Nähc'rung Al)hilfe schaffen. Dagegen 
\v('rden wur eim^ erstaunlich genaue numerische Methode zur Belltmmung 
der absoluten Termgröße, insbesondere des Drundtemies (Hylleraas) 
in Kap. X kennenlernen. 

Abschließend stellen wur fest: Die H eisen b erg sehe Störuiigsrechnung, 
wTim auch zur vollständigen Beherrschung des Helium-Spektrums unzu- 
reiclu'iid. ist von größtem Wert für dit» Aufklärung des allgemeinen spektralen 
Typs aller Zwei-El(‘ktronen-Systeme. Darüber hinaus hVfert sie durch 
die p]ntdeckung der Austausch-Entartung eim'u meihodisclu'n (b'sichts- 
])unkt von größter Tragweite. 




Wasserstoff-Molekül und homöopolare Bindung 

Das Wasserstoff-Molekül stoßt uns ebenso wie das Helium-Atom ^or 
ein Zw’ei-E]('ktronen-Bi<)blem. Wir nenmai die beidi'H Eleklroneii 1 und 2, 
die beiden H-Kerne a und h. Diese denk(‘n wir uns fixiert m diuii zunaebsi. 
wullkurlicheii* Abstande d = Unser Problem ist dann Avif'der sechs- 
dimensional, seiiK' Wellengleichung lautet, ähnlich wie in (2. 1) geschrielaai: 


( 1 ) 


LW = 0 


(l = a + ^ (If . 


■V), 


(zJ == zJj -f- ZI2* 

Die potentielle Energie U setzt sich in leicht verständlicher Weise aus 
sechs, teils positiven, teils negativen Bestandteilen zusammen: 


( 2 ) 


V = 


e“ 

ra2 


e" c- 

D>i U2 H 


Wenn wir hier wie beim Helium-Problem nur das Glied c^/r^g als 
Storungsglied behandeln (das konstante Glied kann ohne weiteres 

mit der Energie W zusammengenoimnen werden), so wurde nach der Form 
von (2) sowohl das Elektron 1 wie 2 unter dem Einfluß beider Kerne n 
und b stehen. Wir könnten dann Gl. (1) in nullter Näherung für jedes der 
beiden Elektronen in die Gleichung des Hg-Molekul-Ions separieren, aber 
nicht durch die einfachen H-Eigenfunktionen lösen. Wir verfahren daher nach 



IX. 3. 4b 


'^Hfcsserstoff-Molekül, homöopolare Bindung 


637 


dem Vorgänge von Heit 1er und London radikaler und rechnen so, als ob 
das Elektron 1 in nullter Näherung nur unter dem Einfluß des Kernes a, das 
Elektron 2 nur unter dem des Kernes b stände; oder wir rechnen umgekehrt 1 
zu h, 2 zu a. Die entstehenden nullten Näherungen sind 


(3) u = (1) yj (2) und v = (1) f„ (2), 

Wo die y) Wasserstoff-Eigenfunktionen sind, die wir als auf 1 normiert 
voraussetzen wollen, u, v genügen den Differentialgleichungen nullter 
Naherui^l 



Beid(‘ (xleichungen sind ident isch bis auf di(‘ willkurlich(‘ Numerierung der 
beiden Elektronen und gehortm zur gleichen Energie IT^^. die sich additiv 
aus den Einzel-Energieii iro{^) C*^) zusammeiisetzt. Wir haben 

also einii , .Austausch-Entartung“ wie beim He-Atom. 

Der ])hysikalisch(‘ Sinn unserer Näherung (3) ist der, daß vir im 
ungestörten Zustand dn^ beiden Kerne a, h wtut \’oneinander entfernt 
aniK'limen. Liegt dann ] in d(T Nalu* von a, 2 in d(T Nahe von b, ^o 
ist n eine hinreichend giuiaue Beschrt‘ibung des Zustande^. Die in der 
er^ten Gleicljung (4) biabehalti'nen (ilieder der jiotiaitielb'ij Energie unter- 
scheiden sich voll der vollständigen Eorni (2) um den Ausdruck 

c^ 

(4aj , 

l'ab ■ Dn D2 

dessi'ii einzelne Glieder nach unserei:''Atmahme sämtlich klein sind. Liegt 
umgekehrt, 1 in der Näh(‘ von b, 2 in diT Näht* von a, so wird der Zu- 
stand genalu'rt durch r beschrieben und (‘s sind die in der zweiten 
Gleichung (4) h*hlenden Glieder 


(4 b) 


e" c 
+ 


wit'der sämtlich kleine Großen. 

Allt'rdings beschränken vir uns in der Folge nicht auf große r^j,, 
sondern interessieren uns gerade für Kernabständt*, die mit den Atom- 
Dimensionen vergleichbar sind, linser Verfahren ist daher reichlich kühn 
und läßt keine größt* Genauigk(*it erwarten. 

Um die Gin. (4) aufzulösen, bilden wir vie in (2. 7) 

w = OL u ß V. 



638 


Helium- Spektrum und Wasserstoff -MoleHtÜ 


IX. 3. l 


In dieser Schar sind insbesondere enthalten die symmetrische und 
antisymmetrische Kombination 


(5) tv^ = {u -f r), N_{u ~ v), 

die mit den etwas spezielleren Kombinationen (2. 17) zu vergleichen sind 
und wie diese den geeigneten Ausgangspunkt für die anschließende Storungs- 
rechimng bilden. Verlangen wir auch hier die Normierung auf 1, nämlich 



1 = j dr, dr — dr^dr.^ 

und setzen zur 

Abkürzung 

(6) 

S ~ {uvdr, 

SO berechnen wir iinmitielbar 

also 

1 = Nl (2 -L 2 S). 

( 7 ) 

.A - ■ 

V2±2S 


Zur Störuiigsrechnung ubergehend setzen wir 

( 8 ) W = W 

und verlangen LW = i) oder, was dasselbe ist: 

(9) L (f^ — 1 j 'w+. 

Indem wir auf der rechten Seite die Gin. (4) benutzen, verimige deren 
J n und A v gegen entsprechende Glieder von Ib -- T fortfallen, können 
wir als bloße Umformung von (1) schreiben 


(9 a) 




SL (p+ ~ €± + 

e± + 


^Ob 

^ab 



c' 


— — 

— 

-f — U 

^'a2 

rti 



A 


— — 

— — 

H p- 

^al 

rb2 



Die rechte 8eite dieser inhomogenen Gleichung enthält als einzige 
Unbekannte 8±. Wir könnten diese direkt aus unserem Orthogonalitätssatz 

lu] 


von 8. 348 berechnen, wenn u und v exakt der Gl. L 


0 genügen 


wurden. Trotzdem dies nicht der Fall ist, [die u, v genügen ja tatsäch- 
lich den verstümiiielten Gin. (4)], führt das Orthogonalitäts- Verfahren, wie 
sich zeigen wird, auch hier iin wesentlichen zum Ziel. 

Wir multiplizieren also Gl. (9a) zunächst mit u und integrieren 
über dr. Es ergibt sich 


( 10 ) 


2 m 


^2±2SjuLg)4dT = - e+{l± S) 
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mit den Abkürzu 

ngen 

1 

VI 

1 

1 1 \ 0 , 

(11) 

^ = 

1 (“■ 


1 )u^dr, 

J 


^a2 

hl rj 


A = 1 

[('“ 

1 

1 1 \ , 

(12) 


^ \uvdT 



^ai 

^£2 ^ 12 ' 


Wir wollen zeigen, daß das Integral auf der linken Seite von Gl. (10) 
klein von der zweiten Ordnung ist. Fur dieses lieh'rt der Green sehe Satz: 

r r 2 m C ( \ 

\uL<piäT = ,p±Ludr= - U±(^- - +—^uär. 

J J " J ^'ab Gi2 '/j1 

Hier ist ini letzten Integral die erste Gl. (4) benutzt und das Glied zweiter 
Ordnung veruaclilässigt worden. Die () in diesem Integral ist aber 

mit (4 a) identisch, also klOn von der ersten Ordnung. Wegen Multi- 
plikation mit wird daher der Integrand klt'in von der zweiti'ii Ordnung. 
AVir können also dif' linke Seite von (10) im Sinne unserer Näherung 
durch Null (Tsetzen. Somit liefert Gl. (10) als Siörungsenergie erster 
Ordnung 

(18) r4 (1 ±S) = e^C±A). 

Die Multiplikation mit r liefiTt sodann statt der rechten Seite von (10) 

(14) e(r -L. 4'), 

wo jetzt z. B. Ix'deutet 


(" = f( ^ ^ + —)v‘dT. 

. D' ,, r,,o r,J 


Dies untersclu'idet sich von G nur durch die Numerierung der Integrations- 
punkte 1 und 2, welche fur den AVert des Integrals gleichgültig sein muß. 
Wir haben daher C — G; elienso schließt inan auf A' ~ A. Daß die linke 
Seite der jetzt entstehenden Gleichung wieder klein von der zweiten Ordnung 
wdrd, folgt ebenso wie vorher. Alan hat also den Ausdruck (14) gleich 
Null zu setzen und erhält fur denselben Wert wie in (13). Somit 
zeigt sich, daß die Alultiplikation mit v gegenüber derjenigen mit u 
nichts Neues liefert. Wir können dies als Probe darauf anseben, daß unsere 
Kombinationen w+ in (5) in der Tat die richtigen Ausgangsfunktionen für 
die Störungsrechnung darstellen, indem sie zur widerspruchsfreien Be- 
rechnung der Energie- Störungen £4 führen. 

Wir nennen wie im vorigen Paragraphen C die Coulombsche 
Wechselwirkung, A das Austauschintegral. Zur Begründung 
dieser Bezeichnung schreiben wir den AA^ert (11) für C nochmals hin, wobei 
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wir beachten, daß zugleich mit den rp auch die u, v auf 1 normiert sind. 
Wir fuhren die Dichten^) ein 

Pi = vl (1). Gs = y>i, (2) 

und erhalten aus (11): 


(15) 




1 

^ ab 


J ^«2 » ^h^ J J ^12 


Die aufeinanderfolgenden Dlieder bedeuten: Abstoßungs-Energii' der 
Kerne a und b: Anziehungs-EnergU' der Ladungswolke 2 gegen dtui Kern u; 
Anziehungs-Energie der LHdungs^^olke 1 gegen den Kern b: Abstoßungs- 
Energie der Wolken 1 und 2 gegenemandiT, je für die Einheit von Kern- 
ladung und Elektronenladung gerechiud. All(‘ diese Energie-Betrage sind 
Coulombscher Art. Die Anziehungs-Energien 1 gegen a und 2 gegen b, 
di(' zum ungestörten Zustand // gehortui, trideii in der Storungs-Energie C 
naturgemäß nicht auf. In diun Ausdrucke (12) von J dagegen kommen 
statt der eigentlichen Tlichten ^)j, Oo gemischte, also Nicht-Coulom bsche 
Dichten q ^2 

Mit der Auswertung der Integrale in ( ' und A für den Fall des Hg-Driind- 
zustandes werden wir uns in § 4 beschält igiai. Als wes(‘nthches Ib'sultat 
heben wir hervor: A ist 0, t' • 0 oder wenig 0, jo nach dem Werte 
von Daraus folgt C -- A -0: dagegfui wird T -f .4 - ^ 0 (außer für 

kleine Da uberdi(‘s m dem uns mtiTi'Ssierenden (.bd)!!^ \on i\,i, gilt 

1, so wird nach (13) 

(lö) ‘ e^. 


e+ gehört zum symmetrischen, zum antisymmetrisclu'ii Zustand. Die 
betreffenden Energien sind 

symni. “ 0 ^^antis. = o “b * 

Mithin haben Avir nach (16) 

(17) 11 antis. ^ H^symm 

Der in den Koordinaten der beiden Eh'ktronen symme- 
trische Zustand liegt energetisch tiefer als der aiitisymme- 
triache. Das ist der umgekehrte Sachverhalt wde ini Helium-Spektrum 
wiegen des umgekehrten Vorzeichens von A. Wir zeigen dies in der folgenden 
Zusaimnenstellung : 


^) Da wir uns im folgenden nur für den (nundzustand des H., -Molekids 
interessieren werden, in dem rp reell ist, gelingt die Definition g — Bei 
den angeregten Zustanden hatten wir schon oben, zuerst auf S. (i37, einige 
Male zum konjugiert Komplexen ubergehen müssen. 
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He-Atom 

Hj-MoleküP) 

^ >0 

.4< 0 

^Bymm. > ^antls.» (2* 20) 

^symm. < ^antie., Gl. (17) 

Grundterm symm. (Parasystem) 

Grundterm symm. 

Der entsprechende Term im anti- 

Der entsprechende Term im anti- 

symmetrischen (Ortho-) System exi- 

symmetrischen System existiert, 

stiert nicht. 

aber liegt höher. 


Zur Begründung der letzten Aussage dient folgende Bemerkung: Der 
Grundzustand des He-Atoms ist nicht entartet, vgl. S. 629, es wird u = v. 
Die antisymmetrische Eigenfunktion u — v verschwindet. Beim Hg- 
Molekul im Grundzustande verschwindet u~v dagegen nicht, trotz 
der (xleichheit der in u und v eingehenden P'unktionen (1), ip (2), 
weil sie sich nach (3) auf die getrennten Kerne a und b beziehen. In der 
Tat ergibt sich, wenn wir auf die Darstellung (4. 7) vorausgreifen (mit 
a reziprokem Wasserstoff-Badius) : 

(18) u-v = + 0, 

weil im allgemeinen gilt 

(Iba) ^al +^M=t=^o2 + D>l- 

Wir ergänzen unsere Zusammenstellung hinsichtlich der Term- 
struktur, indem wir uns auf § 5 stutzen. Sowohl beim He- Atom wie beim 
Hg-Molekul sind die symmetrischen Terme Singuletts, die antisymmetri- 
schen Tripletts. Dem Grundzustand entspricht in beiden Fällen ein 
Singulett-Term. 

Durch Fig. 47, deren Einzelheiten allerdings erst mit den Rechnungen 
des folgenden Paragraphen belegt werden können, wird das Vorstehende 
erläutert. In horizontaler Richtung ist der Kernabstand in Teilen des 
Wasserstoff-Radius aufgetragen, also 

(19) Q = a = 1/Wasserstoff-Radius. 

Die vertikale Richtung dient zur Darstellung der Coulomb sehen Wechsel- 
wirkung C im Grundzustande und der zugehörigen Energie- Störungen 
Letztere sind dadurch konstruiert, daß an die C-Kurve =f A angetragen 
und die entstehende Kurve durch S dividiert wurde. Man erhält so 
für eine ausgeprägte Mulde, bei e_ einen mit wachsendem q monoton 

^) Wir vermeiden beim Hg-Molekül die naheliegenden Bezeichnungen 
Ortho imd Para, weil sie hier in anderer Bedeutung festgelegt sind, vgl. § 6. 
Sommerfeld, Atombau. II. * 41 
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abfallenden Ast. Schon in der C-Kurve ist eine Mulde schwach angedeutet ; 
sie wird in der £^-Kurve wesentlich vertieft. Das Minimum dieser 
Kurve enthält die Lösung des alten Rätsels der chemischen 
homöopolaren Bindung. Diese Lösung ist, wie wir sehen, gegeben 
durch die Austausch-Entartung. Indem die ungestörte Energie 

aufspaltet in zwei gestörte Energie-Niveaus 
IEq + t'i, entstehen zwei Energie-Kurven, deren 
eine die Möglichkeit eines stabilen Gleichgewichtes 
der beiden Kerne in Evidtmz setzt. Der Gleich- 
gewichts-Abstand der Kerne ist aus der Figur 
als Abszisse des Minimums der e^-Kurve zu ent- 
nehmen. Der Zahlenwert, den die Rechnung, 
bei Gl. (4. 35) dafür liefert, ist 

(20) - 1,58, = 0.79 Ä, 

Energie wahrend die Beobachtung des Hg-Viellinion-Spek- 



Fig. 47. Die 
der Hj-Molekel, untere 
Kurve, als Funktion des 
in atomaren Einheiten 
gemessenen Kernabstan- 
des Q. Die Kurve C be- 
deutet CouloniliBohe 
Wechselwirkung. Die 
obere Kurve ist die 
Energie bei antisyinme- 
trischer Eigenfunktion 


trums auf ^ 0,75 Ä schließen laßt. 


Weniger gut stimmt der zugehörige Energie- 
wert der die Bindung der zwei H-Atome 

zum Hg-Molekul mißt: 

C^l) ^min = - - OM Bh - 3,2 Volt. 

Der experimentelle Wert, der, vom Vorzeichen 
abgesehi'ii, durch die Dissoziations-Energie des 
Hg-Molekuls, vgl. Bd. I, S. 408, Gl. (4) gegeben 
wird, ist merklich kleiner^), nämlich — 4,4 Volt. 
Wir haben uns nicht vorzustellen, daß ini Grundziistand die beiden 
Kerne a, b exakt den Abstand r„i, innehalten. Das Hg-Molekul ist ja die 
einfachste Realisierung des harmonischen Oscillators. Dieser ist bei der 
Vibrations- Quantenzahl — 0 nicht (dwa in Ruhe, was der Unscharf o-Rela- 


tion widersprechen wurde, sondern besitzt die Nullpunkts-Energie l h v. Der 
Abstand wird sich also um den Mittelwert r^,,, herum periodisch er- 
weitern und verengern. Wir haben dies in der Figur durch den horizontalen 
Doppelpfeil am Boden der Mulde schematisch angedeutet. Man bemerki^ 
übrigens, daß die Diskrepanz zwischen unserem und der negativen 
Dissoziations-Energie durch das Vorhandensein der Nullpunkts-Energie 
noch etwas vergrößert wird. 

Statt von einer Austausch- Energie können wir auch von einer Aus- 
tausch-Kraft reden, die in unserer Figur der Neigung der Energie- Kurve 


Vgl. hierzu die eingehende Diskussion bei 0. W. Richardson, Proc. 
Roy. Soc. London 162, 603 (1936). 
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entspricht. Sie betätigt sich rechts oder links von der Mulde als Anziehung 
oder Abstoßung der beiden Kerne und zeigt sich auch in dem Hin- und 
Herpendeln um das Gleichgewicht innerhalb der Mulde. Dagegen bedeutet 
ersichtlich der Verlauf der Energie-Kurve für alle Entfernungen 
Abstoßung; wenn sich die beiden H- Atome im antisymmetrischen Zu- 
stande befinden und einander genähert werden, so binden sie sich nicht, 
sondern werden eins am anderen elastisch reflektiert. 

Auch der Zusammenhalt der Elementarteilchen innerhalb der Kerne 
(der Protonen und Neutronen) beruht auf Austauschkräften, wie wir heute 
aus den Untersuchungen der Heisenbergschen Schule wissen. 

§4 

Analytische und numerische Ergänzungen 

Boi jedem Zwei-Zentren-Problem sind die elliptischen Koordinaten 
das gegebene Werkzeug. Wir definieren sie, zunächst für die Halbebene 
X, y - 0, durch den Ansatz: 

X — E Cos n cos i\ 
y — E Sin ?/ sin r. 

(.'OS und Sin bedeuten die hyperbolischen Funktionen, die zueinander in 
der Beziehung stehen : Cos^ n — Sin^ 7 /, = 1 . Indem wir v bzw. u elimi- 
nieren, erhalten wir 

y^ _ (-4 = ECo^u 

\li = ESmu 

und 

y^ \A' ~ Ec.nsv 

’ Iß' ^ Ksini/ 

AE, A' E' bedeuten also die Hauptachsen eines Systems konfokaler 
Ellipsen und Hyperbeln, E ihre gemeinsanie Exzentrizität. Der Abstand der 
beiden festen Zentren a und h ist 
(1) = 2K: 

die Abstände eines dritten Punktes P mögen r„ und heißen. Wir berechnen 
sie aus den Definitionsgleichungen der Elhpsen und Hyperbeln als geometri- 
sche Orter: 

A- h ^ ^ = 2 K Cos u 

/Q\ ) a < V 

jr« Tf, =r- 2 A' = 2E cos v 
zu 

(3) = K (Cos M + cos v), Vf, = E (Cos u — cos v). 

Für die Ellipsen gilt 

00, 


41 * 
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für die Hyperbelbögen der Halbebene y > 0 

0 ^ ^ 3T. 

Die Verbindungß- Strecke der Brennpunkte ist gegeben durch w = 0, ihri 
Verlängerung nach positiven oder negativen x durch v = 0 bzw, v == n 
Vgl. Fig. 48. 



Fig. 48. Schema der elliptischen Koordinaten, u — Const Ellipsen, v = Consl 
Hyperbeln. Innerhalb der Halbebene y = 0 gilt Ü<t^<oo, 0 < v < ji 
Die dritte Koordinate w entspricht der Drehung der Halbebene um die a:- Achse, 


Um zu räumlichen Koordinaten überzugehen, drehen wir unsere Halb 
ebene um die x- Achse durch den Winkel w und setzen : 


i X = E Cos u cos t’, 

(4) \ y ^ E Sin u sin v cos u\ 

[z = E Sin u sin v sin w. • 
Wir berechnen die Funktional-Determinante 


d X 

d y 

dz 

d u 

du 

d u 

dx 

dy 

dz 

dv 

dt^ 

dv 

d X 

d y 

dz 

dw 

dw 

d w 



Mit Kücksicht auf 


— = 0 läßt sie sich nach der letzten Reihe auf- 
dw 


lösen und zusammenziehen zu: 


(6) A — E^ Sin u sin v (Cos* u — cos* v). 

Für das Integrations-Element des Punktes 1 haben wir hiernach zu 
schreiben 

(6a) • d Tj = E'"^ Sin w, sin (Cos* — cos* v^) du^dv^ dwi 
und entsprechend für dT 2 ^ 


1 . Wir berechnen hiermit zunächst [vgL (3. 6)] 
S — \uvdx •= [[wrdTjciTj. 
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Wegen (8. 8) setzt sich S aus zwei unter sich gleichen Faktoren zusammen, 
so daß wir schreiben können : 

(6) Vs = |v,(l)lO»(l)dT,. 

Nun ist im Grundzustande 

(7) = = 

Wegen (2) wird daher 

(8) Va Vt = e=2aE = — , 

a 



Q ist also der in ,, atomaren Einheiten gemessene Kernabstand. (6) schreibt 
sich daraufhin, wenn wir die Integration nach w sogleich ausführen (der 
Index 1 kann weiterhin unterdrückt werden), mit Rücksicht auf die Be- 
deutung von N und q: 


oo 71 

^ I Sin -u j* ^invdv {Cob'^u — cos^i;) 


oder, in den Integrationsvariabein 


(9) 

f = Cos w, 7] = cosv: 

oo 

+ 1 oo 

t 

II 

1^ 


Nun ist 

1 1 

oo 

OO 

(10) fc-ef df = 

f tj ,> ' j ^ e- ? e-ü/ 2 2 \ 

J Q 

1 

J e e ^ Q Q ' 

1 

Daher 




und 


(11) 



2 . Wir wenden uns zu den Integralen, die in der Coulombschen 
Wechselwirkung C, Gl. (8. 15), Vorkommen. 

Hier sind die beiden ersten Integrale unter sich gleich, da sie durch 
gleichzeitige Vertauschung von a mit 5 und 1 mit 2 ineinander übergehen. 



646 


Helium- Spektrum und Wasserstoff -Molekül 


IX. 4. i: 


Wir betrachten also z. B. das erste Integral (der Nenner r^g hebt siel 
charakteristischerweise gegen dtg fort!): 

(12) 

J ' a 2 

ot^ /• r r 

= Sinudu Aüinvdv dw (Cosi^ — cos v) 

Um die Integration nach u, v zu vereinfachen (diejenige nach w gibt 2 n) 
führen wir rj und q nach (9) und (8) ein. Die rechte Seite läßt sich dam 
schreiben : 

CXJ -(-1 

1 - 1 

_ - OLQ^ d 1 — e 

2 d g[ Q g I “ ^2, d Q 

Von hieraus erhalten wir für die beiden gesuchten Integrale: 

1 1 = f r!' A = -^ (1 - (1 + e) 

3. Indem wir das letzte Integral in (8. 15) zurucksteilen, wenden wii 
uns zum Austausch-Integral A in der Darstellung (8. 12). Hier ist das er8t( 
Integral unmittelbar bekannt, nämlich 


(14) 



uv dr 


olS 

Q 


Die beiden folgenden sind wieder unter sich gleich (Vertauschung von c 
mit h und 1 mit 2): 


■ 


u V 
rai 


d T 


* U V 

. 


d T. 


Im ersten liefert die Integration nach dtg, vgl. (6): 

Jv’„(2)v.^(2)(^T•, = Vs- 

Man hat daher 


J 1 J 1 ' 


Wiederum hebt sich der Nenner beim Übergang zu den elliptischer 
Koordinaten fort. Benutzen wir (8) und führen die Integration nach w aus 
so folgt: 

oo n 

(15) J e Sin w d w J (Cos u — gobv) sin vdv. 

0 0 
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Das zweite Integral liefert einfach 2 Cos u. Führen wir im ersten Inte- 
gral f = Cosw ein, so können wir statt (15) schreiben: 


aVS e’“ 


df= -aVSe’ 


d e-Q 

dg g 


und daher schließlich: 
(16) 


'uv C UV — 

— dT= —dr ==oi\S (1 + q) 

J '^ai J 




4. Es bleiben die beiden Integrale übrig, die iiri Nenner haben. 
Von ihnen läßt sich das in C vorkommende mit den bisherigen Methoden 
berechnen, während das in A vorkomraende neue mathematische Hilfs- 
mittel nötig macht. 

Jenes lautete 


(17) 





j ^ f fn (2) tl Ta _ 


In J benutzen wir Polarkoordmaten vom Kerne }> aus, nämlich den festen 
bzw. variablen Abstand 


und die Winkel G, 0 zwischen und bzw. um gezahlt. Dann wird 
dr 2 = r .2 dr^ sin G dB d 0, 
und in bekannter Weise, vgl. Zusatz G, Gl. (1) und (2): 

V'2 ' 2 / 

Daraus folgt mit liucksicht auf (7): 

fl «5 

0 r, 

weil bei der Integration nach»0 alle Kugelfunktionen mit Ausnahme von 
Po — 1 fortfallen. Von hieraus ergibt sich leicht: 

J = i(l - (1 + a 



648 


Helium- Spektrum und Wasserstoff -Molekül 


IX. 4. H 


Nach Definition ist für ausführlicher zu schreiben Indem wii 
in (17) einsetzen und den entstehenden Ausdruck in zwei Teile zerlegen, 
haben wir 

(18) 

J ni 

*^1 “ f (1 + ar^i) c 
J ’bi 

Das erste Integral rechts in (18) wurde bereits in Nr. 2 ausgefuhrt. Wir 
haben uns aber noch mit Jj zu beschäftigen. Hier gehen wir Zu den ellipti- 
schen Koordinaten zurück, berücksichtigen (2), (8) und (8) und erhalten 
in den Integrationsvariabein f, rj geschrieben: 

+1 

J, = “2- I dffi-äPi j Jry |l + -| (f - r;)| (f + rj). 

1 — 1 

Führen wir zuerst die Integration nach r] aus, so ergibt sich 


1 

wofür wir auch schreiben können: 



Die Ausrechnung ergibt 



5. Wir können jetzt die Glieder sammeln, aus denen sich C zusammen- 
setzt. Dabei hebt sich das erste Glied rechts in (18) gegen eines der beiden 
Integrale in (13) und man erhält aus (8. 16), (12), (18) und (19): 


( 20 ) 




Dieses Resultat rührt von Heit 1er und London her. Wie man sieht, ist C 
für große q Schwach negativ, für kleine q stark positiv. Die Nullstelle 
liegt bei q = 1,85, vgl. die mittlere Kurve in Fig. 47. 
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6. Es bleibt noch das in A auf tretende Integral mit dem Nenner ri 2 
auszuwerten : 

I u V 

Hier haben wir von Anfang an elliptische Koordinaten zu benutzen und 
dementsprechend l/r^g nach diesen Koordinaten zu entwickeln. 

Wir benutzen die Tatsache, daß l/r^g nnd daher auch 
2 TT 2?r 

0 fl 

111 den Koordinaten der beiden Punkte 1 und 2 der Potentialgleichung 

= 0 

genügt. Uni diese in unseren elliptischen Koordinaten anzuschreiben, 
bilden wir zunächst nach (4) das Linienelenient 

ds'^ = dx^ + dy^ -f dz^ 

— (Cos^ u — cos^ ?)) {du^ + dv“^) -|- Sin^ u sin^ v dvP-. 

ln der üblichen Bezeichnung ^ für die Koeffizienten des Linienelementes 
wird also 


(22) 9ii = 922 ~ (Co&^u — cos^v), = E^ Sin^i^ sin^u, 

= 0 A h 

Bekanntlich lautet die in beliebige orthogonale Koordinaten transformierte 
Gleichung A 0 = 0 : 

]l9i,9,,d0 il9ss9M d0 l/£i^ ^ 

r ö-ij du dv}! dv dw f g^^ dw 


(22 a) 


= 0. 


Hieraus folgt mit Bucksicht auf (22), und zwar für beide Koordinaten- 
paare Wj, und Wg, ^2 gültig: 


» /q- ( q - • n 

_ Sin sin r « ) H- ~ ( w ^ = 0- 

d u\ du/ dv\ dv/ 

Diese Gleichung läßt sich separieren, d. h. umschreiben in 

(23) 


<P =0„- 


( 1 

d , 

^Sinw 

d0u\ 

Sin u du 

du ) 

1 1 

d , 

f . 

d0v\ 

1 sin v dv 

sm V 

dv ) 




(24) 
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A ist der Separations-Parameter. Seine Bedeutung ist aus der Theorie der 
Kugelfunktionen zu entnehmen. Die zweite GL (24) stimmt ja mit (L 3. 16) 
für w = 0 überein. Ihre Lösung ist, da sie (vgl. Fig. 48), für cos r = ±1 
stetig sein muß, eine zonale Kugelfunktion: 

(24a) 0^ — {rj), rj = cm v 

und der Separationsparanieter wird 

(241)) X -= n {n n = ganze Zahl. 

Dieselbe Form wie die zweite hat aber auch, in | = Cos u ge- 
schrieben, die erste Gl. (24). Ilire allgemeine Lösung ist daher 

(25) 0^ ^ (^) + (i), = Cos w, 

wo Qn die in Zusatz 6, Gl. (16), definierte ,,Kugelfuiiktion zweiter Art“ ist, 
die für ^ 1 singulär wird. Letzterer Umstand bedingt eine Fallunter- 

scheidung: Wenn (^ 2 > i^i^ ^i^^ Kern-Verbindungslinie u-^ = 0, also der 
Wert = 1, für das Elektron 1 zugänglich. Dann ist, weil sich 0^^ für 
= 1 regulär verhalten muß, = 0 zu wählen. Wenn umgekehrt 
fg fl ist, so gilt dasselbe für In beiden Fällen können wir außerdem 
ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit = 1 setzen. Hieraus ergibt 
sich als Lösung der ersten Gl. (24) der folgende Ansatz: 

fl<- f2» 

(25a) 0, , 1\ (^,), 0, 2 -- «n K ih) + K Qn (f2). 

^2 '^1’ 

(25b) 0,, == 0,, ^ anP«(fi) + ?^.(^.(fi)- 

Die Darstellung der gesuchten Größe (21 a) setzt sich aus einer Summe 
von Produkten der Form (23), und zwar in beiden Variablen, zusammen; 
sie lautet daher: 


fl ^2» 

4> = 2“' (Vi) Pn (f,) {«n Pn (fj) + ^ Q« (^a) ) ' 

^3 ' 

0 = P« i'h) Pn (»?.) Pn (fa) I«« Pn (f.) + K Qn (f.))- 


Um die Entwicklungs-Koeffizienten a„, zu bestimmen, lassen wir 
den Punkt 1 in den Brennpunkt b rücken. Dann wird mit Kücksicht auf (3) 

^12 = ^Ö2 = ^ (Cos U2 - cos Ug) = K (f2 - V 2 ) 
und nach (21a) 


0 - 


1 


fj - >?a 
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In diesem Grenzfalle ist, vgl. auch Fig. 48, = 0, = 1, 

Pn i^i) ~ Pn iVi) ~ 1» I 2 ^ fl- wird nach der ersten Zeile von (26); 

— — - — = 2«) P „ ( 7 / 2 ) |a„ P« (fj) + hn Qn (fä) 1 ■ 

Cg 

Der Vergleich mit Zusatz 6, Gl. (16), liefert dann eindeutig: 


S =0, - n+ 

Eine ganz analoge Schluß weise führt auf die Werte 

K 0 , b',, = n + h 

Wir haben mithin definitiv die folgende übersichtliche Darstellung von 0 : 




<fa| 


Zur Vervollständigung sei bemerkt, daß man die weitergehende 
Fourier-Darstellung^) 

P 

(27 a) — =2 ^'ös ??i ir, w = n\ — 

2 0 

ansetzen kann, deren nulltes Glied 0^ ersichtlich mit unserem 0 vermöge 
der Definition (21a) idiuitisch ist. 


7. Nunmehr können wir an die Auswertung von (21) gehen. Indem wir 
die Integrationen nach iCg ausfuhren, schreiben wir statt (21) mit Rück- 
sicht auf (5a) und (8) 

(28) Coiist jjjj 0 e- <! «1 + <^> (ff - ,;f ) (f.| - r/f ) iU.d^.drj.ä 

Die Integration nach geht von — 1 bis -f 1, diejenige nach 

^ 1,^2 sondert sich gemäß (27) in zwei Teile, je nachdem < ^2 oder 
<^ 2 < fl- Da aber der Integrand in ^2 symmetrisch ist, können wir die 
Integration auf den Halbquadranten f 1 ■ ^ f 2 [obere Zeile in (27)] be- 
schränken, vgl. hierzu Gl. (2. 26a), unter Hinzufugung des Faktors 2. 
Die Konstante setzt sich zusammen aus den Beträgen: (2 7t)^/E (Integration 
nach w^,W 2 bzw. Definition von 0), P® (von dr^ herrührend), dem 
eben genannten Faktor 2 und dem Normierungsfaktor von den 

Gin. (7) herrührend. Dementsprechend wird 

o'* Qt 

(28a) Const = • 


Vgl. C. Neumann, Vorlesungen über die Theorie des Potentials, Leipzig 
1887, wo S. 341 auch die Koeffizienten für m > 0 durch Kugelfunktionen 
dargestellt werden. 
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Wir führen zunächst die Integration nach aus. Zu dem Ende schreiben 
wir, was erlaubt ist, 

(28b) = 

Multiplizieren wir' dies mit 0 und integrieren über so bleibt von der 
^n ) bei dem Faktor Pg (fg) uur das Glied mit n = 0, bei Pg {tj^ 
nur das mit n = 2 erhalten, während alle übrigen Glieder wegen der Ortho- 
gonalität der Kugelfunktionen verschwinden. Man erhält auf diese Weise 
aus der ersten Zeile von (27) 

j {fl = ^ (P, (f,) Q, (f.) - P, {rj,) P, {(,) Q, (f,)) 

- 1 

und hieraus durch Multiplikation mit f J = J (P^ (f J — P^ (rj^)) und 

Integration nach 

Somit ergibt sich für den vollständigen Ausdruck (28), vgl. auch (28 a); 
<» fa 

(29) ^ ( dl, Jd |,6-^'f. + f.)P, ({,) (P, (I,) Q, (I,) + i Q, (I.)). 

1 1 


Hier führen wir zunächst die Integration nach aus : 

fdlie-ff-Pjd,) = i|d|,(!-v..(8|i' - 1) 

Die Ausrechnung liefert mit der Abkürzung aus Gl. (11): 

Vs - (i + e I, + (8 1 ! - 1) I) . 

Einsetzen in (29) gibt, wenn wir nunmehr | statt 1, schreiben; 


(80) 


^[Vsfd|e-c£(|_Jd|e-n-t(] _ | + g f | , jj. 

1 1 

Nach der Bedeutung der {} in (29) und nach Zusatz 6, Gl. (19) und (19 b) 
haben wir 

0 = -|f + |p,(f)log| + J=|(-|+P(|)), 

,f+i 


P(|) = (3|>-l)log 


f~l 
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Setzen wir 

00 

(31) Xe) = + 

1 

und entsprechend 

00 

(31a) 9)(2e) = 

1 

SO können wir statt (30) schreiben 

(82) [ Vs He) - (l - ^) 9- (2 e) + f ^ . 

Wir haben uns also nur noch mit der Auswertung von q) (q) zu befassen. 
Zunächst ist ersichtlich 


OO 

{32b) J J t e- ? f F (f) = (3 _ 1 j J d f f liog . 

1 1 
Das letzte Integral zerlegen wir in — J_ und berechnen 

« 00 

J+ = j d f c“ log (f -f 1) = log 2 + ^ — [ e~y — , 

^ Q Q j y 

00 

J_ = j* d f e~ log (^ — 1) = — - log p -f - — j e~v logydy. 

* Q Q J 

^ 0 

Hier ist das Integral in der letzten Zeile rechts die negative Euler sehe 
Konstante — (7 — — 0,577 21 . . . Das Integral in der vorletzten Zeile rechts 
führt auf den ,, Integral-Logarithmus“ 
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Mithin 

— — log2^y-^^ Ei{—^n). 

9 9 

Mit Kücksicht auf (82 a), (32 b) wird daher nach (81) 

(pig) ^ (1 -I- -l- (^8 — ijj^ ^ log2py — ' ^ Ei(— 2^)J- 

Ausführung der Differentiation liefert 

(83) 9? (p) = — ^ ^ ^ 2 p 7 — ^ V /S' E ^ ( — 2 ^) . 

Hier ist in Analogie zu (11) gesetzt 

wobei S' aus S durch Vertauschung von + q mit — g hervorgeht. Ferner 
benutzen wir vorübergehend die Abkurzungen 82 und für diejenigen 
Ausdrucke, die aus 8 und 8 ' durch Vertauschung von g mit 2 g hervorgehen. 
Der explizite Ausdruck von qj (2 0 ) lautet dann nach (33) 


(83a) ?) (2 (?) = - (7 + 2 e) + , V .V, log 4 £, y 


6 


f 8^ E i ( — 4 g). 


Man hat nun an diesem Ausdruck die in (32) vorgesehenen Differentia- 
tionen auszufuhren und erhält schließlich in Summa für den vollständigen 
Ausdruck (82) 


(34) 


a/ 25 28 , g\ ^ 

-j(-s+TO + '^o +3)«*^^ 


+ - IS log ey + S' Bi (-4 ff) - ‘2\gS'Ei{- 2p)l. 

ö g 


Dieses Kesultat verdankt man Y. Sugiura, 1. c. S. 625, dessen Rech- 
nung aber etwas anders angelegt ist, als die unsere. 


8. Nun können wir die Glieder zusammenfügen, aus denen sich die 
Austauschwirkung A zusammensetzt. Es sind dieses die Posten (14), (84) 
und das negativ Doppelte von (16). Im ganzen: 

A 8 /II , 108 , 49 . 11 
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Nach bekannten Entwicklur^n^) von Ei{— x) ergibt sich für kleine ^ 


(35 a) 


^ 1 11 1 


also ein steiler Abfall von sehr hohen positiven bis zu negativen Werten, 
und für große q eine exponentielle Annäherung an die Null von der 
negativen Seite her. A ist hiernach bei nicht zu kleinem q negativ, wie 
im vorigen Paragraphen behauptet wurde. Das Minimum liegt zwischen 
p — 1 und ^ — 2. Dieses Verhalten von A zusammen mit der Darstellung 
von C in Gl. (20) bestätigt unsere frühere Fig. 47; die dort gemachten 
Angaben über die Konstanten des Gleichgewichtszustandes usw.) 

sind an Hand unserer jetzigen Darstellungen für A und C zu kontrollieren. 


§5 

Das Pauli-Prinzip in wellenmechanischer Fassung 

Die Unterscheidung zwischen symmetrischen und antisymmotrischen 
Eigenfunktionen bei He und Hg bezog sich bisher nur auf die Koordinaten 
der beiden Elektronen. Wir wissen aber, daß zur vollständigen Peschreibung 
eines Zustandes auch der Spin der Elektronen gehört. Freilich können 
wir nicht die strenge Diracsch(' Spintheorie bei unsenai Zwei-Elektronen- 
Systemen durchfuhren. Aber wir können mit schematischen Spinfuiik- 
tionen a rechnen, die bei vorgegelxmer Spinachso nur zw’eier Einstellungen 
fähig sind, gegeben durch die zw(‘i Werte -£ l je einer Spinquantenzahl, 
die wir für das erste ode^r zweite Elektron mit bzw. Wg bezeichnen wollen. 

In nullter Näherung, d. h. bei Vernachlässigung jeder Spin- Wechsel- 
wirkung, haben wir folgende Kombinationen von Spin- Quantenzahlen und 
Spin-Eigenfunktionen : 


j 


i Spln-Elgenfunktionen 

1 

4 

i ; 1 

n = (7(^)CT(l) 

l 

-i 0 

[ h = i) 


1 0 


-l 

I-l !-l 

1 ^ = 


Wj ist die Quanten- Summe Eigenfunktionen a, 5, c, d sind 

in dieser Näherung als Produkte der Teilfunktionen berechnet, ebenso 
wie u und v in (2. 5). Von ihnen sind a und d nicht entartet, genau wie 
der Grundzustand des Heliums ; dagegen haben b und c dieselbe 

.^f^^Jahnke-Emde, Funktionentafeln, 3. Aufl., S. 2 und 3. 
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Austausch-Entartung wie die angeregten Äustände des Heliums. Um 
diese Entartung aufzulösen, haben wir nach Einführung einer Spin- Wechsel 
Wirkung e^. analoge Störungs-Bechnung zu machen, wie dort. Dabei 
ergeben sich pj^^beiden Kombinationen, an die sich die Eigenfunktionen 
erster Näherung stetig anachließen, zn h^c. Die aus den nicht-entarteten 
Zuständen a und d sich entwickelnden Eigenfunktionen erster Näherung 
schließen sich dagegen offenbar stetig an a und d selbst an. Wir haben 
also drei in den Spins symmetrische Eigenfunktionen und eine unsymme- 
trische; nämlich, in nullter Näherung geschrieben: 

(1) a, b c, d bzw. h — c. 

Die ersteren bilden ein Triplett von Orientierungs-Möglichkeiten, letztere 
stellt ein Singulett dar. Die Quantensummen nig sind nach der vor- 
stehenden Tabelle: 


(2) = + 1, 0, — 1 bzw. 0. 

Die Gesamt-Eigenfunktionen setzen sich in nullter Näherung multipli- 
kativ aus den Eigenfunktionen der Koordinaten und der Spins zusammen. 
Dabei sind zunächst zweimal vier Kombinationen möglich: 


Gruppe ] ) 


Gruppe 2) 



{u — u) (h — c), 


(u -f v) [b - c), 


(u - v) 



Unsere Einteilung in 1) und 2) ist so getroffen, daß alle Zustände der 
Gruppe 1) bei Vertauschung der beiden Elektronen ihr Vorzeichen bei- 
behalten (symmetrische Zustände), diejenigen in Gruppe 2) ihr Vorzeichen 
ändern (antisymmetrische Zustände). Es läßt sich unmittelbar zeigen, 
daß Inter-Kombinationen zwischen symmetrischen und antisymmetrischen 
Zuständen verboten sind. Und zwar handelt es sich hier um ein strenges 
I^rkombinations- Verbot, im Gegensatz zu dem in (2.18) besprochenen, 
welches nur näherungsweise gilt und nach S. 631 von der Kleinheit der 
Spin-Wechselwirkung abhängt. Wenn also z. B. ein Zustand der 
realisiert wäre, so würde er niemals mit einem Zustande der Grr 
kombinieren können. 

Die beiden Gruppen schließen sich also gegenseitig aus, ohne c 
aus rein theoretischen Gründen entscheiden können, welche 
in der Natur vorkommt. 

Wir können die Entscheidung aber treffen auf Grund unserer e 
sehen Kenntnis des Helium-Spektrums, auch wenn wir nichts vom 
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Prinzip und seiner allgemeineii‘'Bewährung in der Spektroskopie und in der 
Theorie des periodischen Systems wüßten: Bei der ersten Gruppe wäre 
das Para- System, das wir den Eigenfunktionen w u zuor^en mußten, 
ein Triplett-, das Ortho-System ein Singulett-Systsim. ln Wirklich- 
keit ist- es umgekehrt. Die Kombination 1) scheidet also aus; die Kom- 
bination 2) ist empirisch allein zulässig. 

Dieselbe Entscheidung liefert das Hg- Spektrum. Auch hier sind die 
m den Koordinaten symmetrischen Eigenfunktionen, z. B. der Grund- 
zustand, vgl. S. 641, erfahrungsgemäß Siiigulett-Terme, die antisymme- 
trischen Triplett-Terme. Auch dies führt auf Gruppe 2) als allein zulässigem 
Symmetrie- Charakter der Eigenfunktionen. 

Indem wir diese Befunde weitestgehend verallgemeinern, kommen wir 
zur wellenmechanischen Fassung des Pauli-Prinzipes: Die 
Eigenfunktionen eines jeden aus Elektronen aufgebauten 
Systems haben antisymmetrischen Charakter, d. h. sie kehren ihr 
Vorzeichen um, wenn die sämtlichen Bestimmungsstucke eines 
Elektrons mit denen eines anderen vertauscht werden. 

Diese Fassung schließt die ursprüngliche elementare Fassung des 
Pauli -Prinzips ein, welche so lautete (vgl. Bd. I, S. 166): Jeder wohl- 
definierte Quantenzustand ist nur mit einem Elektron besetzt. In der 
Tat: Gäbe es zwei Elektronen irn gleichen Quantenzustand, so daß die 
Eigenfunktion des Systems in gleicher Weise von den vier Bestimmungs- 
stucken (den vier Quanterizahlen) beider Elektronen abhinge, so mußte 
sie bei ihrer Vertauschung ungeandert bleiben; da sie aber gleichzeitig ihr 
Vorzeichen umkehren soll, muß sie Null sein. Das aber heißt: Nicht - 
existenz des Zustandes. 

In der wellenmechanischen Fassung steckt auch die Aussage, die zur 
Ergänzung des Pauli-Prinzipes dient: Elektronen sind keine Indi- 
viduen, sie lassen sich nicht durch Numerierung unterscheiden. 
In der Tat sahen wk am Beispiel des He oder Hg, daß die Wellengleichung, 
die ja unsere Wellenfunktion definiert, ungeandert bleibt, wenn wiridie 
Numerierung der Elektronen 1 und 2 umkehren. Dasselbe gilt bei beliebigen 
^lektronensysternen. 

Wir bringen die ungerade Symmetrie bei einem System von N 
^lektronen in formale Evidenz, wenn wir die Eigenfunktion als Deter- 
minmnte schreiben, möge die Koordinaten von Ort und Spin für das 
„erÄ“ Elektron zusaminenfassen, die für das ,, zweite“ usw. Der Zu- 
des ersten Elektrons sei durch ip^ (q^), der des zweiten durch {%) usw. 
ge^^n, wobei jeder Zustand quantenmäßig festgelegt zu denken ist. 
BiÄt dies bei jedem Elektron für sich möglich ist, muß offenbar von der 

At/imhan TT 
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Wechselwirkung zwischen den Elektronen abgesehen werden' (ein äußeres 
Feld braucht nicht ausgeschlossen zu werden). 

Nun ist aber die Numerierung der Elektronen willkürlich. Statt die 
Elektronen 1, 2, . . ., JV den Quantenzuständen 1, 2, . . ., N zuzuordnen, 
können wir diesen Zuständen irgendeine Permutation der Folge 1, 2, . . ., N 
zuordnen. Sämtliche so entstehenden Funktionen haben wir zu einem 
Linearaggregat zusanimenzufassen, das der Pauli sehen Antisymmetrie- 
Forderung genügt. Diese erfüllt nun gerade der Determinanten-Ansatz 


(8) 




Wi (9i) • ■ vn (qd 
y>i (q,) y>N (9s) 


Viiqs) Va (9a) 


In der Tat entstehen ja aus dem Diagonalglied 


v>i ( 1 ) y>2 ( 2 ) • • • fN (^). 

welches unserer ursprünglichen Zuordnung entspricht, alle übrigen Glieder 
der Determinante durch Vornahme aller Permutationen an dieser Zu- 
ordnung. Der ungerade Charakter von W folgt dann unmittelbar aus denj 
Vorzeichenwechsel der Detenninante bei Vertauschung zweier Horizontal- 
reihen, das Verbot der doppelten Besetzung eines Quantenzustandes aus 
dem Verschwinden der Determinante bei Gleichheit zweier Vertikalreihen. 

Nach dem oben Gesagten gilt die Darstellung (8) nur in nullter Nähe- 
rung, bei Vernachlässigung der Wechselwirkungen zwischen den Elektronen. 
Um zu einer ersten Näherung zu gelangen, muß auch hier eine Störungs- 
rechnung einsetzen. 

Es sei nochmals betont, daß unsere Auswahl der antisymmetrischen 
Klasse empirisch bedingt war. Dieselbe Auswahl gilt, wie wir in § 6 und 7 
sehen werden, außer für Elektronen auch für Protonen und Neutronen. Da- 
gegen folgt für a-Teilchen und andere Kerne mit gerader Zahl von Bau- 
steinen, vgl. § 7, die umgekehrte Auswahl, also die der symmetrischen Klasse. 
Pauli^) selbst äußert sich hierzu folgendermaßen : „Es ist zu hoffen, daß eine 
künftige Theorie der Elementarteilchen auch eine vertiefte Einsicht in das 
Wesen dieser engeren Auswahl der Natur bringen wird.“ 

Wir wollen noch andeuten, wie sich unsere obigen Betrachtungen über 
das Zwei-Elektronen- System auf Mehr-Elektronen- Systeme verallgemeinern. 
Im Falle von 8 Elektronen haben wir statt der Tabelle von S. 655, wenn 
wir von den Spin- Quantenzahlen nur die Summe rrig = + Wg + Wg 

hinschreiben: 


Handb. d. Phys., Bd. XXIV, 2*Aufl., S. 191. 
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«« 1 

SpiD-Elgentonktlonen 

1 

8 1 
2 1 


i i 

i, = (t(- i)(T(|)(T(i), bj =a(i)ai- l)(T(i), 


h = a{i)a{i)c{-i) 

-i 

c, = a(J)(T(- i), Cj = (t(- i)(T{i)a{- i), 


c, =a(-i)a(- i)(r(i) 

3 

ä 

d = a(- i)a(- i)c(~ i). 


Hieraus bilden wir die symmetrischen Spin-Eigenfunktionen 
a, bl 4“ ^2 -f- Ci + f‘2 

mit einer in den drei Lagen-Koordinaten antisymmetrischen Eigen- 
fiinktion multipliziert geben sie einen dein Pauli-I’rinzip genügenden 
Quartett-Term. Die übrig bleibenden Spinfunktionen lassen sich zu 
zwei Dublett-Ternien kombinieren. Allgemein wächst die Höhe und 
Anzahl der Multiplizitäten mit der Elektronenzahl im periodischen System 
bis zu einem Maximum, um dann wieder (am Ende einer Schale, wo die 
fehlenden statt den vorhandenen Elektronen abzuzählen sind) abzunehmen. 
Wir verw' eisen aut das Schema in Bd. 1, S. 467, und wegen des vollständigen 
Beweises der vorstehenden Angaben auf einen Artikel von F. Hiind^). 

Zum Helium-Spektrum 
zuruckkehreiid, wollen wir 
noch ein Wort sagen üb(‘r 
Größe und Intervall-Ver- 
hältnisse der Ortho-He-Tri* 
pletts. 

Di(' folgenden Figuren 
sind der Heisenbergschon 
Arbeit entnommen. Die 
Bechnungen, die zu ihnen 
führten, wurden seitdem 
mehrfach verschärft, zuletzt 
von Araki^). Alle drei Fi- 
guren stellen den Term 2 p 
dar, mit den drei Unterterraen p 2 >Pi’Po relativen Quanten- 

gewichten 5:3:1 (Bd. I, S. 566). Betrachten wir zunächst den Grenzfall 
00 . Hier haben wir die regelrechte Termfolge von P2»Pi»Po 

Handb. d. Phys., Bd. XXIV, 2. Aufl.. insbesondere wegen des Quartett- 
Systems auf 8. Ö89/590. 

*) G. Araki, Proc. Phys. Math. Soc. of Japan 19 , 128 (1937), 

42 * 


He ,1-2 

1 

--3 

2 -*co 

L 





, j 

1 



1 1 

dv--1,07 


Jv 

— ► 


15 : 1 5:2 3:1 

Fig. 49. 

Triplett auf Spaltungen für He, Li'' und sehr 
große Kernladung. Die ( iewichle der Niveaus 
verhalten sich wie 5:3:1, das Intensitäts- 
Verhältnis kann für die stark verzerrten Tri- 
pletts des He und Li'' möglicherweise davon 
abweichen. 
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das normale Intervall- Verhältnis 2 : 1 (Bd. I, S. 587); der Term jög Jnit dem 
größten Gewicht 6 ist am niedrigsten. Für Li+ haben wir eine „partiell-ver- 
kehrte“ Folge (Bd. I, S. 488); das „stärkste“ Niveau pg liegt in der Mitte. 
Bei He ist die Folge gegenüber der normalen durchweg „verkehrt“; dieses in 
seinen Intervall- Verhältnissen stark entartete Triplett wurde bekanntlich 
früher experimentell alsDublett angesehen. Die unter den Figuren vermerkten 
J V bedeuten cm-^ und sind Beobachtungswerte. Die letzte Zeile unter 
der Figur bedeutet das Intervall- Verhältnis A v : A Vi, die Angabe bei He 
ist der Eechnung von Araki entnommen; sie stimmt mit experimentellen 
Werten von Hansen und Houston überein. 


§6 

Ortho- und Para-Wasserstoff 

Um die im folgenden zu besprechenden Erfahrungen zu verstehen, 
müssen wir nicht nur dem Elektron, sondern auch dem Proton einen 
Spin I zuschreiben und müssen das Pauli-Prinzip nicht nur auf die Elek- 
tronen, sondern auch auf die beiden Protonen der Hg-Molekel anwenden. 
Wir verlangen also nach S. 657 : Die Eigenfunktionen der Hg-Moleki'l 
sollen antisymmetrisch sein nicht nur in den Koordinaten und Spin-Variabehi 
der Elektronen, sondern auch in denjenigen der Protronen. 

Als Lagenkoordinaten des Systems der beiden Protonen werden wir 
benutzen 

( 1 ) 

ist wie früher der Abstand der beiden Protonen a und h, ^ und (p sei('n 
die Polar-Koordinaten ihrer Verbindungslinie auf einer etwa um den Punkt a 
gelegten Einheitskugel. Bei Vertauschung von a und b wird nun 
dagegen geht ^ über in (^) in 99 tt. Man kontrolliert dies an den 

Koordinaten-Differenzen 


1 % “ = fab ^ cos 99 , 

Vb - Va = fab «io sin 99 , 

^b — ^a = fab COS 

Hier kehren die linken Seiten ihr Vorzeichen um bei Vertauschung 
von a und h, ebenso auf der rechten Seite nach dem eben Gesagten je ein 
Faktor, nämlich cos cp, sin 99 und cos während die übrigen Faktoren, 
nämlich und sin ihr Vorzeichen beibehalten. 

Wir betrachten zunächst den Kotationsterm des als starr gedachten 
Protonen-Paares, sehen also von dem Vibrationsterm (II. 11.4) und dem 
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Elektronenterm (S. 157) ab. Der Eotationsterm ist wie bei allen zwei- 
atomigen Molekeln gegeben durch (11. 11. 4) 


(3) V'Rot = 

Vermöge der Darstellung (1. 3. 16b), die wir in der Form 


pm 

^3 


^ + w (cos^ — l)i 



-hm cos d' 


schreiben können, nimmt bei dem Übergange 


d 71 — q) (p 71 

Pj” den Faktor (— l)-^ + ^ auf, also (3) den Faktor 

(4) (- ])i + 2m ^ (_ ly. 

Der Eotationsterm (3) ist also antisymmetrisch in den beiden Kernen 
bei ungeradem j, symmetrisch bei geradem j. 

Andrerseits hängt der Vibrationsterm nur von ab und ist daher 
stets symmetrisch. Dasselbe gilt von dem Elektronenterm iin Grund- 
zustande, welcher nach (3.3), (3.5) und (3.7) dargestellt wird durch 


{<>) Vfj = (1) y>h (2) + fb (1) v» (2)) 

und daher bei Vertauschung nicht nur der Elektronen 1, 2. sondern auch 
der Protonen a, h ungeändert bleibt. 

Die Gesamt-Eigenfunktion 

(3) ^ = fRot V^vibr VEI 

ist hiernach in den Lagen-Koordinaton (1) der Protonen 
j symmetrisch bei geradem j, 

1 antisymmetrisch bei ungeradem j. 

Nach dem Pauli-Prinzip muß sie in den vollständigen Protonen- 
Koordinaten, d. h. mit Einschluß des Protonen- Spins allemal antisymme- 
trisch sein. Wir haben daher die vorstehende Tabelle wie folgt zu er- 
gänzen : 


(B) 


Gerade 

Ungerade 


Spin-Lape .S = Spin-Summe 2 S + 1 = Gewicht 1 


Para-W. 
Ortho -W. 


S ist die (in Teilen von h gerechnete) Spin-Summe J d* i : <ias ,, Gewicht“ 
2S 1 ist identisch mit der Anzahl der Einsteil-Möglichkeiten in einem 
hinzugedachten Magnetfelde und bestimmt daher die Term-Multiplizität. 
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Die Benennung Para und Ortho ist der beim Helium- Atom nachgebildet, 
mit dem Unterschiede, daß sie sich jetzt auf den Protonen- Spin, dort auf 
den Elektronen- Spin bezieht. Außerdem beachte man folgendes: Bei der 
Hg-Molekel interessiert man sich aus chemischen und thermodynamischen 
Gründen (s. unten) hauptsächlich für den Grundzustand und wendet die 
Bezeichnung Ortho und Para speziell auf diesen an, wie auch wir es im 
vorstehenden taten. Beim He-Atoni dagegen ist der Grundzustand, wie 
wir wissen, nur im Para-System realisiert und im Ortho-System verboten; 
dort tritt also die Unterscheidung zwischen beiden Systemen erst bei den 
angeregten Zuständen in Kraft. 

Wir betrachten zunächst ein Gas von Hg-Molekeln im Elektronen- 
Grundzustande und bei Zimmer-Temperatur. Diese reicht zwar aus zur 
Anregung von Eotations-Zuständen mit j - 0, aber nicht zur Anregung 
von höheren Elektronen-Zuständen. Die Eotationszustände verteilen sich 
auf die verschiedenen Werte nach Maßgabe des Boltzmann-Faktors, 
vgl. Bd. I, S. 627, so zwar, daß auf die Orthozustände {j ungerade) dreimal 
soviel Molekeln kommen als auf die Parazustände, entsprechend dem 
Verhältnis der Spin-Gewichte 8:1. (Von den Eotations- Gewichten 2 j -f 1. 
die wir uns mit dem Boltzmann-Faktor vereinigt denken können, brauchen 
wir hier nicht zu sprechen.) 

Nun sind Übergänge zwischen Ortho und Para verboten, gerade so wu^ 
beim He-Atom, vgl. S. 630, weil die betreffenden Matrix-Elemente ver- 
schwinden. Ändern wir also die Temperatur ab, so können sich die beiden 
Bestandteile nicht ins thermodynamische Gleichgewicht setzen. Zwar 
verschiebt sich innerhalb des Ortho- Systems bei abnehmender Temperatur 
das Maximum der Besetziingszahl von höheren nach kleineren j-Werten, 
und ebenso beim Para-System. Aber die Gesamtzahl der Ortho-Molekeln 
bleibt erhalten, und ebenso die der Para-Molekeln. Dagegen würden bei 
vollem thermodynamischen Gleichgewicht für T 0 alle Molekeln in den 
Zustand j = 0 wandern, der zum Para- System gehört. 

Es ist das Verdienst von Dennison^, auf diesem Wege erstmalig 
das Verhalten der spezifischen Eotationswärine des Hg- Gases bei tiefen 
Temperaturen aufgeklärt zu haben. Indem man dieses Verhalten (vgl. 
wieder Bd, I, S. 627) nach den thermodynamischen Eegeln für ein einheit- 
hches Gas berechnete, kam man zu unlöslichen Widersprüchen mit der 
Erfahrung. Erst die Dennisonsche Berechnung, die mit einem Gas- 
gemisch zweier im Verhältnis 3 : 1 stehender Bestandteile operierte, konnte 
die vorhandenen Beobachtungen erklären. 


0 D. M. Dennison, Proc. Eoy. Soc. London 115, 483 (1927). 
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Es ist lehrreich zu sehen, wie hier der Protonen- Spin, das Pauli-Prinzip 
und das Interkombinations- Verbot zwischen Ortho- und Para-Zuständen 
in makroskopischen Beobachtungen zur Geltung kommen. Das ent- 
sprechende gilt von dem inzwischen entdeckten schweren Wasserstoff, 
dem sog. Deuterium. 

Wir erwähnen noch eine aridere Folgerung aus dem Interkombina- 
tions-Verbot. Sie betrifft die reinen Eotationsbanden der Hg-Molekel, 
sowie die Eotations- Schwingungsbanden. Allgemein gilt für solche Banden, 
als Ausfluß der Eigenschaften der Kugelfunktionen, die Auswahlregel 
(II. 11. 16), welche nur die Kombination eines geraden mit einem ungeraden 
j gestattet. Diese ist aber bei der Hg-Molekel im Grundzustande verboten. 
Eotations- oder Eotations-Schwingungsbanden können also im 
Hg-Spektrum als Dipol-Strahlung nicht auftreten. 

Wir gehen noch kurz auf die angeregten Terme der Hg-Molekel ein, 
aus deren Kombinationen (untereinander oder mit dem Grundterm) das 
Viellinien- Spektrum entsteht. Auch diese nennen wir Ortho oder Para, je 
nachdem die Eigenfunktion W aus Gl. (6) in den Lagen-Koordinaten der 
beiden Protonen antisymnietrisch oder symmetrisch ist. Auch in diesem 
erweiterten Sinne sind Ortho- und Paraterme nicht interkombinations- 
fähig. Die entstehenden Bandenlinien entstehen also entweder aus zwei 
Ortho- oder aus zwei Paratermen und können daher selbst entweder als 
Ortho- oder Para -Linien bezeichnet werden. 

Denken wir uns (6) für zwei miteinander kombinierende Terme hin- 
geschrieben. so haben nach dem eben Gesagten die gleichen Symmetrie- 
Charakter. dagegen die entgegengesetzten (es handelt sich immer 
um die Symmetrie in den Lagen-Koordinaten der Protonen!), wegen der 
Auswahlregel ; / iL 1. Da wir von den Faktoren y^vibr absehen können, 

die (als stets gerade Funktionen der Kern-Koordinaten) für die Symmetrie 
belanglos sind, müssen wir schließen, daß die Elektronen-Terme yfpj bei 
zwei kom binierenden Zuständen entgegengesetzten Symmetrie-Charakter 
haben. Wir kennen ja außer dem Grundzustande (6), der in den Protonen a, b 
symmetrisch ist, den zugehörigen antisymmetrischen Term, in Fig. 47 
dargestellt durch die obere Kurve Von solchen Termen gibt es im 
System der angeregten Zustände eine unbegrenzte Schar, ebenso wie 
von den symmetrischen Termen. Unser Schluß besagt also, daß immer 
nur ein Elektroneii-Term aus der einen mit einem aus der anderen Schar 
kombinieren könne. Indem wir z. B. bei den reinen Eotationsbanden 
definitionsgemäß verlangten, daß sich die Molekel sowohl vor wie nach 
dem Eotationssprunge im Elektronen- Grundzustande befinden sollte, kamen 
wir zu dem obigen Ergebnis der Unmöglichkeit dieser Eotationsbanden. 
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Schließlich betrachten wir nicht den einzelnen Übergang, sondern 
die unendliche Folge von Übergängen, welche eine bestimmte Rotations- 
bande erzeugen (genauer gesagt einen bestimmten Zweig einer solchen, 
vgl. die schematische Figur aus Bd. I, S. 616). Innerhalb dieser ganzen 
Folge ist der Elektronen-Übergang derselbe, ebenso der Übergang im 
Vibrations-Zustande, aber der Übergang im Rotationsterm wechselt von 
Bandenlinie zu Bandenlinie: Auf einen Rotations-Übergang j gerade j un- 
gerade folgt als nächste Bandenlinie ein Übergang j ungerade -> j gerade. 

Wenn der erste dieser Übergänge einer Ortho-Linie entspricht, 
gehört der zweite zu einer Para-Linie, da ja Elektronen-Term und 
Vibrationsterm sowohl im Anfangs- wie im Endzustände bei beiden Über- 
gängen die gleichen sind. Es gibt aber dreimal soviel Ortho-Molekeln wie 
Para-Molekeln (im angeregten Zustand ebenso wie im Grundzustande). 

Wir erwarten daher einen Intensitätswechsel im Ver- 
hältnis 8 : 1 zwischen aufeinanderfolgenden Banderilinien. 
Dies wird durch die spektroskopische Erfahrung in vollem Maße bestätigt. 
Wir werden im nächsten Paragraphen sehen, daß ein entsprechender Inten- 
sitätswechsel allgemein bei Molekeln aus zwei gleichen Atomen auftritt. 
und werden hieraus wichtigste Schlüsse auf die Kern-Konstitution ziehen. 
Hier sei nur noch bemerkt, daß der Boltzmann-Faktor (einschließlich des 
Gewichtsfaktors 2 j 1) zwar ein allmähliches Anwachsen und Wieder- 
abklingen der Linien-Intensität innerhalb einer Rotationsbande verursacht, 
aber das Intensitäts- Verhältnis 3:1 zweier aufeinanderfolgender 
Bandenlinien nicht merklich fälscht. 


§7 

Kernbaufragcn. Bose- und Fermi- Statistik 

Ursprünglich dachte man die Kerne aufgebaut aus Protonen und 
Elektronen, vgl. z. B. Bd. I dieses Buches (1931), S. 178. Unmittelbar 
nach der Entdeckung des Neu trons (Chadwick,! 932) machte H e i s e n b e r g U 
den Gegenvorschlag, die Kerne aufzubauen aus Protonen und Neutronen. 
Dieser Vorschlag erwies sich als gmndlegend für die ganze weitere Ent- 
wicklung der Kernphysik. Mit Z als Ordnungszahl, A als Atomzahl = ganz- 
zahlig abgenmdetem Atomgewicht wird die Protonenzahl jedes Kernes 
gleich Z, die Noutronenzahl gleich A - Z. Der Vorschlag Heisenbergs 
ging aber weiter dahin, dem Neutron ebenso wie dem Proton den Spin I 
zuzuschreiben und auch jedes Neutronen-Aggregat dem Pauli-Prinzip 

D W. Heisenberg, Zeitschr. f . Phys, 77, 1 (1932). 
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zu unterwerfen. Der N-eutronenspin J schließt alle Versuche aus, das Neutron 
zu erklären durch eine Verbindung von Proton und Elektron; vielmehr 
muß es als wirkliches Elementarteilchen angesehen werden. 

Neben dem mechanischen muß man dem Neutron auch ein magneti- 
sches Moment zuschreiben. Dazu zwingt die Entdeckung des schweren 
H-Kernes, des sog. Deuterons (Urey, 1982). Dieses hat, als Verbindung 
(änes Protons mit einem Neutron, den Spin 1 und ein vom Proton ver- 
schiedenes magnetisches Moment. Wir haben also im Neutron Magnetismus 
ohne Ladung, ganz im Gegensatz zu unseren auf Ampere zurückgehenden 
Vorstellungen über die Natur des Magnetismus! 

Nach dem Postulat des Pauli-Prinzips muß die Eigenfunktion eines 
aus Protonen und Neutronen aufgebauten Kerns antisymmetrisch sein, 
in den Lagen- und Spin-Koordinaten aller Neutronen so gut wie aller Proto- 
nen. Dasselbe gilt fur ein aus zwei identischen Kernen a und h bestehendes 
System. Z sei wie vorher die Protonenzahl, N ^ A — Z die Neutronenzahl 
jedes der beiden Kerne. Vertauschen wir nun ein Neutron von b mit einem 
Neutron von a, so ändert sich die Eigenfunktion unseres Systems um — 1. 
Ebenso bei der Vertauschung eines Protons von b mit einem Proton von a. 
Vertauschen wir alle N Neutronen und alle Z Protonen, also den ganzen 
Kern h mit dem ganzen Kern a, so ändert sich die Eigenfunktion im 
ganzen um 


( 1 ) 




j -f 1 • • • .4 gerade, 

I — 1 • • • A ungerade. 


In Abhängigkeit von den beiden Kernen, nicht von ihren Elementar- 
teilchen betrachtet, verhält sich also die Eigenfunktion unseres Systems 
symmetrisch oder antisymmetrisch, je nachdem die Atomzahl A 
gerade oder ungerade ist. Dasselbe gilt von einem Aggregat beliebig 
vieler identischer Kerne a, h, c, ... 

Wenn wir also mit solchen Kernen eine Statistik aufmachen, so wie 
mit den Elektronen eines Metalls, so verhalten sich Kerne von geradem A 
ganz anders wie Kerne von ungeradem A. Letztere genügen dem Pauli- 
Prinzip, fur erstere gilt das Pauli-Prinzip nicht, sondern statt dessen die 
Symmetrie-For dernng . 

Die symmetrische Statistik wurde zuerst von S. N. Bose für Licht- 
quanten durchgefuhrt und von Einstein auf Gasinoleküle ausgedehnt. 
Wir nennen sie Bose- Statistik. Die antisymmetrische Statistik wurde 
etwa gleichzeitig von Fermi und Dirac untersucht. Sie heißt Fermi - 
Statistik. Wir konstatieren also: Die Kerne mit gerader Atomzahl 
befolgen die Bose- Statistik , die mit ungerader Atomzahl die 
Fermi-Statistik. 
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In diesem allgemeinen Gesetz ist natürlich als äußerster Spezialfall 
für =1 die Gültigkeit der Ferrai- Statistik beim Proton oder Neutron 
enthalten, wovon wir ja bei unseren Betrachtungen ausgingen. Dagegen 
folgt für das Deuteron (A = 2) und für den He-Kern (A — 4) die Bose- 
Statistik. Wir wollen als besonders interessant den Fall des Stickstoffs 
betrachten, an dem sich die ganze Fragestellung entwickelt hat. Hier ist 
A 14, wir haben nach der Heisenbergschen Vorstellung 7 Protonen 
und 7 Neutronen. Also gilt die Bose- Statistik. Dagegen hätten wir 
nach der älteren Vorstellung im Stickstoff-Kern 14 Protonen und 7 Elek- 
tronen anzunehmen, damit die Ordnungszahl 7 und die Atomzahl 14 richtig 
herauskommen. Unsere obige Betrachtung mit den beiden gleichen Kernen a 
und b können wir natürlich auch auf das Protonen-Elektronen-Aggregat 
anwenden, da ja auch in diesem Falle die Elementarteilchen dem Pauli - 
Prinzip genügen. Es ergibt sich dann aber bei der vollständigen Ver- 
tauschung beider Teilchenarten unter sich 

(_ l)H + 7 ^ lyn = _ 1, 

also Fermi- Statistik. Dies widerspricht, wie wir sehen werden, den 
Erfahrungen an den Stickstoff-Banden. 

Zuvor wollen wir eine Folgerung über den Gesamtspiii des Kerns 
ziehen, die unmittelbar aus dem Aufbau des Kerns gemäß der Heisen- 
bergschen (Trundvorstellung fließt. Wir nennen den Gesamtspin S. Er 
setzt sich zusammen aus den elementaren Spins i 4 der Neutronen und 
Protonen : 

(2) S=2CJ-J)- 

1 

Hieraus folgt unmittelbar 

ganzzahlig . , . A gerade, 
halbzahlig ... .4 ungerade. 

Es wechseln also im periodischen System halb- und ganz 
zahlige Kern-Spins ab. Diese Regel bestätigt sich ausnahmslos. Darübe: 
hinaus liefert die Erfahrung, ebenfalls ausnahmslos, daß für ^4 -Werte voi 
der Form 4n der Gesamtspin S gleich Null ist, also eine volle Koni 
pensation der Elementarspins stattfindet. Dasselbe gilt für -4 -Werte voi 
der Form4n-f 2, wenn Z und N beide gerade sind. Dagegen is 
S = 1 bei 

A = 2 Deuteron, ^ = 14 Stickstoff, 

wo Z und N beide ungerade sind. Bei den ungeraden ^-Werten sin 
vorherrschend S ^ i und es kommen aber auch höhere Werte vo 

z,B. S = I bei Wismut (Back und Goudsmit, Zeeman- Auf Spaltungen 
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Von hieraus gelangen wir unmittelbar zur allgemeinen Eegel des 
Intensitätswechsels bei Bandenlinien, als Verallgemeinerung des Intensitäts- 
wechsels 8 ; 1 bei Ortho- und Para- Wasserstoff, vgl. 8. 664. 

In einem Magnetfelde kann sich der Kernspin S auf 2^+1 Arten 
einstellen; seine Komponenten nach der Eichtung des Magnetfeldes können 
nämlich sein: 

bei ganzzahligem S 

S, 1, 0, - 1, . . . - S+\, - S, 

bei halbzahligem S 

S, I, -S+1, -S. 

Es gibt also bei zwei zu einer Molekel vereinigten Kernen vom Spin S im 
ganzen (2^+1)^ Kombinationen von Einstellungs-Möglichkeiten. Wir 
denken uns diese als quadratisches 8chema 
aufgeschrieben, indem wir in jedes Feld 
eine Kombination der beiden Spin-Eigen- 
fimktionen o (i) {S^i^ — S, erster Kern) 
und c (k) ^ ^ — S, zweiter Kern) 

setzen, i und k sind zugleich mit S ganz- 
oder halbzahlig. Dabei möge, vgl. Fig. 50, 
i beispielsweise von Kolonne zu Kolonne. 
k von Zeile zu Zeile je um eine Einheit 
wachsen. - Unser Schema enthält in der Dia- 
gonalen die symmetrischen Kombina- 
tionen (T (i) a (i), an zwei zum Mittelpunkt 
spiegelbildlich gelegenen Stellen dagegen 
die unter sich verschiedenen Kombinationen 
<r (i) o (k) und er {k) a (i). Wir symmotrisiern 
bzw. antisymmetrisieren diese, indem wir 
bilden 

(4) I bzw ^ ^ ^ ^ 

I ^ G (i)G (k) — a (k) G (i). 

Von solchen Kombinationen gibt es je 

( 5 ) l {(2 + 1)2 -{^s+1)} = S{2S~\- 1), 

nämlich ebenso viele als es in unserem Schema Felder auf der einen Seite 
der Diagonalen gibt. Diese Zahl (5) ist zugleich die Gesamtzahl der anti- 
symmetrischen Kombinationen. Die Gesamtzahl der symmetrischen ergibt 
sich, wenn wir zu (5) die Zahl 2 S' 1 der Diagonalglieder hinzufügen, also 

(6) (S+l)(2S+ 1). 



Fig. 50. Schema der Spin- 
Einstellungen zweier Kerne 
vom (ganz- oder halbzahligen) 
Spin /ü". Die Kreuze X gehören 
zu den von Hause aus sym- 
metrischen Lagen der beiden 
Kern- Spins, die zur Diagonale 
spiegelbildlichen Paare von 
Kreisen O zu solchen Lagen, die 
zu symmetrischen und anti- 
symmetrischen Spin-Eigen- 
funktionen zusammengefaßt 
werden. 
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Infolgedessen haben wir als Verhältnis der symmetrischen zu 
den antisymmetrischen Kombinationen 


Diese Abzählung, auf den Fall S = i spezialisiert, ist nichts anderes 
als die schon S. 656 durchgeführte Betrachtung, welche wir dort zunächst 
auf das He-Atom anwandten und S. 661 auf die Hg-Molekel übertrugen. 
Unseren jetzigen Diagonalgliedern entsprachen dort die Spin-Eigenfunk- 
tionen a und d, unseren jetzigen Nicht-Diagonalgliedern die b und c, den 
Kombinationen (4) die dortigen h -f c und b — c und man berechnet aus 
unserer jetzigen Formel (7) für /S = I das dortige Verhältnis 3 : 1 zwischen 
symmetrischen und antisymmetrischen Kombinationen. 

Ebenso wie im Hg- Spektrum liefert nun der Ausdruck (7) allgemein 
das Intensitäts- Verhältnis aufeinanderfolgender Linien in einer Rotations- 
bande, sowohl bei Fermi- wie bei Bose-Statistik. 

Für S — 0 hat man nach (7) das Intensitäts- Verhältnis 1:0, welches 
besagt, daß jede zweite Lime der Bande ausfällt. Ein Beispiel hierfür 
liefern die Heg-Banden, von denen in Bd. I, S. 681, die Rede war. Dasselbi^ 
gilt von den gewöhnlichen Sauerstoff-Banden entsprechend der 

obigen Regel, daß alle Kerne mit durch 4 teilbarem A den Kernspin S = i.) 
haben. Es gilt aber nicht von den Banden OigOig oder OjgOi^, weil auf 
diese wegen Ungleichheit der beiden Kerne unsere Symmetrie-Betrachtungen 
keine Anwendung finden. In der Tat haben die Linien dieser Banden den 
halben Abstand wie die Linien der OigOjg-Banden und keinen Intensitäts- 
Wechsel. Das letztere gilt auch von den Banden CjgCig und N 14 N 15 . 

Für sehr große S ergibt (7) das Verhältnis 1:1, also ebenfalls keinen 
Intensitäts- W echsel . 

Bei den Stickstoff-Banden N 14 N 14 ist der Intensitäts- Wechsel aus- 
geprägt im Verhältnis 2:1. Daraus folgt nach (7) der schon genannte 
Spin S = 1. Besonders aufschlußreich sind die Rotationsbanden im 
Raman- Spektrum des Stickstoffs, welche Rasetti (vgl. das Zitat auf 
S. 877) in mustergültiger Weise aufgenommen hat. Der Schluß auf Bose- 
Statistik folgt aus gef^issen Feinheiten der Ras et tischen Aufnahmen 
(Anordnung der starken und schwachen Bandenlinien in der Umgebung 
der eingestrahlten Linie) und zwar unabhängig von jeder Aufbautheorie 
des Kernes. Dies wurde zuerst von H eitler und Herzberg^) erkannt, 
an welche Heisenberg bei der Aufstellung seines Protonen-Neutronen- 
Modells anknüpfte. 


U W. Heit 1er und G. Herzberg, Naturwiss. 17 , 673 (1929). 
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Auf den hier geschilderten Gnmdlagen ist in den letzten Jahren das 
große Gebäude der Kernphysik errichtet worden. Wir müssen vor dessen 
Pforten umkehren und uns wieder den einfacheren Fragen der atomaren 
Wellenmechanik zu wenden. 


§8 

Streuung gleichartiger Teilchen 

Es handle sich um die Streuung eines a-Teilchens an einem a-Teilchen 
oder eines Protons an einem l^roton. Im ersten Falle ist die Wellenfunktion 
dieses Zwei-Partikel-Probhuris symmetrisch in den Koordinaten^) der 
beiden Partikeln (Bose- Statistik, Spin Null), im zweiten Falle an ti symme- 
trisch (Fermi-Statistik, Spin ln beiden Fällen laßt sich das Zwei- 
l^artikel-Problern durch Abspaltung der Schw(‘rpunkts-Bewegimg auf ein 
exakt integrierbares Ein-Partikel-Problem (Wasserstoff-Problem) in den 
Relativ-Koordinaten r('duziertai. 

Wir deut(ai die Ijagen-Koordinat(‘n der geströmten und streuenden Par- 
tikel durch Xi und r2i die Koordinaten der relativiai Lage durch r =- — r2 

an. Die Wö*llenfuiiktion der Relativ-Bewegung setzen wir, Vorbehalt - 

> 

lieh der genaueren Definition der darin vorkommenden Konstanten k 
und n, in der Form von (VII. 2. 4) an 

(1) y) (ti, Tg) == e‘ L,, (p), Q := i {k r ~ (k r)}. 

Bei Vertauschung der beiden Partikeln geht über 

> 

( 2 ) r — t, r r, (> ~ i{k r {k r)}. 

Infolgedessen laui^et die permutierte Eigenfiinktion 

( 3 ) = 

Aus (1) und (8) bildiai wir die symmetrische und antisymmetrische Kom- 
bination 

(4) '•?' = V’Cri.rj) ± v'(r2,ri). 

Wegen der Schwerpunkts-Bewegung hätten wir hier noch, um die 
vollständige Welleiifunktion des Zwei -Partikel-Problems hinzuschreiben, 
den Faktor / von S. 95 hinzuzufugen, der von den Schwerpunkts- 
Koordinaten abhängt. Da dieser Faktor aber ungeändert bleibt bei 
Vertauschung der Partikeln 1 und 2 und da außerdem sein absoluter Betrag 

^) Bei a-Teilchen handelt es sich um die Lagen- Koordinaten, bei Protonen 
und Elektronen um Lagen- und Spin- Koordinaten. 
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konstant ist, vgl. S. 97, so ißt er für die folgenden Intensitäts-Kechnungen 
belanglos und durfte daher schon in (4) unterdrückt werden. 

Beim Streuproblem interessieren wir uns nur für den asymptotischen 
Ausdruck der Wellenfunktion !F. Er folgt aus (11. 9. 25a) und lautet: 


( 5 ) 




(-qY 

r{\ + n) 




{-oY 


r(l^n) 


n 




Der Faktor exp {i k r} in der zweiten Zeile kennzeichnet diese als Dar- 
stellung der Streuwelle, die erste Zeile mit den Faktoren exp {± i (/c r)} 
beschreibt die Bewegung vor dem Stoß (einfallende Welle). Wir bilden 
das Verhältnis der gestreuten zur einfallenden Intensität. Dabei berück- 
sichtigen wir bei der einfallenden Welle nur den ersten der beiden, bei der 
gestreuten Welle hingegen beide Summanden, entsprechend dem Umstand, 
daß zur einfallenden Intensität nur das eine der beiden Teilchen, das 
stoßende, beiträgt, hingegen zur gestreuten Intensität beide, stoßendes 
und gestoßenes. 


7^" = : I” I' I e- " - ■ -t CT- • p e . 

^Elnf \ 

dQ bezeichnet den Raumwinkel, auf den sich die Messung der ge- 
streuten Teilchen bezieht, r^dQ also die Fläche, in welche die Teilchen 
gestreut werden; die einfallende Welle ist so normiert, daß ein Teilchen 
auf die Flächeneinheit ihrer AVellenfront kommt. Bei dieser Normierung 
bedeutet (6) zugleich den differentiellen Wirkungsquerschnitt des Streu- 
prozesses, vgl. S. 388, weshalb wir im folgenden für die linke Seite von (0) 
einfach äQ schreiben wollen. Zur Ausrechnung von (6) bemerke man: 

da n rein imaginär, wird der erste Faktor der rechten Seite gleich 1 , 
und der dritte reduziert sich auf: 


(_ i'j-n n — Qtnn — ^71 |nl^ 

(6) vereinfacht sich also zu 

(7) dQ = C = \n\^e^\^\dQ. 

Wir bezeichnen im System der Relativ-Koordinaten mit 0 den 

► 

Winkel zwischen der Beobachtungsrichtung r und der Einfallsrichtung k 
(ß = ,, relativer“ Streuwinkel) und haben dann nach (1) und (2) 

Q = ihr (1 — cos 0) = 2k r sin“* ~ • e* , 

a = ikr {1 cos ß) = 2kr cos*' ^ e* 

2 


( 8 ) 
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und für die konjugierten Größen 

Q* =z — — — (J. 


Daher 


= (e" ” ” ^ ± 0^ ~ ' ± - 1 )" “ ' 

1 


(2/cr)-s 


1__ 1_ 

sin^ 0/2 cüs^ 0/2 ^ sin^ 0/2 cob^ 0/2 


()| e-'-'l"!. 


Ulli den Wert der () auszurechneii, führen wir die Abkürzung ein: 


( 10 ) 

es wird dann nach 


r = logtg^: 


/ 0s~ ” 

n(y+ n ^ ~\ = c“ * 1' = 1»! ); 


w n _ ^ = e“ 2 » 1« I ) , 

0 = 2 COS 2 1?? I y = 2 co^ j2 |n| log tg ^ 

i 

Hiermit und mit (8) und (9) folgt aus (7) 


(11) dQ = 


\n\^dQ 


,0 

n* 


+ 


i* «in* 


^sin’ — cos* — sin* — cos^ — 
2 2 2 2 


Hätten wir von der Synimetrisierung der Eigenfunktion abgesehen, 
so hätten wir offenbar nur das erste Glied der rechten Seite erhalten, welches 
mit der Kutherfordschen Streuformel in (V. 6. 4) über einst iinrat, und zwar 
nicht nur bezüglich der Winkel' Abhängigkeit, sondern auch bezüglich der 
multiplikativen Konstanten. Es ist nämlich, da das stoßende und das 
gestoßene Teilchen die gleiche Ladung ci^ (Z = 2 für a-Teilchen, Z — 1 
für Protonen) und die gleiche Masse M haben (M = 4 für a-Teilchen, 
M — rrtjj für Protonen): 

,,, , , , aZ2 |n| e^Z'^ e^Z* 

* ß Tiv’ 2fc ^knv~2Mv‘' 

Hiernach stimmt (11) mit (V. 6. 4a) auch hinsichtlich des konstanten 
Faktors überein. Daß auch die Bedeutung von k in beiden Gleichungen 
dieselbe ist, folgt daraus, daß im Anfangszustande des Stoßvorganges bei 
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ruhendem Kern unsere jetzige relative Wellenzahl mit derjenigen im 
Kuhsystem der gestoßenen Partikel übereinstimmt. 

Das erste Glied der GL (11) ist hiermit aufgeklärt. Um auch die übrigen 
Glieder zu deuten und um unsere Formel mit den Beobachtungen 
vergleichen zu können, müssen wir von der Kelativ-Bewegung zu den 

Verhältnissen im Beobachtungs-Baum 
ubergehen. Dies wird durch Fig. 51 er- 
läutert. 

^0 bedeutet den Anfangs-Impuls 
des stoßenden Teilchens, und pg den 
End-Irnpuls des stoßenden und des ge- 
stoßenen Teilchens. Wegen des Impuls- 
Satzes gilt die Gleichung 



€ 


Fig. 51. Das Impuls-Rechteok 
beim Zusammenstoß gleichartiger 
Teilchen. 


Po 

oder quadriert 


^ Pt -f Pi 


(12) Po = P? + 

Außerdem gilt bei gleicher Masse beider Teilchen der Energie-Satz in der 
Form : 

( 18 ) p,? = p? -t- pi. 

Daraus folgt beim Vergleich mit (12): 

(14) (/q P 2 ) Ä iPv P 2 ) = 

Das Parallelogramm der Impulse wird ein Rechteck, wie 
aus der elementaren Mechanik bekannt ist^). 

In Fig. 51 ist außer Kelativ-Impuls p = — p., 

eingezeichnet, dessen Größe ersichtlich gleich nämlich gleich der Diago- 
nale im Impuls-Rechteck ist. Sein Winkel gegen die Einfallsrichtung dt^^ 
stoßenden Teilchens ist das O unserer vorigen Rechnung. Andererseits 
bezeichnen wir mit # den Streuwinkel des stoßenden Teilchens, welchi'i' 

in der Figur zweimal vorkommt, sowohl zwischen und p^, als auch wegen 
Dreiecks-Kongruenz zwischen p und p^. Wir haben daher 
(14a) e ---- 2 


U Dieser Satz gilt nicht mehr in der Mechanik der Relativitäts-Theorn'. 
weil hier wegen der Massen- Veränderlichkeit die Form (13) des Energie- Satzes 
nicht mehr richtig ist. Dies wird durch äußerst interessante Versuche von 
F. C. Champion mit /^-Strahlen belegt, vgl. Proc. Roy. Soc. London (A) 136. 
630 und 137, 688, 1932: Der Winkel zwischen stoßendem und gestoßenem 
Elektron wird mit zunehmender Harte der /l- Strahlen immer spitzer. 
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Außerdem gilt wegen (14) 

(14b) 

WO 1^2 Winkel p^, also den ,, Streuwinkel des gestoßenen Teilchens“ 
bedeutet. 

Auf Grund dieser beiden Beziehungen werden die beiden ersten Nenner 
in der Klammer von Gl. (11) 

sin^ d und sin^ ^^ 2 - 

Die Bedeutung des zweiten Gliedes in (11) ist daraufhin verständlich: 
Bei Gleichheit von stoßendem und gestoßenem Teilchen sind die gestoßenen 
Teilchen von den stoßenden nicht zu unterscheiden und werden im Streu- 
Versuch zugleich mit diesen mitgezählt. 

Wir müssen aber auch das Kaumwinkel-Elernent äÜ in die neuen 
Winkel d', transformieren. Aus 

dQ = sin 8 df) d 0, d o) = sin § d 'd d 

folgt wegen (14 a) 

(14c) dQ ~ sin “d cos d d d q) = cos d' doj; 

dabei ist berücksichtigt, daß f ebenso wie 0, vgl. Fig. 51, um die Richtung jOq 
gezählt wird, daß also ä0 ~ dq^ ist. 

Im Gegensatz zum ersten und zweiten Gliede in (11) ist das dritte 
Glied klassisch unverständlich. Es bedeutet offenbar die Interferenz 
zwischen der Materiewelle des stoßenden und der des gestoßenen Teilchens. 
Wir können dieses Glied, da es nur bei gleichartigen Partikeln auftritt, auch 
als Austauschglied bezeichnen. Der korpuskularen Deutung, die wir 
noch in Fig. 51 benutzten, ist es unzugänglich. Die theoretische Ent- 
deckung dieses Gliedes verdankt man Mott^), an dessen Arbeit eine große 
Zahl experimenteller Nachprüfungen anknupfeii. 

Um diese zu diskutieren, schreiben wir Gl. (11) nochmals vollständig 
hin in Abhängigkeit von dem Beobachtungswinkel d" und mit Rücksicht 


^) N. F. Mott, Proc. Roy. Soc. London (A) 126, 259, 1930; vgl. auch die 
Darstellung in dem Buch von Mott u. Massey (1. c, S. 392), Kap. V, § 3. Ein 
erster Hinweis auf die Notwendigkeit der Symmetrisierung der Eigenfunktion 
von Stoßproblemen findet sich bei I. R. Oppenheimer, Phys. Rev. 32, 361 
(1928). 

Sommerfeld, Atombau. II. 


48 
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auf die Konstanten-Bestimmung in (11a), und zwar speziell für den Fall 
der a- Strahl- Streuung [oberes Vorzeichen in (11)]: 

/o 

(15) - 

^ ^ cos^do) 


/ \V 1 1 2 , X 

- läM?; W'ö + (2|«|logtg^)). 



Da bei der a- Strahlung ß erheblich kleiner als 1 ist (für Polonium 
'^Vso)’ ergibt sich für |n| ein Wert ^1; der Kosinus im letzten Gliede 
von (16) oszilliert also merklich. Naturgemäß wird bei Streumessungen 
die Intensität über einen endlichen Winkel gemittelt, wobei sich positive 
und negative Werte des Kosinus- Gliedes kompensieren, insbesondere für 
die Nähe von ^ = 0 und d' ~ n. Das Interferenzglied ist daher im all- 
gemeinen schwer nachweisbar. Anders beim Winkel ^ == 7r/4, wo 
log tg = 0 und die Oszillation verschwindet. Dann erhält man als Wert 


der Klammer in (15) 


/ 1 1 

= 16 m.t Interferenzglied, 

1 1 

— Ja H tTa = Ö ohne „ 

sin*;r/4 cos^:7r/4 


Dieser Unterschied ist im Experiment scharf nachweisbar. In der Tat 
haben Versuche verschiedener Forscher^) den Interferenz-Term bei a-Strahl- 
Streuung in Helium-Gas und damit zugleich die Bose-Statistik der a-Teil- 
chen und ihre Wellennatur voll bestätigt. 

Etwas komplizierter liegen die Verhältnisse bei der Streuung von 
Protonen an Protonen. Hier gilt, wie wir wissen, die Fermi- Statistik. 
Die Eigenfunktion des Gesamt- Systems von stoßendem und gestoßenem 
Proton ist antisymmetrisch in den Bestimmungsstücken des einen und 
anderen Protons. Da nun zu diesen Bestimmungsstücken nicht nur die 
Lagen-Koordinaten, sondern auch die Spins gehören, läßt sich die Anti- 
symmetrie auf doppelte Weise herstellen: durch Antisymmetrie in den 
Lagenkoordinaten bei symmetrischer Spinfunktion oder durch Symmetrie 
in den Lagenkoordinaten bei antisymmetrischer Spinfunktion. Bezeichnen 
wir den Lagenkoordinaten-Bestandteil der Eigenfunktion wie in Gl. (4) 


D J. Chadwick, Proc. Roy. Soc. London (A) 128, 114 (1930): P. M. S. 
Blackett u. F. C. Champion, ebenda 130, 380 (1930) (Statistik von Wilson- 
Kammer- Auf nahmen. ) 
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mit y>{Xi,X^ bzw. y(rj,ri), den Spin-Bestandteil mit 0{si,s^ bzw. 
0 so werden wir als Ausdruck der Gesamt-Bigenfunktion zunächst 

ansetzen * 

(16) Vix^Xil^K^i) - V(X3,x,)0{s„Si). 

Hierfür können wir schreiben 

f (r, tj) V>(x,x,) ^ ^ f (r, tj) -f- y> (tj r,), y> (r, tj) - ip {x^ r,) 

0(äjS,) <P(S,Sj) 0 (s,S,) + ^(SiSj), ^>(SjSi) - <^(s,Ss) 

Ausrechnung der letzten Determinante zeigt die Kombination des symme- 
trischen Lagen- mit dem antisymmetrischen Spin-Bestandteil und um- 
gekehrt. Wir gehen zum Absolut- Quadrat der Eigenfunktion über und 
summieren über die verschiedenen Spin-Einstellungen. Wenn wir den 
Zustand als unpolarisiert voraussetzen, sowohl hinsichtlich des stoßenden 
wie des gestoßenen Teilchens, so fallen die Produktglieder bei der Summa- 
tion fort und es bleiben nur die Absolut- Quadrate der beiden Diagonal- 
glieder übrig. Dabei kommt, wie wir z. B. vom Para- und Ortho-Wasserstoff 
her wissen, dem antisymmetrischen Spinzustand das (xewicht 1, dem 
symmetrischen das Gewicht 8 zu. Wir erhalten so als Absolut- Quadrat 
des aufsummierten Zustandes (16) 

(17) i|^'(r„t,)+ y^(r„r,)p-fi|l/^{r„r,)-!^'(r,.r,)r. 

Die hier vorkomraenden Summanden sind uns einzeln bekannt. Indem wir 
sogleich zum Wirkungs- Querschnitt übergehen, erhalten wir aus (11) 



oder in der Schreibweise von Gl. (15): 



Aus den oben genannten Gründen interessiert wieder speziell die Um- 
gebung des Streuwinkels = n/i. Für diesen ergibt sich als Wert der () 
in (18) 

1 ^ 4 . 

sin*jr/4 cos*jr/4 8in“7r/4cos*7r/4 

Während also im Bose-Falle die Streu-Intensität für ^ = :7t/4 durch 
das Interferenzglied gegenüber dem klassischen Werte auf das Doppelte 

43 * 
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erhöht wurde, wird sie ira Fermi-Falle auf die Hälfte heiuntergesetzt. 
Versuche von Gerthsen^) (H-Kanalstrahlen in Wasserstoff) haben dies 
aufs Geniheste bestätigt. 

Dasselbe wie vom Protonen-Stoß gilt hinsichtlich Spin und Statistik 
vom Elektronenstoß. Man vgl, hierzu V ersuche von W i 1 1 i a m s *) (/9^ Strah- 
len in Wasserstoff), welche ebenfalls von der Existenz des Interferenzgliedes 
Zeugnis ablegen. Allerdings genügt zu ihrer Diskussion, wegen der großen 
Geschwindigkeit der Strahlen unsere nicht-relativistische Kechnung nicht 
mehr. Ansätze zur relativistischen Verallgemeinerung der Theorie bespricht 
Wentzel^). 

Chr. (t er t Ilsen, Ami. d. Phys. 9, 769 (1931) und Phys. ZS. 38. 833 

(1937). 

*) E. J. Williams, Pror. Roy. Soe. London (A) 128, 459 (1930). (Statistik 
von Wilson- Kammer- Auf nalurien.) 

*) In Ziffer 6 des S. 602 zit. Handbuch-Artikels. 
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NäherungssMethoden 
zur Berechnung von Eigenfunktionen 


§1 


Die Methode von Hylleraas, Grundzustand des Heliums 

Dieses erstaunlich erfolgreiche numerische Verfahren^) geht aus von 
dem Zusammenhang der Wellengleichung mit dem am Ende von Zusatz 4, 
(t1. (16) entwickelten Schrödingerschen Variations-Prinzip: 


( 1 ) 


d^{H-Wf^)dT=0. 


H ist der in Zusatz 4, (t1. (Ifia) definierte Ausdruck, der aber jetzt (vgl. 
ebenda) auf mehrere, durch den Index a unterschiedene Teilchen zu verall- 
gemeinern ist : 


( 2 ) 




Durch Ausführung der Variation, partielle Integration und Nullsetzen des 
Faktors von dy’ unter dem Integralzeichen von (1) entsteht in bekannter 
Weise die Wellengleichung in der Form von (I. 6. 13): 


( 8 ) 


+ OV-V)v> = 0 . 


Man sieht hieraus, daß die in (1) zunächst als Lagrangescher Multiplikator 
eingefuhrte (Iroße TP die Bedeutung des Eigenwertes der Gl. (8) hat. 
Dm TT^ zu berechnen, multipliziert man Gl. (3) mit yj und integriert über 
den Konfigurationsraum: indem man im ersten Gliede die vorher genannte 
partielle Integration rückgängig macht, findet man für jede Lösung tp 
von (3): 

( 4 ) — ^HdT-\-W\y)'^dT = 0, 


D Wir folgen der Arbeit: Egil A. Hylleraas, Zeitschr. f. Phys. 54 , 347 
(1929). Dort auch Zitate auf vorausgehende Arbeiten desselben und anderer 
Autoren. 
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Zusammen mit dem Variations-Prinzip (1) folgt daraus: Die Eigen- 
werte W sind die Extremalwerte des auf der rechten Seite von (5) 
stehenden Integral- Quotienten. In der Tat: Wenn tp normiert, also 
das Nenner-Integral in (5) gleich 1 ist, so verschwindet die Variation des 
Zähler-Integrals nach (1). Wenn andererseits die Normierung von yj nicht 
vorgenommen ist, was für die spätere Eechnung bequemer sein wird, so 
bedeutet die Hinzufügung des Nenner-Integrals gerade die Normierung 
des im Zähler stehenden Ausdrucks H ; wieder verschwindet also die Variation 
der rechten Seite von (5) gemäß (1). Insbesondere gehört zum Grund- 
zustande des Systems, in dem ja die Energie kleiner ist als in allen an- 
geregten Zuständen, das absolute Minimum der aus (5) zu erhaltenden 
Extremalwerte. 

Im folgenden werden wir es aber nicht mit genauen Eigenfunktionen y), 
sondern mit Näherungsfunktionen zu tun haben, welche mit verfüg- 
baren Parametern behaftet sind und überdies den für die Eigenfunktionen 
vorgeschriebenen Grenz- und Stetigkeits-Bedingungen genügen. Indem 
wir den Ausdruck (5) durch Wahl dieser Parameter zu einem Minimum 
machen, werden wir zwar keine genauen, aber genäherte Eigenwerte 
des Problems erhalten. Auf diese Weise wird das Problem aus dem Gebiete 
der Variationsrechnung in das der gewöhnlichen Differentialrechnung über- 
tragen und der praktischen Durchführung zugänglich gemacht. 

Wir wollen unser Verfahren anwenden auf die Berechnung des Helium- 
Grundzustandes, für welchen die Heisenberg sehe Methode in Kap. IX, 
§ 1 versagte. Wir gliedern die Berechnung in mehrere Unterabschnitte. 

A. Wahl der Koordinaten 

An Stelle der rechtwinkligen Koordinaten, in denen wir bisher gerechnet 
haben, wird man offenbar solche Koordinaten einzuführen haben, die die 
Konfiguration der drei Massenpunkte Kern, Elektron 1, Elektron 2 be- 
stimmen, also die Dreiecksseiten 

(6) rj , rg , Tj 2 t 

oder, was für das Folgende bequemer ist, die Kombinationen^) derselben 

(7) s = ri + fg, f = - fl -f- rg, u 

Ähnlich den elliptischen Koordinaten beim Zweizentren-Problem -f 
— fj, Gl. (IX. 4. 2), bei dem aber die dritte Koordinate konstant war, 
Gl. (IX. 4. 1). 
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Aus ihnen bestimmt sich die potentielle Energie 

Ze» Ze* , e* ,/ 4Zs 1\ 

= J' 

Hier ist Z für He gleich 2 zu setzen. 

Zur weiteren Berechnung des Ausdrucks (2) bilden wir zunächst 


dip d fp dr^ 


+ 


dy) _ dy) ^ dyj 


dx^ ör, dx^ ^x^ 

usf. Hieraus folgt durch Quadrieren 


= >1 ” + 
dr^ r, 


(8 a) 
Ebenso 
(8 b) 




^11 

dtp dtp r? — (ri la) 


dtp dtp — (^^ r.^) 


Nach dem allgemeinen pythagoräischen Lehrsatz ist 

(9) (V,t^) = i W +^2 -rhh 

also 

(9a) r? - (r, r,) = H’’? - ’'2 + ''i a) = i (- « * + '■ 

(9 b) rl - (ti r,) = J (r^ - r? + rf,) = J (« « + “’)• 

Offenbar hat man wegen (7) 

d ip d ip dip dip_^dip dtp 

Hiernach erhält man aus (8 a, b) 


(10) i (grad 


, + i (grad, v-)* = (|f ) + (IJ) + (|5 


/drp dip^dip-s t + u^ /dtp st +j^ 

dt) du ls — t)u WS dt)du{s + i)u 

Dies ist, noch multipliziert mit h^/tn, das erste Glied des Ausdrucks (2) 
von H. Benutzen wir insbesondere die Hartreeschen Einheiten von S. 148 
bis 149, so wird h = l,m = l,e = 1. Der in Kede stehende Ausdruck 
von H wi^ also in diesen Einheiten direkt gleich der Summe von (10) 
und (8), somrn wir in (8) den Faktor e* unterdrücken. 

Wir haben nun noch die Integration über den Konfigurationsraum aus- 
zuführen, wozu wir das Raumelement dr bestimmen müssen. Benutzen 
wir Polar-Koordinaten di (pi und r 2 (p 2 ^dr die beiden Elektronen, so 
wird 

(11) dr — rl dr^ sin did d^d (p^ rj d sin dd 2 d 
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Dabei wollen wir eine feste Baumachse, 9^2 g^g^n die 

bewegliche Achse des Vektors ti messen. Es ist dann 
(ti tg) = rj Tg cos 1^2 

und nach (9) 

rjrjCOB!?, = J (r? + rj - r?j). 

Hieraus folgt durch Differentiation bei festem 

r^rgsin ^ 12 ^^ 12 - 

Einsetzen in (11) liefert 

(11a) (1t = Tg rj 2 r7r2 ^?ri 2 ^ ^1 ^9^1 ^^9^2- 

Hier bestimmen, wie oben bemerkt, r^rgTig die Gestalt des Dreiecks 
Kern— Elektron 1— Elektron 2: nur von diesen Koordinaten hängen 
(wenigstens im Grundzustande) f und H ab. Dagegen bestimmen die Winkel 
^ 1 ’ 9^1» 9^2 Lage des Dreiecks im Baum (sie können direkt als Eul er- 
sehe Winkel des starr gedachten Dreiecks aufgefaßt werden). Bei der 
Zähler- und Nenner-Integration in (5) heben sich die Beiträge, dje von 
diesen Winkeln herruhren, heraus. Wir können daher für d r abkurzend 
schreiben, indem wir sogleich zu den Koordinaten (7) ubergehen: 


d T = J (s® 


dr. 

dr, 

ds ’ 

ds 

dr. 

dr^ 

dt* 

dt 


udsdtdu. 


Die hier hinzugefugte Funktional-Determinante hat nach (7) den Wert 

^ i =i 

- 1 j 

so daß wir erhalten 

(12) (1t ~ 1 (s^ — i^) u ds dt du. 

Natürlich kann hier der Faktor i unterdrückt werden, ebenso wie vorher 
der Winkelfaktor, weil er sich im Quotienten (4) doch fortheben würde. 
Dasselbe gilt von einem späteren Faktor 2 bei (15). 

Die Eignung der benutzten Koordinaten s,f,u zeigt sich daran, daß 
bei der Bildung von H d t alle Nenner, die in (10) und (8) auftr^n, heraus- 
fallen. Man berechnet nämlich aus (12), (10) und (8) nach einigerrausammen- 
ziehungen : 


(18) jHdr= 


m 
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und entsprechend 

( 14 ) äx ^ds^du^dt(s^ — 

Jetzt sind nur noch die Integrationsgrenzen festzustellen. Nach den 
elementaren Sätzen über Summe und Differenz von Dreiecksseiten hat 
man wegen (7) 

u^s, 1^1 ^ 

.s und n sind positiv, t positiv und negativ, s variiert unbeschränkt zwischen 
0 und 00 , u zwischen 0 und s, t zwischen — n und u. Wir schreiben also 
für die Integrale in (13) und (14) zunächst 

OO + xt 

6* jdw j dt — 

0 0 — w 

Da es sich aber im He- Grundzustand um einen Para- Term handelt, also 
um eine Eigenfunktion, die in den Koordinaten symmetrisch ist, und 
da t im Gegensatz zu s und u das Vorzeichen wechselt bei Vertauschung 
der Elektronen 1 und 2, so muß ip und daher auch H eine gerade Funktion 
von / sein. Man kann also das vorige Integrations- Schema (mit Unter- 
drückung eines Faktors 2, s. oben) bequemer ersetzen durch 

OO f V 

(15) J'rfsjjup?/.... 

0 0 0 

B. Wahl der Näherungsfunktionen 

Die Eigenfunktion des Wasserstoff- Grundzustandes hat, in Hartree- 
Einheiten und von der Normierung abgesehen, die einfache Form exp (— r). 
Für die beiden Elektronen des Helium- Grundzustandes empfiehlt sich 
daher in nullt er Näherung der Ansatz: 

c ist eine effektive Kernladung, also von dem früheren Z verschieden und 
l)eim Helium gleich 2 — o, wo a eine Abschirmungszahl bedeutet. Wir 
korrigieren diese nullte Näherung durch einen Ansatz erster Näherung, 
welcher außer von ,s auch von den Koordinaten t und u abhängt: 

( 16 ) y. = + 

c, ('j und %2 verfügbare Parameter. Daß wir die hinzugefügte 

Klammer unabhängig von s annehmen, ist für die Einfachheit der folgenden 
Bechnung wesentlich; daß wir die Abhängigkeit von t quadratisch wählen, 
ist durch die Symmetrie-Forderung (s. oben) begründet. Natürlich könnten 
wir weitere Glieder in der Klammer hinzufugen, zunächst 
06a) 
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Dann würden wir zu höheren Näherungen gelangen, wie solche in der Tat 
von Hy 11 er aas durchgeführt sind; wir begnügen uns mit der dreipara- 
metrigen Näherung. 

Um den numerischen Anschluß an Hylleraas zu gewinnen, werden 
wir (16) rein formal umschreiben in 

(17) f — (p {k s, ku, ki), (p = (1 + Cj w + C 2 ^^). 

Auch hier haben wir drei verfügbare Parameter, nämlich k, Cg. (17) wird 
mit (16) identisch, wenn wir machen 

(17a) k = 2z, = y C'j, ^^*2 ~ ^ ^ 2 * 


Der Ansatz (17) ist insbesondere deshalb gewählt, weil bei ihm die 
.s-Abhängigkeit in den folgenden Integrationen durchweg die einfache 
Gestalt exp (— s) annimmt. 

Wir bestimmen zunächst den „Streckungsfaktor /c“, der den Übergang 
von (p m y) durch gemeinsame Maßstabs-Änderung aller drei Koordinaten 
s, i, u vermittelt und zugleich die oben genannte Abschirmungszahl a 
bestimmt. Dazu bemerken wir: Die rechte Seite von (14) wird von der 
Dimension Ir®, wenn wir als neue Integrations- Variable ks, ku, kt ein- 
führen und dementsprechend (p statt y) schreiben. Gleichzeitig wird dann 
auf der rechten Seite von (18) die Summe der ersten drei Addenden von der 
Dimension k~^, der letzte von der Dimension k~^. Wir deuten dies an, 
indem wir statt (13), (14) schreiben 

I = k-^N: 

die P,Q,N sind von k unabhängige, mit der Funktion cp zu bil dende Integra le ^) . 

Berechnen wir daraufhin den Quotienten (5), so erhalten wir 


(18) 


W = 


k-^N 


N 


Dies soll durch Wahl von k zu einem Minimum gemacht werden. Die Be- 
dingung hierfür ist 

(19 a) 2kP-j-Q = 0, k — — QI2 P. ^ 

Daraus folgt nach (19) 

« "'“-ira- 


Unsere P, Q, N sind in der Bezeichnung von Hylleraas (1. c., S. 366) 
M, — 4 L, 8 N; Hylleraas rechnet mit Einheiten, die von den Hartreesohen 
etwas abweichen. 
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Es bleiben noch die Minimums-Becfingungen für die beiden übrigen 
Parameter und Cg zu erfüllen: 

dW 


dW ^ 
de, ~ 


de. 


= 0 . 


Sie liefern mit c — oder Cg nach (20) : 


( 21 ) 


Q de F Tc N de ~~ 


Wir haben also zwei Gleichungen zur Bestimmung von und Cg. Nach 
deren Auflösung ist die Näherungsfunktion (p und mit Hinzunahme des 
in (19 a) angegebenen Wertes von k auch ip bestimmt. 


C. Berechnung der Integrale N,Q,P 
Die Bedeutung von N ist nach (14), (15) und (17): 

fX) s U 

(22) N = ^dse~^^udujdt (s* — t^) (1 + c, w + Cg^“)^ 

0 0 0 

Das Integral nach t ergibt ausgerechnet und nach u geordnet: 

( 22 a) u{a + hu + cu^ du^ eu* ‘j- g u^) 

mit den Abkurzungen: 

a = s“, = 2 Cj c = (cf -f I c,) — l, d = | Cj {c^ — 1 ), 

Hieraus folgt als Wert des Integrals nach w, wenn man nunmehr nach s ordnet : 
(22b) -f 4 * 4- + 315^2 ^‘)- 

Schließlich ist noch die Integration nach s auszuführen, was unmittelbar 
mit Hilfe der Fakultäten-Formel gelingt. Es ergibt sich 

(22c) N = 8 (4 4 - 85 Cj 4 - 48 02 + 96 cf 4- 576 cf 4 808 c^ c^). 

Die Rechnung für das in (18) definierte Integral Q verläuft entsprechend. 
Nach dem letzten Bestandteil des Ausdrucks (18) hat man 


(28) Q^]d SG~ ^ ^ d u^ dt {s^ ~ f — 4Z s u) (l 4 - c^ w 4 - c, <*)*. 

Ho 00 

Die Integration nach t liefert formal denselben Ausdruck wie in (22 a), 
aber mit der folgenden zum Teil abgeänderten Bedeutung der Koeffizienten : 

(23a) a = s®, 6 = 2 Cj s* — 4 Z s, c = (cf 4 - f ^ 2 ) — l — 8 ^ ^ , 

d = f Ci (cjs“ - 1) - 4 Z s (cf 4- 1 Cj), 6 = IcJ 5* - |cf - fCj 
-fZciCjS, / = -|ciC,-|ZscJ, 9 f=~lcJ. 
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Die Integration nach u ergibt jetzt, wenn man nach s ordnet, statt (22 b): 
(28b) s* (i| - 12 + -2 2)c.s + (i _ + (^ - i2)c,V 

Die Integration nach s läßt sich wieder mittels der Fakultäten-Forrnel 
unmittelbar hinschreiben und liefert 

(28c) _ 4 {8Z - I + 4 (UZ - 4)0^ + 6 (16Z - 8) 

+ (144 Z - 85) c? + 16 (85Z - 6) Cj + 12 (96Z - 18) cj). 
Hieraus folgt für Z — 2 

(28 d) g = - 4(^^ + 104c, + 174^2 -f 258 cf -f- 1024c, c, + 2148 c|). 

Etwas umständlicher ist die Berechnung von P, bei der man die Be- 
standteile, aus denen sich P nach (18) zusammensetzt, einzeln behandeln 
wird. Wir geben sogleich das Eesultat: 

(24) P = 8(1 +fc, + 12c2-f 16cf+78c,c, -f 240cf). 

D. Bestimmung der Parameter c^Cg und der Energie W 

In den (xln. (21) sind die Nemier jedes einzelnen Summanden quadra- 
tisch, die Zähler linear in den Durch Herauf-Multiplizieren erhält 

man zwei simultane Gleichungen 5ten Grades in Ci,C 2 . Ihre m Betracht 
kommende genäherte Lösung ist nach Hylleraas (1. c., S. 356) 

(25) cj = 0,08, C2 = 0,01. 

Daraufhin ergibt sich aus (22c), (23 d) und (24) 

(26) X = 8 • 20,6, g = - 4 • 26,02, P == 8 • 1,80 
und aus (20) 

(27) W ~ ~ 2,90 (Hartree-Einheiten). 

Da nach S. 148, letzte Zeile, die Hartree-Einheit der Energie gleich 
2 Uh ist, also in Volt gleich der doppelten lonisierungs- Spannung 27,1 
des Wasserstoffs, so folgt aus (25) 

(28) W = - 2,90 • 27,1 - - 78,5 Volt. 

Die Energie des He+-Ion8 kt 4 Bh = — 2 • 27,1 Volt. Für die Ioni- 
sierungs-Spannung im Grundzustand des He-Atoms bleibt daher übrig 

(29) J = (2,90 - 2,00) 27,1 =. 24,4 Volt. 

Dies stimmt fast genau mit dem Beobachtungswert überein (Bd. I, S. 408) 

(30) J 24,5 Volt. 
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Das negative H-Ion und das positive Hj-Ion 


Von Interesse ist auch der numerische Wert des Streckungsfaktors k. 
Er ergibt sich aus (19 a) und (26) zu 

26,02 

(81) fe = --^=8,64. 


Die effektive Kernladung wird also nach (17a) 

(82) = I- = 1,82 = 2 - 0,18, 

Ji 


80 daß wir 0,18 als Abschirmung der Helium- Kernladung 2 ansprechen 
können. Es ist wesentlich für den Erfolg der Hylleraasschen Jlethode, 
daß diese Abschirmung zwangsläufig aus dem Variations-Verfahren ent- 
nommen werden konnte. 


§2 

Weitere Ausführungen zur Hylleraasschen Methode. Das negative 
Wasserstoff-Atom-Ion und das positive Wasserstoff-Molekül-Ion 

Das Variations-Prinzip (1.1) würde zum genauen Eigenwert W führen, 
wenn wir zum Vc'rgleich mif unsen^r Ausgangsfunktion f alle möglichen 
Variatiomm zulassen wmrden. Da wir aber in (1. 16) bzw. (1. 17) nur 
eine 3-parametrige Schar betrachtet und die l^arameter nur innerhalb 
dieser Schar variiert haben, so konnten wir in (1. 28) nur t>inen genäherten 
Wert von W erhalt^ai. Durch tUiergang zu der 6-parametrigen Schar 
(1. 16a)- hat Hylleraas fast den Anforderungen der spektroskopischen 
(lenauigki'it genügt, nicht nur für dim (rrundterm, sondern auch für die 
angeregtiai T('rme des Heliums'). 

Die Hy lleraassche Methode ist einem allgemeinen Verfahren von 
Ritz^) zur numerischen Losung von Variations-Problemen nachgebildet. 
Ritz berechnet sukzessue Näherungsfunktionen d(‘r gesuchten Losung 
in der Form 

n 

(1) n = l. 2, ..., 

f = 1 

L Die HO zu gewinnenden Werte können offenbar nur obere Grenzen der 
wahren Terinwerte geben, da durch Erweiterung des Bereichs der Vergleichs- 
funktionen das Minimum nur nach kleineren Werten verschoben werden kann. 
Es wäre erwünscht, durch analoge Methoden auch eine untere Grenze der Term- 
werte zu gewinnen. Vgl. hierzu A. F. Stevenson und M. F. Cra wf ord. 
Phys. Rev. 54, 375 (1938): von früheren russischen Arbeiten z. B. W. Romberg, 
Phys. Zeitschr. d. Sowjetunion 8, 516 (1935). Von letzterem Verf. rührt auch 
ein Verfahren her, um die Eigenfunktionen zugleich mit den Eigenwerten 
numerisch zu approximieren. C. R. de FAcad. des Sciences de l'ÜRSS 14, 65 
(1937) und J. Solok, Phys. Zeitschr. d. Sowjetunion 12, 120 (1937). 

2) W. Ritz. Orelles J. 135. 1 (1908), Gesammelte Werke. Paris 1911, S. 192. 
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wo die (pi ein geeignet gewähltes, wollständiges und womöglich orthogonales 
Funktions- System bilden. Die ergeben sich dann aus der Minimums- 
Forderung des Variations-Prinzips auf algebraischem Wege. Die „geeignete 
Wahl der ist hier wie beim Helium-Problem Voraussetzung für die 
schnelle Konvergenz des Verfahrens. 

Von dem neutralen Helium lassen sich die Rechnungen des vorigen 
Paragraphen ohne Schwierigkeit ausdehnen auf die isoelektronische Reihe 

Z = 1 2 8 4 . . . 

H~ He Li+ . . . 

Wir wollen uns für das erste Glied dieser Reihe interessieren, dessen Vor- 
kommen in den Alkali-Hydriden 

Na-^H- K^H-,... 

chemisch sichergestellt ist. H" besitzt, wie das neutrale Helium, zwei 
Elektronen, die aber jetzt viel weniger fest als beim Helium, nämlich nur 
durch die Protonen-Ladung Z = 1 gebunden sind. Wir werden mit Bethe^) 
zeigen, daß jedenfalls der Grundzustand von H“ noch stabil ist, d. h. eine 
Energie kleiner als diejenige des neutralen Wasserstoff-Atoms besitzt. 
Andernfalls könnte H~ sein zweites Elektron spontan abgeben und in das 
neutrale H-Atom ubergehen, was mit der Existenz der Alkali-Hydrid(‘ 
unvereinbar wäre. 

Gehen wir die Rechnungen von § 1 durch, so ändert sich an der Wahl 
der Koordinaten und der Näherungsfunktionen sowie an den Werten von N 
und P gar nichts. Nur der Wert von Q ist entsprechend Z = 1 abzuändern. 
Aus (1. 23c) ergibt sich jetzt 

(2) Q = - 4 4- 44c, + 78ca -f 109 c? + 464 c, -f 996 c^). 

Hieraus und aus den ungeänderten Ausdrücken (1.24) und (1.22c) 
folgt nach Bethe, 1. c. 

(8) 6*1 = 0,20, 6*2 = 0,05. 

Damit berechnet sich nach (2), (1.22c) und (1.24) 

(4) -4*29,7, 8*21,7, P = 8 * 4.82. 

Die Energie von H“ wird daraufhin nach (1. 20) 

(5) W = — 0,525 (Hartree-Einheiten) 

= - 14,2 Volt (vgl. 1.28). 

Sie ist kleiner als die Energie des neutralen Wasserstoff- Atoms 
( 13,55 Volt). Letzteres besitzt also in der Tat eine, wenn auch schwache 

G H. Bethe, Zeitschr. f. Phys. 57, 816 (1929). 
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Elektronen-Affinität. Ob außer dem Grundzustande von H“ noch 
ein angeregter Zustand stabiJ ist, scheint zweifelhaft. 

Für den Streckungsfaktor ergibt sich nach (1. 19 a) der Zahlenwert 

(6) k = 1,585 
und für die effektive Kernladung nach (1. 17) 

(6a) ^ = 0,767 = 1 - 0,233. 

Die Abschirmung o = 0,233 wird also etwas größer als beim Helium- Atom. 

Wir wollen uns noch, wenn auch sehr summarisch, mit dem Wasser- 
st off-Molekül-Ion beschäftigen. Es stellt bei festgehaltenen Kernen 

ein Ein-Elektronen-Problem dar, wie das Kepler-Problem, und ist wie 
dieses separierbar. Die Wellengleichung lautet, wenn wir die beiden Kerne 
wie in Kap. IX, § 8 mit a, b, den Abstand des Elektrons von den Kernen 
mit r«, rj, und den gegenseitigen Abstand der Kerne mit bezeichnen: 
2 \ 

(7) j,+ ^(r + - + -),.o, w = 


Indem wir uns auf Kap. IX, § 4 beziehen, fuhren wir die elliptischen 
Koordinaten ein : 

t n + n Ta- h 

(6) f = Costi = , rj = cosv = -- - - 

^ah ^ah 

und als dritte Koordinate einen Winkel (p (dort mit w bezeichnet), um 
die Kern- Verbindungslinie gezählt. Mit Rücksicht auf die linke Seite von 
(IX. 4. 22a), welche jetzt mit 

iOi 9i 9s = 8 w sini; (Cos^ u — cos® v) 


zu dividieren ist, erhalten wir aus (7) 


+ 


1 

^*- 1 ) 


+ 




0 . 


Die Lösung dieser Gleichung ist separierbar in 

(10) V = — w ganzzahlig. 


Für den Grundzustand n — 0, auf den wir uns beschränken werden, er- 
geben sich die folgenden Bestimmungsgleichungen für y)^, xp^ {A ist ein 
Separations-Parameter) : 


( 11 ) + + = 0 , 
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mit den Abkürzungen 

(13) y = 2 I >•»%(- in >0. e = 

Q ist also der Kernabstand in Hartree-Einheiten [m = e — h — 1). 

Die Gin. (11) und (12) fallen, obwohl sie formale Ähnlichkeit mit der 
Differentialgleichung der Kugelfunktionen haben, nicht unter die Kategorie 
der hypergeometrischen Differentialgleichung, weil das Unendlich-Ferne 
in beiden Gleichungen wesentlich singulär ist. Die Randbedingungen sind: 
Endlichkeit in den Punkten 1 , Verschwinden von %pt für f -> 00 . Indem 
wir wegen der genaueren Durchführung der Integration auf Teller^) ver- 
weisen, setzen wir als gerade Poteiizreihe^) an (dies genügt für den 
Grundzustand) : 

(14) V-i = 

und erhalten aus (12) durch Nullsetzen der Koeffizienten von yf und ^ die 
Rekursionsformeln 


(- 2ai + a„^ = 0, 

l-(2i- + 2) (2^+l)o,_n + (2).(2r + l) + .4)o,-yo,,_j = 0. 

Die Rekursion ist also dreigliedrig und fuhrt daher nicht, vgl. Zusatz 2, 
auf elementare Funktionen. Fiir den Quotienten 

(löa) h, = ’ 


erhält man aus (15) 

(16) 


(17) -{iv + 2)(%v + l)K+2v(ir + l)+A = -/ • 

Uy _ ^ 

Durch Umkehr von (17) entsteht: 


(18) 


mit den Abkurzungen 


(19) 


2r(2j’ + i) +]4’ 


!7. 

1 + X, h, 

_ (2,, + l)(2v + 2) 

2 j- (2 »■ + 1) + ^ ■ 


D E Teller, Zeitschr. f. PhyH. 61. 458 (1930). Dina. Leipzig; daaelbat auch 
Übersicht und Kritik der alteren Literatur des Problems. 

“) Es empfiehlt sich aus analytischen Gründen die Potenzreihe (14) um- 
zuordnen in eine Reihe nach Kugelfunktionen, was durch die Form der Differen- 
tialgleichung (12) nahegelegt wird. Die Rekursionsformel (17) wird dadurch 
etwas vereinfacht, bleibt aber natürlich dreigliedrig. Vgl. E. Hylleraas. 
Zeitschr. 1 Phys. 71, 739 (1931). 
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Indem wir in (18) v durch v -{- 1, v + 2, . . . ersetzen und die so ent- 
stehenden Werte von ^ j, . . . in (18) eintragen, erhalten wir die folgende 
Kettenbruch Darstellung der h: 


( 20 ) 


— 1 — 


1 + a, 


9v + i 


1 + a, 


-V + 1 


ö'v 4-2 


! + • 


deren Konvergenz sich, vgl. Teller, funktionentheoretisch einsehen läßt. 
Insbesondere hat man für = 1 mit Rücksicht auf (16) 


( 21 ) 


A 

2 


9i 


1 + a, 




1 + 


9b 

1 -f ".v: ■ 


Dies ist eine transzendente Gleichung zwischen den beiden Unbekannten 
unseres Problems, dem Separations-Parameter A und dem in den ent- 
haltenen Energie-Eigenwert y bzw. TU. Eine zweite Beziehung zwischen Ä 
und TU wäre aus der Gl. (11) für und den für dies(‘ gültigen Randbedin- 
gungen zu entwickeln. Durch Elimination von A wäre dann unser Eigen- 
wert-Problem für den Hj- Grundzustand gelost, zunächst l^ei willkürlich 
vorgegebenem Kernabstand q; dieser letztere ist dadurch zu ermitteln, 
daß man den Eigenwert durch Variation von q zu einem Minimum macht. 
Pur die angeregten Zustände gilt, vgl. Teller, Ähnliches. 

Daß wir hier auf einen Kettenljruch- Algorithmus geführt werden, 
entspricht der allgemeinen Bemerkung am Ende von Zusatz 2. Die klassisch- 
mechanische Behandlung fuhrt i), entsprechend derselben Bemerkung, auf 
elliptische Integrale, 

Für die numerische Rechnung ist allerdings mit diesem allgemeinen 
Schema noch nicht viel gewonnen. Die Variations-Methode, deren sich 
auch Teller bei der Behandlung der -Gleichung bedient, ist dafür viel 
geeigneter. Besonders einfach kommt 8vartholm^) mit einem an Hyller- 
aas anschließenden Ansatz zum Ziele, welcher außer dem Kernabstande 
nur noch einen zu variierenden Parameter enthält. Die Ergebnisse sind 
folgende : 

== 1,999 a (a = Wasserstoffradius), 

TU = - 1,205 Rh ^ - 16,32 Volt. 


U G. Y. Chao, Proe. Nat. Acad. (Washington) 15, 558 (1929) und M. Will- 
etätter, Zeitschr. f. Phys. 15. 873 (1931). Beide Autoren benutzen das halb- 
klassische WKB. -Verfahren. 

*) N. Svartholm, Zeitschr. f. Phys. 111 , 186 (1938). 

Sommerfeld, Atombau. II. * aa 



690 


N äherungS'Methoden 


X. 8.1 


Sie stimmen vollkommen überein mit den auf anderem Wege gewonnenen 
Ergebnissen von Hylleraas (vgl. Anm.2 von S.686) und mit dem Kesultat 
der Beobachtungen. 

Die Frage, ob im Viellinien- Spektrum Banden zu erwarten sind, die 
zum Hj-Ion gehören, wird von Steensholt^) diskutiert. 


§3 

Das statistische Atom von Thomas^) und Fermi^). 

Wir betrachten ein Atom mit vielen, sagen wir Z Elektronen. Da es zu 
schwer ist, ein System von endlich vielen Teilchen zu behandeln, gehen wir 
unter Beibehaltung der Gesamtladung zu unendlich vielen Teilchen über. 
Das will sagen, wir denken uns die Z Elektronen „pulverisiert“ und be- 
handeln ihre Ladungs- Verteilung ^ als kontinuierlich. Bei kugelsynime- 
trischem Kernfeld wird sie selbst kugelsymmetrisch sein, also nur von 
r = Abstand Kern -> Aufpunkt abhängen. Dasselbe gilt von dem Potential 
dieser Ladungs- Verteilung Die Poissonsche Gleichung, welche / und 
g verknüpft, schreibt sich dann: 

(1) = 7 (a) = 


Wir wollen in / auch das Potential der Kernladung mit einbegreifen. 
Wir haben dann als erste Grenzbedingung für / 

(2) r / = Z e . . . für r = 0. 

Weitere Grenzbedingungen betreffen die ,, Oberfläche des Atoms“. 
Es trägt zur Deutlichkeit bei, wenn wir von Anfang an neben dem neutralen 
Atom (Z Elektronen) auch das positiv ionisierte Atom (Z — z Elektronen) 
betrachten. Wir nennen den Atomradius beidemal B, obwohl wir sehen 
werden, daß im neutralen Falle E — oo wird. Im Äußeren r > B schreiben 
wir / = und haben hier, wenn wir wie üblich das Unendliche zum 
Nullniveau des Potentials wählen 


( 8 ) 



also beim neutralen Atom Xa = ö. 


(4) 


An der Oberfläche des Atoms gelten dann die Grenzbedingungen: 

_ äz _ dxa 
X Z“’ j,.' 


für r = ß, 


G. Steensholt, Abhandl. Akad d. Wies., Oslo 1936, Nr. 4. 

L. H, Thomas, Proc. Cambr. Phil. Soc. 23, 542, November 1926. 

*) E. Fermi, Zeitschr. f. Phys. 48, 73, Februar 1928. Vgl. auch Leipziger 
Vorträge 1928 (bei Hirzel), insbesondere die Tabelle auf S. 97. 
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letztere deshalb, weil wir die Oberfläche als kräftefrei voraussetzen. Ins- 
besondere lauten also die Grenzbedingungen beim neutralen Atom 

(4a) Z = 0, = 0. 

Man bemerke, daß die zweite Gl. (4) zugleich die Aussage enthält, daß die 
im Innern der Kugel r — B enthaltene algebraische Ladungssumme 
gleich ze ist. In der Tat wird diese Ladungssumme nach den Grundsätzen 
der Potentialtheorie gegeben durch das über die Oberfläche erstreckte 
Integral 


JL f 

4 TT J dn 


da, 


was wegen (4) und (8) gleich 0 e wird. Ebenso charakterisiert daher auch 
die zweite Gl. (4a) das Atom als neutral. 

Wir werden weiterhin, im Gegensatz zur gewöhnlichen Potentialtheorie, 
unsere kontinuierliche Ladiingsverteilimg nicht als ruhend, sondern als 
bewegt ansehen, so zwar, daß die Bewegung in jedem Volumelement des 
Atoms nach allen Kichturigen gleichmäßig verteilt ist, während ihre Größe 
noch von der Lage des Volumelementes, nämlich von r abhängen wird. 
Dabei müssen wir auf die endliche Elektronen-Ladung e und die endliche 
Elektronen-Masse m zurückgehen. 

Wir schreiben die Energie pro Elektron an in d(T Form 

(5) . ^ = für 

(p = Impulsvektor, — — potentielle Energie, da y das Potential, 

d. h. die potentielle Energie für die Ladung -f 1 bedeutet). Andererseits ist 
die Energie eines virtuellen, vom Unendlichen her ohne Geschwindigkeit 
an die Oberfläche herangefuhrten Elektrons 

(5a) «Xo. 

WO y^^ iiiT r — B zu bilden ist. 

Wir wollen eine obere Grenze P für den Impuls p bestimmen derart, 
daß für p < P das Elektron im Atomverbande verbleibt, für p > P aus 
demselben austritt. Diese Grenze ist gegeben durch W = Aus (5) 
und (5 a) folgt also 

(ü) 2lre "" ® ~ -P = (2 (z - X«))''*- 

Als zulässigen Kaum für die Endpunkte der p erhalten wir so eine Kugel 
vom Kadius P, also vom Inhalte 


( 7 ) 


u* 
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Indem wir uns diese Kugel durch von ihrem Mittelpunkte ausgehende 
Vektoren p überall dicht erfüllt denken, erhalten wir das obengenannte 
Bild einer Bewegungsverteilung, die der Eichtung nach gleichmäßig ist, 
der Größe nach aber von r abhängt. 

Wir multiplizieren diesen „Impulsraum“ (7) mit der Einheit des 
Koordinatenraumes und gelangen so zu dem sechsdimensionalen Phasen- 
raum derjenigen Elektronen, die zur Dichte q im Abstande r vom Kern 
gehören. Wir teilen ihn in Einheitszellen der Größe ein. Jede Zelle 
definiert einen Quantenzustand; das Pauli-Prinzip besagt, daß jedem 
Quantenzustand — mit Rücksicht auf den Spin — nicht mehr als zwei 
Elektronen zugeordnet werden können. Wir nehmen an, daß alle Phasen- 
zellen genau diese Höchstzahl 2 der zulässigen Elektronen beherbergen und 
sprechen in diesem Falle, wie in der Quanten-Statistik, von einem Zustande 
vollkommener Entartung. W(mn wir also (7) mit 2//?® multiplizieren, 
erhalten wir diejenige Zahl von Elektronen, die wir nach dem Pauli-Prinzip 
in unserer Impulskugel unterbringeii koimeii, und zwar })ro Volumen- 
einheit; wenn wir außerdem noch mit der Elektromailadung —e multi- 
plizieren, erhalten wir di(‘ elektrische Ladung pro Voluineneinheit, d. h. di(^ 
elektrische Dichte o. Wir halxm also 

(8) o = - (2 e ix - X«)Y"^- 

Mit diesem WiTte gehen wir in die Ddlereiitialgleichung (1) ein und 
erhalten 

1 82 e 

(9) 7/,.(^X)= 

Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn wir r (bzw. die damit 

proportionale, in (12) definierte Größe (p) als neue abhängige Veränder- 
liche einfuhren. Da namhch hier ebenso wie in (Ja) den konstanten 
Oberflächenwert c ejE bedeuten sollte, wird 

d^ d^ 

( 10 ) 

Fenier bemerken wir, daß für r = 0 

‘'(X-Xa) = rx 

und nach der Grenzbedingung (2) 


( 11 ) 


^»•(Z-Z«) =1 
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wird. Indem wir auch eine neue unabhängige Veränderliche einführen 
(fx ist ein sogleich zu bestimmender konstanter Faktor), setzen wir 
r 1 

(12) 9’ (®) = »• (z - 3:a). 

Wir haben dann wegen (11) 

(18) ( 0 ) =* 1 

und erhalten aus (9) und (10) die Thomas-Fermische Differential- 
gleichung 


(14) 


(p 

dx‘ ^ fx 
wenn wir wählen (a = Wasserstoffradius): 


(15) 


Nb'a 


Wir müssen auch unsere Grenzbedingungen (4) iii die neuen Variablen 
umschreiben. Die erste derselben lautet wegen (12) einfach 


(16) 


9,{.Y)=0, X = ^ 


In der zweiten berechnen wir nach (3) 
ä z c 

ä>-w = 

und nach (12) mit Rücksicht auf (16) 


(17 b) 


dx 

d r 


ze 

■ 

Z e 


Z e / , , dx \ Za 

-■?(’’ »37 


Durch Gleichsetzen dieser beiden Werte folgt 


(18) .Yy'(A-) = _l. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit dem neutralen Atom z — 0. 
Hier haben wir nach (16) und (18) 

(19) p (X) = (Z) = 0. 

Aus (14) folgt dann nicht nur 9 /' (Z) = 0, sondern auch, bei fortgesetzter 
Differentiation von (14), 9 ?'" (Z) = (Z) = • • • = 0. Das ist aber un- 

möglich bei endlichem Z, weil es zu q) = 0 fuhren wurde. Wir müssen 
daher auf Z = 00 schließen. Der Radius des neutralen Atoms ist 
im Thonias-Fermischen Bilde unendlich groß. 

Das Verhalten von füra;-> 00 läßt sich erschließen, wenn man den 
Ansatz macht 

( 20 ) 


qp = A x^. 
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Dann folgt aus (14) 

8a — 1 

( 20 a) Aa{a-l)3f^-^ = A^‘ 2 X ^ , 


also 


a = — 8, 

= 144. 


Es ist klar, daß bei diesem asymptotischen Verhalten von (p den Be- 
dingungen (19) mit-Z = 00 genügt' wird, ohne daß (p wie bei end- 
lichem X identisch zu verschwinden braucht. Freilich ist die Lösung (20), 

obwohl sie nicht nur asymp- 
totisch, sondern exakt der 
Gl. (14) genügt, für uns nicht 
direkt brauchbar, weil sie für 
X = 0 singulär wird und nicht 
der Grenzbedingung (13) ge- 
nügt. Aber man überzeugt i) 
sich, daß alle im Unendlichen 
verschwindenden Lösungen der 
Differentialgleichung (16) sich 
dort wie die spezielle Lösung 
(20), (20a) verhalten. Unter 
ihnen gibt es eine, die durch 
den Punkt = 0, 9 ? — 1 
geht, also der Grenzbedin- 
gung (13) genügt. Diese Lösung 
wird durch die in Fig. 52 
verstärkt gezeichnete Kurve* 
dargestellt. 

Eine für sehr große x (x > 12*/») geeignete Näherungslösung, die 
auch der Grenzbedingung = 1 genügt, ist: 



Fig. 52. Die Thomas -Fermi’sche Kurve 
für das neutrale Atom (verstärkt ge- 
zeichnet) und für das positive Ion zweier 
verschiedener lonisationsgrade (unter- 
halb jener verlaufend; Xj. bezieht 
sich auf geringere, Xg auf hohe Ioni- 
sation). Die oberen Kurven gehören zu 
Atomen, die durch äußeren Zwang kom- 
primiert sind. 


( 21 ) 




X und Xy sind die beiden Wurzeln der Gleichung X^ 1 X = nämlich 


(21a) A = - - tP? = 0,772, 


A, = - 1 -^ .P? = - 7,772. 


1) Am einfachsten auf einem vom Verf. angegebenen Wege: Rendic. 
Acad. deiLinoei, 15, 788, 1932; dort wird auch die Näherungs gleichung (21) des 
Textes abgeleitet. Eine allgemeine Diskussion der Differentialgleichung (14) 
wurde schon von Thomas, 1. c., angedeutet und vom Verf., ZS. f. Phys. 
78. 283, 1932 weiter ausgeführt. 
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Andererseits gilt für kleine x die Entwicklung^) 

(22) (p — \ \ x^li H , c — — 1,689. 

Der angegebene Wert von C läßt sich aber nicht aus der Entwicklung im 
Nullpunkt ableiten, sondern folgt erst bei Hinzunahme der Bedingung im 
Unendlichen. Durch — C ist der Winkel y gegeben, unter dem unsere Kurve 
die 9J-Achse der Fig. 52 schneidet 

<22a) ‘8y = lj89- 

Der genaue Verlauf der Kurve im ganzen Gebiet ist von Fermi durch 
numerische Integration berechnet, vgl. Anm. 3 von S. 690. Eine scharfe 
Bestätigung der Fermi sehen Rechnung hat die berühmte Integriermaschine 
von Bush*) geliefert. 

Außer der Kurve für das neutrale Atom sind in Fig. 52 weitere Kurven 
eingezeichnet, die durch den Punkt x = 0, q) — l hindurchgehen und die 
^"Achse teils unter einem größeren, teils unter einem kleineren Winkel als y 
treffen. Die ersteren verlaufen nach (p = j- co und haben ein Interesse 
nur für das durch äußeren Zwang zusammengedrängte Atom (z. B. Atom 
im Kristallverbande). Dagegen enthalten die letzteren Kurven, die die 
jj-Achse schneiden und nach (p = — co verlaufen, die Lösung unserer 
Aufgabe für die verschiedenen Stufen der positiven Ionisierung. 

Um dies einzusehen, brauchen wir nur die für das Ion gestellten Be- 
dingungen (16) und (18) geometrisch zu deuten. Gl. (16) besagt, daß X die 
von der 9?-Kurve des Ions auf der Abszissenachse abgeschnittene Strecke 
ist. Gl. (18) zeigt, daß die im Punkte (X, 0) an die 99-Kurve gelegte, 
nach rückwärts verlängerte Tangente von der Ordinatenachse die Strecke 
q = zjZ abschneidet. Die den verschiedenen lonisations- Stufen ent- 
sprechenden 99-Kurven sind also diejenigen, für welche diese Strecke 
die rationalen Werte hat: 

1 2 

^ ~ Z' Z’ " 

Die genannte Tangente verläuft natürlich um so flacher, je kleiner der 
lonisationsgrad 2: ist und geht für 2: = 0, d. h. für das neutrale Atom, in die 
Abszissenachse über. Daß der lonenradius B bzw. die dazu proportionale 
Abszisse X mit zunehmendem lonisationsgrad abnimmt, rührt offenbar 
daher, daß der Kernladungs-Uberschuß die Elektronen- Wolke um so fester 
zusammenhält, je stärker er ist. Daß dies beim neutralen Atom nicht mehr 
der Fall ist und hier die Elektronen- Wolke ins Unendliche diffundiert, ist 


U E.B. Baker, Phys. Rev. 36, 630 (1930). 

*) V. Bush u. S. H. Cal d well, ebenda 38, 1898 (1931). 
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ein Mangel unseres Modells,, auf den wir in § 6 zurückkommen werden. In 
Kernnähe, wo die volle Kemanziehung wirkt, haben wir auch beim neutralen 
Atom eine zunehmend dichte Packung der Elektronen. Man kann diese 
Elektronen- Verteilung vergleichen mit der Verteilung der Luftdichte nach 
der barometrischen Höhenformel; beide haben das Auslaufen ins Unend- 
liche gemein. 

§4 

Anwendung auf das periodische System 

Fermi hat bereits in seiner ersten Mitteilung über das statistische 
Atom eine äußerst kühne und interessante Anwendung auf die Anordnung 
der Elemente im periodischen System entwickelt. Es handelt sich um die 

Frage, bei welchem Z erstmalig einer der 
>4//r durch ihre azimutale Quantenzahl t charak- 
terisierten ,, Bahntypen“ auftritt. Wir 
unterscheiden diese Bahntypen, wie in 
der älteren Quantentheorie, durch die Größe 
des Impulsmomentes 

(1) M = [rp] = rs, 

wo s die Komponente des Linear-Impulses p 

Fig. 53. Konstruktion in der senkrecht zu r bedeutet. Wieviel Elektronen 
Impulskugel vom Radius P ajbt es im statistischen Atommodell, deren 
zur Bestimmung der Zahl der Iu,pu|si„„ment zwischen M und M + dM 

moment zwischen M und '‘«S* 'Wir fassen zunächst em bestimmtes 
M -f- d AI liegt. Volumelement ira Abstander vom Kern 

ins Auge und stellen in Fig. 53 die 
in (3. 6) eingeführte Impuls-Kugel vom Radius P dar. Durch die 
Richtung von r wird eine gewisse Achse A innerhalb dieser Kugel aus- 
gezeichnet. Für jeden Punkt Q der Kugel bedeutet OQ den Impuls vektor p 
nach Größe und Richtung. Wir zerlegen ihn in die beiden Komponenten 
parallel zur ausgezeichneten Achse A und senkrecht dazu. Die letztere 
Komponente nannten wir s. Den Größen M und M d M entsprechen 
nach (1) die Abstände 

Af , , MA-dM 

s = — und s 4- ds = • 

r r 

Sie begrenzen in Fig. 53 einen um die Achse A beschriebenen Hohlzylinder 
vom inneren Radius s und der Dicke d s. Seine an der inneren Begrenzung 
gemessene Höhe ist 

H = 
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mi 


sein Eauminhalt also 
(2) 2 TIS Hds 


j/P- 


MdM 

T2 


Multipliziert man letzteren mit 2//i3, so erhält man nach 8.692 die 
Anzahl der Elektronen, deren Impulsmoment zwischen M und M d M 
liegt, und zwar für die Volumeiiiheit des Lagenraumes bei gegebener 
Achsenrichtung A. Multipliziert man ferner mit dem Kugelschalenelement 
4 :;t dr des Lagenraumes und integriert nach r, so entsteht die Gesamtzahl 
der Elektronen im Atom vom Impulsmoment M bis M -\- d M, die wir 
d Ni^f nennen wollen : 


(8) d N„ = j j/P’ - dr -Md M. 

^0 

Die Grenzen und sind so zu wählen, daß zwischen ihnen die Quadrat- 
wurzel (unsere H()he H) reell ist. 

Wir schreiben für M 


(4) 


M 


h 

2ti 


(/ + !). 


Dies ist der übliche Kompromiß zwischen der älteren und der wellen- 
mechanischen azimutalen Quant(‘nbediugung. Entsprechend schreiben wir 
für d M 

dM = dl mit dl = 1, 

271 


da wir uns nur für ganzzahlige Unterschiede der Quantenzahl interessieren. 
Die zugehörige Elektronenzahl nemien wir iVj. Zugleich tragen wir für P 
den Wert (8. 6) mit = 0 (neutrales Atom) ein. 8o entsteht aus (8) 

ri ^ 

= X (^ + i) I dr. 

»•o 

Schließlich gehen wir von ^ zu q), x mittels der Gin. (8. 12) über und 
erhalten 



Die Bedeutung der Integrationsgrenzen , x-^ zeigt Fig. 54, Wir zeichnen 
hier zur Abszisse x die punktierte Kurve (p und die ausgezogene Kurve x (p 
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auf Grund der für rp berechneten Tabellen von Fermi, sowie eine Parallele 
zur Abszissenachse im variablen Abstand A, indem wir uns im Ausdruck (5) 
für A die Quantenzahl l festgehalten und Z von 0 an zunehmend denken. 
Dann rückt unsere Parallele A vom Unendlichen her nach unten und berührt 
für einen gewissen Wert von Z die ausgezogene Kurve in deren Scheitel. 



Fig 54. 

Bestimmung des erstmaligen Auftretens der Quantenzahl J 
im periodischen System Die Gerade A wird soweit nach 
unten verschoben, bis sie die Kurve X(p{x) berührt. 


In diesem Falle haben wir Xq — d. h. ein verschwindendes Integrations- 
gebiet. Wenn A weiter abnimmt, wird das Integrationsgebiet endlich, 
und Xi sind die beiden Schnittpunkte von A mit der Kurve X(p. 

Im Scheitelpunkt ist nach den Tabellen 
X (p = 0,488. 


Mit A — 0,488 wird nach dem eben Gesagten Ni — 0, um von da aus zu 
positiven Werten überzugehen. Hier liegt also die Grenze für das erst- 
malige Auftreten des Bahntypus l. Gl. (6) liefert für diese Grenze 


( 6 ) 



4 (/ + iY 

8:7r.0,488®/2 


1,24 + 


Wir rechnen dies aus für l — 0, 1, 2, 8, und bestimmen dadurch das erst- 
malige Auftreten der s-, p-, d-, /-Bahnen im Grundzustand der Elemente 
des periodischen Systems. Die erste Zeile der folgenden Tabelle gibt den 
aus (6) berechneten unganzen Z-Wert, die zweite Zeile den nächsthöheren 
ganzen Z-Wert. Auch dieser bedeutet noch eine untere Grenze für das Auf- 
treten des betreffenden Bahntypus. Denn es ist nicht ausgemacht, daß die 
Zahl Ni, die bei dem unganzen Z-Wert gleich Null war, bei diesem erhöhten 
ganzen Z-Wert bereits ^ 1 geworden ist. Fermi hat durch numerische 
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Berechnung des Integrals (5) denjenigen Z-Wert ermittelt, für den Ni den 
Wert 1 gerade erreicht. Dieser Fermische Wert steht in der dritten Zeile 
der Tabelle. Wie man sieht, kommt unsere einfachere Rechnung nach 
Gl. (6), die keine neue numerische Integration erfordert, dem Per mischen 
Resultat sehr nahe. Die letzte Zeile der Tabelle zeigt den tatsächlichen Wert 
von Z im periodischen System und den Namen des Elementes, bei dem der 
betreffende Bahntypus erstmalig realisiert ist. 




8 

P 

d 

/ 


l = 

0 

1 

2 

3 

Gl. (6) . . 

f 

* • • l 

0,16 

1 

4,2 

6 

19,4 

20 

63,2 

64 

Permi . . 


1 

6 

21 

66 

Periodisches 

1 System 

1 

6 

21 

58 



H 

B 

Sc 

Ce 


Der Anschluß an die Wirklichkeit ist erstaunlich gut. Insbesondere kommt 
trotz der Rohheit des statistischen Modells in unserer Tabelle zum Ausdruck 
daß der Einbau der 8 d-Bahnen nicht, wie man erwarten sollte, bei Z = 19, 
d. h. unmittelbar hinter Ar beginnt, sondern zugunsten der 4 s-Bahnen 
(bei K und Ca Z = 19 und 20) zurückgestellt wird; ebenso der Einbau der 
4 /-Bahnen, den man unmittelbar hinter Pd, also bei Z = 47 erwarten 
sollte, der aber zugunsten der 5 s, 5 p, 6 .s-Bahnen verschoben wird. 

§5 

Weitere Anwendungen und Ergänzungen 

Das statistische Modell ist von Permi mit bestem Erfolge angewandt 
auf die Berechnung der Rydberg-Korrektion der 5-Terme^), von Rasetti 
auf die Bestimmung der Röntgen-M-Niveaus^), von Gentile und Majo- 
rana^) auf die zugehörigen Röntgen-Dubletts. In diesen Pällen handelt 
es sich um innere Eigenschaften des Atoms (die Terme, besonders die- 
jenigen höherer Quantenzahl, entsprechen eindringenden Bahnen!). 
Dagegen bewährt sich das Modell nicht bei den äußeren Eigenschaften des 
Atoms. Z. B. nicht beim Diamagnetismus, zu dem die äußeren Partien 
des Atoms am stärksten beitragen, gemäß seiner Darstellung durch ein 
elektrisches Trägheitsmoment in (IL 6. 28) ; nach der in Anm. 1 von S. 694 


^) E. Permi , Zeitschr. f. Phys. 49, 550 (1928); weitere numerische Resultate 
über die s-Terme hoher Laufzahl geben Permi und E. Amaldi, R. Aoc. 
d’Italia 6, 119 (1934). 

*) F. Rasetti, Zeitsohr. f. Phys. 49, 546 (1928). 

*) G. Gentile u. E. Majorana, Aoc. dei Lincei 8, 229 (1928). 
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genannten Arbeit des Verf. (Zeitschr. f. Phye) kommen beim neutralen 
Atom etwa zehnmal zu große Werte heraus, beim Ion erster und zweiter 
Stufe werden die Abweichungen zwischen Eechnung und Beobachtung stufen- 
weise kleiner. Entsprechendes gilt von der Ionisierungs-Spannung^). 
Sie ergibt sich beim neutralen Atom viel zu klein, beim Ion erster Stufe 
stimmt sie ungefähr mit dem kleinsten Beobachtimgswert innerhalb der 
betreffenden Periode überein (nämlich bei den alkali-artigen Ionen Mg"^, 
Ca+ . . .) und ubertrifft diesen erst bei dem Ion zweiter Stufe. Natürlich 
kann das Modell von dem starken Wechsel der lonisierungs- Spannungen 
innerhalb der einzelnen Periode keine Rechenschaft geben. Ein anderes 
Beispiel für das Versagen des Modells liefert die Gestalt der Compton-Linie 
in Fig. 45 von S. 618, Kurve IV, die viel zu scharf herauskommt, weil nach 
diesem Modell das neutrale Atom ins Unendliche reichen und seine Elek- 
tronen dort beliebig wenig gebunden sein wurden. 

Der unendliche Radius beim neutralen Atom hängt offenbar mit 
folgendem Umstande zusammen. Wenn wir in einem Metall die freien 
Elektronen wie im Thomas-Fermi-Modell ,, pulverisieren“, so wurde die 
Austrittsarbeit gleich Null werden und im Äußeren des Metalls eine Elek- 
tronen- Atmosphäre entstehen, die auch hier ins Unendliche reichen wurde. 
Die Austrittsarbeit ist nämlich größenordnungsmäßig durch die Schottky- 
sche Bildkraft e^jrg gegeben, wo eine Länge vom ungefährtm Abstand 
der Metallionen im Gitter ist. Diese Kraft verschwindet aber für c 0. 

Wenn hiernach schon das neutrale Atom seine äußeren Elektronen im 
Thomas-Fer mischen Bilde nicht festhalten kann, wird die Darstellung 
eines negativen Ions durch unser Modell vollends unmöglich^). 

Ein grundsätzlicher Fehler, den man bei der Pulverisierung der Atom- 
Elektronen begeht, besteht in folgendem: Rechnen wir mit diskreten 
Elektronen, so wird die elektrische Energie, wenn wir die Ladungen der 
Allgemeinheit wegen mit bezeichnen, 


( 1 ) 


E., 



»■a 


U A. Sommerfeld, Zeitschr. f. Phys. 80 , 415 (1933). Bei der durch den 
,, Austausch“ verbesserten Methode von L. Hulthän, ebenda 95, 789 (1935) und 
H. Jensen, ebenda 101 , 141 (1936), Fig. 2, stimmen dagegen die gerechneten 
Werte schon beim Ion erster Stufe ziemlich gut mit dem mittleren Verlauf 
der Beobachtungswerte überein, ebenso die lonen-Suszeptibilitäten, vgl. Jensen , 
Meyer- Gossler und Rohde, ebenda 110 , 277 (1938), Fig. 2. 

*) Durch eine nicht ganz willkürfreie Korrektion, welche die sogleich zu 
besprechende „Rückwirkung des Elektrons auf sich selbst“ auszuschalten 
bestimmt ist, beziehen Fermi und Amaldi das negative Ion in die Theorie ein, 
vgl. Aco. dei Lincei 6, 119 (1934). 
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Hier besagt der ' am Summenzeichen, daß die der „Selbstenergie“ ent- 
sprechenden Terme i = k bei der Summation nicht mitgezählt werden 
dürfen. Eechnen wir statt mit den diskreten e* mit den kontinuierlichen 
Ladungs- Verteilungen Qi{P)drp, Qk{Q)drQ, so tritt Vpq an die Stelle 
von Tik und 

( 2 ) = 

tk J J ^PQ 

an die Stelle von (1). Im Falle der Thomas-Fermi-Verteilung kennen -wir 
aber nicht die jedem einzelnen Elektron zugeordnete Dichte- Verteilung 
p,, sondern nur die Gesamtdichte q. Wir wissen also nicht, wie wir 
das in (2) durch ' verlangte Abzugsverfahren ausführen sollen. Würden wir 
andrerseits das ' fortlassen, so wurden wir bei jedem Elektron die Euck- 
Wirkung der Ladung auf sich selbst mitrechnen. Das ist natürlich 
bei der kontinuierlichen Eochnung ebenso unzulässig wie es bei der dis- 
kreten Eeclmung in (1) wäre. 

Die Frage ist nun, wie man diese Euckwirkung ohne zu große Willkür 
ausschalten und doch die Vorzüge der Kontinuums-Eechnung beibehalten 
kann. Den Weg dazu hat Dirac^) gezeigt, indem er iiu Anschluß an Fock^) 
den Austausch-Effekt in die Thomas-Fermische Theorie aufnahm. 

Um den Sinn dieses Verfahrens zu verstehen, beachten wir, daß Gl. (2) 
nicht den vollständigen welltamiechanischen Ausdruck der Energie darstellt, 
auch wenn wir für p,- und Qk ihre wellenmechanische Definition durch die 
Eigenfuiiktionen des Uten und k-ten Zustandes einsetzen. Vielmehr tritt 
an Stelle von Gl. (2) nach (IX. 2. 16) 

(3) Egi = — €i2 — (U ~ ^)* 

Das hier gewählte negative Vorzeichen bei entspricht nach S. 631 beim 
Helium den Orthotermen (antisymmetrische Eigenfunktionen, paralleler 
Spin). C und A bedeuten Coulombsches und Austausch-Integral. In 
den diese beschreibenden Gin. (IX. 2. 22, 23) ersetzen wir für unseren 
gegenwärtigen Zweck die Elektronen-Nummern 1 und 2 durch die Orts- 
Bezeichnungen P und Q und die Zustands-Indizes 1 und n durch die all- 
gemeinen Indizes i und k, über welche zu summieren ist, unter Ausschluß 
von i — k und unter Hinzufugung des Faktors Dabei geht (8) über in: 

(4) -B.! = J (s' f J V>r (P) Vi (P) V? («) n (Q) 

_ 2' f [ y* (P) (P) (Q) y,* (Q)\ . 

ik JJ ^pq / 

0 P. A. M. Dirac, Proc, Cambr. Phil. Soc. 26, 376 (1930). 

*) V. Fock, Zeitschr. f. Phys. 61, 126 (1930). 
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Das erste Glied dieses Ausdrucks stimmt, wie es sein muß, mit der 
Coulorabschen Energie aus Gl. (2) überein wegen 

Qi (P) = « fi (P) Wi (P), Qk (Q) = e V»* (Q) fk (Q)- 
Das zweite Glied enthält, als Austatisch-Integral, nicht die gewöhnlichen 
Dichten sondern die gemischten Dichten Q^J^, Qj^^. 

In der Differenz beider Glieder kann man nun aber die Zustände i ~ k 
mitnehmen, weil sie sich in (4) genau gegenseitig kompensieren. Man kann 
also das Zeichen ' einfach unterdrücken. Denmach stellen wir fest: 
Die wellenmechanisch gebotene Berücksichtigung der Aus- 
tauschwirkung überhebt uns der Notwendigkeit, die Eück- 
wirkung des Elektrons auf sich selbst in Abzug zu bringen^). 

Bloch^) hat gezeigt, daß sich unter dieser Vereinfachung das Aus- 
tauschglied ausrechnen, nämlich durch die Gesamtdichte p der Elektronen- 
zustände ausdrücken läßt, sofern man, was im Sinne des Thomas -F er mi- 
schen Atom-Modelles liegt, die Eigenfunktionen y) als ebene Wellen ansetzt. 
Man kann daraufhin der potentiellen elektrischen Energie des Atoms eine 
zusätzliche ,, Austauschenergie“ hinzufügen, und kann von da aus das 
Gleichgewicht des „Thomas-Fermi-Atoms mit Austausch“ studieren. 

Wir führen dies nicht weiter aus, zumal unsere elementare Methode 
aus § 8 hierzu nicht ausreicht, sondern durch ein Variations- Verfahren 
ersetzt werden müßte. 

Die Austausch-Energie wirkt sich dahin aus, daß sie den Zusammen- 
halt des Atoms verstärkt. Insbesondere wird dadurch der Radius auch des 
neutralen Atoms auf einen endlichen Wert reduziert. Dies haben etwa 
gleichzeitig und unabhängig voneinander Brillouin^) und J ensen*) gezeigt. 

Im Prinzip läßt sich die Thomas -F er mische Methode vom Atom 
auf das Mehrzentrensystem eines Moleküls übertragen. Da aber hier die 
sphärische Symmetrie verlorengeht, begegnet die exakte Behandlung der 
in diesem Falle partiellen Differentialgleichung vom Typus (3. 14) un- 
übersteiglichen Hindernissen. Hund®) hat in einfachsten Fällen gezeigt, 
wie man mit Annäherungs verfahren vorzugehen hat. 

Günstiger liegen die Verhältnisse bei der Übertragung der Methode 
auf Kristallgitter, weil hier durch die Anordnung der Nachbar-Ionen 

^) H. Jensen, Zeitschr. f. Phys. 101, 141 (1936); vgl. insbesondere Anm. 4 
von 8. 143. 

2) F. Bloch, ebenda 57, 545 (1929). Es handelt sich um die Summe der 
drei Gin. (11) für n = 0. 

^) L. Brillouin, L’atome de Thomas-Fermi (Actualit^ Scientif. et In- 
dustr. 160, Paris, Hermann u. Co., 1934, S. 30. 

*) H. J ena en , Zeitschr. f . Phy«^«9, 713 (1934) ; 93, 232 (1935) ; 101 , 141 (1936). 

F.Hund, Zeitschr. f. Phys. 77, 12 (1832). 



X. 6.7 


Anwendungen dee Thonias-Permi-Atoms 


70S 


wenigstens bei den einfachsten kubischen Gittertypen eine angenähert 
sphärische Symmetrie erzwungen wird^). Wir verweisen wegen der all- 
gemeinen Diskussion des Problems auf Lenz^), wegen der Ausführung im 
einzelnen auf Jensen®), 

Schon viel früher ist eine Differentialgleichung vom Thomas-Fermi- 
schen Typus in der Astrophysik aufgetreten und numerisch untersucht 
worden als Emdensche Differentialgleichung^) 


(ö) 



Für n = I geht sie in die Gl. (8. 14) über, abgesehen vom Vorzeichen. 
Dieses umgekehrte Vorzeichen rührt daher, daß es sich in der Astrophysik 
um das Gravitationspotential handelt und daß sich nach dem Newtonschen 
Gesetz die Massen anziehen, nach dem Coulomb sehen gleichnamige 
Ladungen abstoßen. Der Zusammenhang zwischen Druck f und Dichte q 
wird dabei in der ,, polytropen“ Form angesetzt 
(6) p — a Q^. 

]{ ist verfügbar; im Sonderfall des adiabatischen Gleichgewichtes ist 
^ Vom Strahlungsdruck wird in der ursprünglichen Theorie von 

Emden abgesehen. Die Beziehung zwischen h und dem in (5) auf tretenden 
Exponenten n ist 


Dem Sonderfalle n = | entspricht /c — also die Adiabate des ein- 
atomigen Gases. 

Ein anderer Unterschied zwischen der Thomas -Fer mischen und der 
Emdenschen Differentialgleichung betrifft die Grenzbedingungen. In 
unserem Atomproblem verteilten sich diese auf die Stellen x — 0 und 
a: — 00 (oder beim Ion auf die Stellen o: — 0 und x — X). Im Problem 
der Gaskugeln dagegen liegt der einfachere Fall vor, daß beide Grenz- 
bedingungen die Stelle a: = 0, d. h. den Mittelpunkt der Gaskugel betreffen. 

Von den zahlreichen neueren Arbeiten über die Emdensche Differen- 
tialgleichung sei insbesondere erwähnt eine allgemeine Diskussion von 
Fowler*). 


U E. Wigner u. F. Seitz, Phye. Rev. 43, 804 (1933). 

2) W. Lenz, Zeitschr. f. Phys. 77. 713 (1932). 

®) H. J ensen, ebenda 77, 722 (1932) und 101, 164 (1936); vgl. auch die an- 
schließenden Arbeiten von T. N e u ge b a u e r und P. G o m b ä s , ebenda 80, 480» 
(1934) und P. Gomhäs, ebenda 92, 796 (1934); 93. 378 (1936). 

^) R. Emden, Theorie der Gaskugeln. Leipzig, Teubner, 1907. 

®) R. H. Fowler, Monthly Notices 81, 63 (1930). 
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§6 

Die Hartreesche Methode des ,^elf consistent field<< 

Wir haben des öfteren mit einem ausgeglichenen zentral^ymmetrischen 
Pelde V (r) gerechnet, welches den Einfluß des Kernes und der übrigen 
Elektronen auf ein herausgegriffenes Auf -Elektron zusammenfassen sollte, 
vgl. z. B. Kap. II, § 10, S. 139. Dieses Feld zu berechnen ist die Aufgabe, 
die sich Hartree 1927 gestellt hat^). Er nennt es „seif consistent“, zu 
deutsch etwa ,,in sich widerspruchsfrei“. 

Wir schildern das Verfahren an dem ersten von Hart ree behandelten 
Beispiel, dem Eb+-Ion, Z = 37. Bei diesem sind die K-, L-, M-Schale 
vollständig ausgebildet, die jV-Schale ist bis zur abgeschlossenen Achter- 
schale ausgebaut. Das Schema der Besetzungszahlen, Termbezeichmingen 
und Quaiiteiizahlen ist: 


KL M N 


2 

2 

6 

2 



2 


ni 

Is 

2s 

2p 

3s 

‘dp 

1 3d 

4s 

4 p 

n 

1 

2 

■ 2 

3 

! ^ 

i 3 

4 

4 

l 

0 

0 


r» 

i 1 

1 

i 2 

"o‘ 

1 



'«r 

0^ 

r 

! 0 

i 2 

1 1 


1 3 



Als nullte Näherung wählt Hartree die Thomas-Fermi- Verteilung 
dieser 36 Elektronen; ihre Dichte q und ihre potentielle Energie T’,) sind 
zentral-symmetrisch, völlig ausgeglichen und lassen nichts von der Unter- 
teilung in Schalen erkennen. Diese nullte Näherung soll im folgenden 
schrittweise korrigiert werden. 

Dazu betrachten wir eine der in der Tabelle aufgefuhrten Elektronen- 
gruppen, sagen wir die Ic-te. Für das einzelne Elektron derselben gilt 
Schrödinger-Gleichung. Wir interessieren uns nur für den radialen Teil li 
der Eigenfunktionen und setzen r B = P. Nach Gl. (II. 10. 8) gilt für 
dieses P in Hartree-Einheiten: 


( 1 ) 




P = 0. 


Man setze für F, vorbehaltlich einer noch zu besprechenden Korrektur, 
das Feld nullter Näherung V = Fq ein und integriere die Gleichung 
numerisch so, daß das Resultat erstens die durch das betreffende ge- 


1) D. R. Hariree, WaveMeohanics of an atom witha Non-Coulomb Central 
Field, Proc. Cambr. Phil. Soc. 24, Part 1, S. 89; Part 2, S. 111, 1928. 
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gebene Anzahl von Nullstellen zwischen r — 0 und r — oo besitzt und 
zweiten^ den Grenzbedingungen P = 0 für r — 0 und r = oo genügt. 
(Die Forderung der Endlichkeit von R für r = 0 verwandelt sich ja bei 
P = r P in die Forderung des Verschwindens.) Die gleichzeitige Erfüllung 
])eider Bedingungen ist nur möglich für einen bestimmten Wert von W. 
Zugleich mit W ist P bestimmt. P^dr gibt die Ladung an, die in der 
Kugelschale zwischen r und r d r enthalten ist, vorausgesetzt, daß 
für die richtige Normierung 

( 2 ) = 1 

ü 

gesorgt ist. 

Wir haben damit den Beitrag eines Elektrons unserer k-ten Schale 
zur Elektronendichte gefunden; indem wir mit der betreffenden Besetzungs- 



Fig. 55. Die aufeinanderfolgenden Näherungen zur Ermittlung des ,,self con- 
sistent field“ bei Rb+ (Fig. 1 der zitierten Arbeit von Hartree). Abszisse; 
Abstand r vom Kern in Hartree-Einheiten ; an der durch j bezeiohneten Stelle 
r = 1 wechselt die Skalen-Einheit. Ordinate; Unterschied der Ladungsdichten 
in den aufeinanderfolgenden Näherungen, gemessen durch den Unterschied A / 
der für jeden Abstand r wirksamen Kernladung /. 

zahl (2 bei den s-Terraen, 6 bei den p-Termen) multiplizieren, 
erhalten wir den Beitrag der ganzen k-tm Schale. Die Rechnung ist 
für jede Schale einzeln auszuf Uhren, ln der Summe über alle so er- 
haltenen Dichten erhält man die Dichte-Verteilung erster Nähe- 
rung wobei die in der Kugelschale zwischen r und r-fdr 

enthaltene Ladung bedeutet. Diese Verteilung erster Näherung weicht 
natürlich von der Verteilung nullter Näherung ab. Die Differenz 
beider ist in Fig. 55 als Kurve I aufgetragen. Während die Verteilung 
nullter Näherung monoton von r = 0 bis r = oo abfällt, zeigt die Ver- 
teilung erster Näherung und daher auch die Differenz- Kurve I die den 
einzelnen Schalen und Unterschalen entsprechenden Schwankungen. 

Sommerfeld, Atombau. II. * ak 
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Aus der Verteilung erster Näherung berechnet man das Feld erster 
Näherung Dieses setzt man für V in Gl. (1) ein und berechnet für 
ein Elektron der fc-ten Schaleren neuem W, P und P^. Durch Summation 
unter Berücksichtigung der Besetzungszahlen entsteht eine Dichte- Ver- 
teilung zweiter Näherung Q 2 , welche diejenige erster Näherung korri- 
giert. Die Differenz beider ist in Fig. 55 als Kurve II aufgetragen. Ihre 
Ordinaten sind gegenüber I bereits wesentlich reduziert. 

Aus ^2 berechnet man ein Feld zweiter Näherung, welches m (1) 
eingetragen zu einer Dichte- Verteilung dritter Näherung ^3 führt. 
Die Differenz ist in Fig. 55 als Kurve III eingezeichnet. Diese 

verläuft durchweg so nahe an der Nullachse, daß das Verfahren hier ab- 
gebrochen werden kann. In der Tat würde das mit ^3 berechnete Feld 
nahezu gleich werden. Wir können also dieses Feld ~ F3 als in sich 
widerspruchsfrei (,,self consistent“) ansehon, weil es sich durch den 
hier besprochenen wellenmechanischen Formalismus selbst reproduziert. 

Dasselbe gilt von den Eigenwerten W, die aus den Schrödinger-Glei- 
chungen der einzelnen Terme (n, l) am Ende unseres Prozesses resultieren. 
Diese stellen offenbar die Eöntgenterme der betreffenden Unterschalen 
dar und stimmen, wie Hart ree tabellarisch zeigt, recht befriedigend mit 
den Beobachtungen bei Kb uberein. 

Die Anzahl der zu diesem Grenzprozeß gehörenden Schritte und der 
Umfang der erforderlichen Eechenarbeit wächst natürlich mit der Kom- 
plikation des Atoms. Während bei Eb"^' drei Schritte genügten, wobei jeder 
Schritt mit der numerischen Integration von acht Schrödinger-Gleichungen 
verbunden war, sind beim Hg- Atom mindestens neun Schritte erforderlich 
und ist auch die Zahl der jedesmal zu integrierenden Schrödinger-Glei- 
chungen entsprechend der komplizierteren Schalenstruktur größer, nämlich 
gleich 14. 

Bei der vorstehenden Beschreibung des Grenzprozesses sind wir aber 
noch in einem Punkte unvollständig gewesen. Die Felder Fq, F;^, Fg, . . . 
fassen die Wirkung sämtlicher Elektronen zusammen; bei der Lösung 
der Gl. (1) für ein bestimmtes Schalen-Elektron haben wir aber das eben 
von diesem Elektron herruhrende Feld in Abzug zu bringen. Die Ver- 
hältnisse liegen hier ähnlich wie bei den Gin. (5. 1) und (5. 2). Ursprünglich 
benutzte Hartree ein Abzugs-Verfahren, welches dem in Anm. 2 von 
S. 700 genannten analog war. Später^) wendete er die auf dem Austausch- 
Effekt beruhende, von V. Fock entwickelte Methode (vgl. das Zitat auf 


D Vgl. z. B. Proc. Roy. Soc. 154, 156, 157. 
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S. 701) an, welche vom theoretischen Standpunkt aus konsequenter und 
auch numerisch befriedigender ist. 

Hartree hat, in den letzten Jahren gemeinsam mit W. Hartree, 
seine Methode auf eine große Eeihe von Atomen ausgedehnt: He, CI“, 
Cu+, 0 in seinen verschiedenen Ionisations-Zuständen, K, Cs, Be, Ca, Hg, 
F", Ar usw. Die Kechnungen wurden mit äußerster Sachkunde aus- 

geftihrt; noch nicht publizierte Resultate wurden allen Interessenten groß- 
zügig zur Verfügung gestellt. Eine Neuberechnung^) von Rb"^ bestätigte 
die ursprünglichen Angaben von 1927 innerhalb der damals angegebenen 
Fehlergrenze. Die Benutzung des mächtigen Hilfsmittels der Integrier- 
maschine von Bush (vgl. S. 695) hat sich bewährt 2) und ist für die Zukunft 
vorgesehen. 

Wie genau die Gestalt der Com pton -Lime von Neon aus den Hartree- 
schen Eigenfunktionen ermittelt werden kann, haben wir in Fig. 45 von S. 618 
gesehen. Auch die diamagnetische Suszeptibilität, die für die ursprüngliche 
Thomas-Fermische Methode unzugänglich war, vgl. S. 700, stimmt bei 
Ar und recht gut mit der Beobachtung uberein®), wobei die Berück- 
sichtigung des Austausches wesentlich ist. Natürlich leistet das „self- 
consistent field“ auch bei der Berechnung der Übergangs- Wahrscheinlich- 
keiten die besten Dienste^). Zusammenfassend kann man sagen, daß durch 
die langjährige und zielbewußte Arbeit von Hart ree die Integration der 
Schrödinger-Gleichung selbst für schwere Atome (Hg!) praktisch gelöst 
worden ist. 


§7 

Die W. K. B.-Methode 

G. WeiitzeH) und L. Brillouin®) haben eine theoretisch lehrreiche 
und praktisch wertvolle Methode ersonnen, um die wellenmechanischen 
Losungen approximativ an das Verfahren der klassischen Mechanik anzu- 
schließen. H. A. KramersÜ hat die Methode bald darauf von einigen ihr 
ursprünglich anhaftenden mathematischen Schlacken befreit. Die Be- 


1 ) Proc. Roy. Soc. 151 , 104 (1935). 

2) Phys. Rev. 46 , 738 (1934). 

2) Proc. Roy. Soc. 166 , 4C2 (1938). 

*) Ebenda 164 , 182 (1938). 

*) Zeitschr. f. Phys. 38 , 518 (1926). Außer der Kepler- Bewegung behandelt 
Wentzel dort den Stark-Effekt zweiter Ordnung nach dieser Methode in be- 
sonders einfacher Weise. 

«) C. R., Juli 1926. 

D Zeitschr. f. Phys. 39 , 828 (1926); vgl. auch A. Zwaan, Diss. Utrecht 1929 
und Arch. N6erl. 12 , 33 (1929). 


45 * 
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Zeichnung W. B. K. wäre hiernach richtiger als die besonders in Amerilra, 
üblich gewordene Bezeichnung W. K, B. 

' Wir gehen auf den Anfang dieses Buches zurück und setzen ähnlich 
wie in Gl. (L 1. 6a) : 

(1) y. = ^ exp j-i • 

Hier steht ^ydx an Stelle des früheren S. Indem wir die Integrations- 
Variable x nennen, deuten wir an, daß wir uns auf ein-dimensionale Probleme 
beschränken wollen. Das Integral ist als unbestimmtes Integral zu denken, 
mit einer beliebigen, aber festen unteren Grenze und mit der variablen 
oberen Grenze x. 

Die ein-dimensionale Wellengleichung für \p lautet; 


y) 2 m 
dl» Ä» 


(W — T ) y) — 0 


oder, für das Folgende einfacher geschrieben: 

( 2 ) + 

Hier ist der „Impuls“ p m klassischer Weise definiert durch 

(3) p = V2w (W — V). 

Die Differentialgleichung für y) ist von der zweiten Ordnung und vom 
ersten Grade. Wir zeigen, daß daraus eine Differentialgleichung für y 
folgt, welche, ebenso wie die Hamiltonsche Gleichung für S, von der 
ersten Ordnung und vom zweiten Grade ist. Wir bilden zu dem 
Ende aus (1) 

hy}' — lyy). y)" — ('i h y — y^) f 
und erhalten aus (2): 

Ä / ‘.2 

(4) jy = F - 


Dies ist die der Gl. (2) zugeordnete „Bicca tische Gleichung“. 

Wir benutzen ^ als Ent'vyicklungs-Parameter und lösen Gl. (4) formal 

i 


durch den Ansatz: 



') Englische Autoren verweisen auf H. Jeffreys, Proc. London Math. Soc. 
28, 437 (1924) als Vorgänger der W. K. B-Methode. 
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Indem wir (6) in (4) eintragen und gleiche Potenzen von vergleichen, 
finden wir 


( 6 ) 

{7} 

(8) 



0 = f - yl = ± p, 

y',= 

2 -2y, = y^+^, 


Es zeigt sich also, daß die aufeinanderfolgenden Näherungen 2/o) 2/i, 2 / 2 , • • • 
durch bloße Differentiationen aus der Näherung nullter Ordnung gewonnen 
werden. Ferner zeigt sich, daß die Näherungen gerader Ordnung, vgl. (6) 
und (8), im Vorzeichen zweideutig sind, während die Näherungen ungerader 
Ordnung eindeutig bestimmte Vorzeichen haben. 

Wir haben also nicht eine Entwicklung (5), sondern zwei solche, die 
wir als und y_ unterscheiden wollen, y^ gehöre, allgemein gesprochen, 
zum positiven Vo#eichen von y_. zum negativen. Offenbar gehen y^ 
und i/_ ineinander über, wenn wir in der komplexen x-Ebene einen Umgang 
um einen der Punkte p = 0 machen. Unsere Entwicklung (5) ist also nicht 
in der komplexen x-Ebene, sondern auf der zweiblättrigen Bieraannschen 
Fläche eindeutig, die zu der Wurzelgröße p, Gl. (8), gehört. Wir wollen der 
Kürze halber annehmen, daß diese Fläche nur zwei Verzweigungspunkte, 
die Größe p also nur zwei Nullstellen hat, und wollen sie, wie in dem folgenden 
Schema und in dem späteren Beispiel, mit 4 a bezeichnen. 

Wir vervollständigen also unseren Ansatz (1) zu den beiden gleich- 
berechtigten Ansätzen : 

X 

(9) exp j-^ I und y;_=^_expj-^ 

^0 *0 

und fragen, in welchem Sinne diese der Differentialgleichung (2) genügen. 
Dazu denken wir uns y+ nicht durch die unendliche, sondern durch die etwa 
mit dem dritten Gliede abgebrochene Entwicklung (5) gegeben. Die 
Eicca tische Gl. (4) wird dann nur bis auf Glieder mit dem Faktor 
erfüllt, und Entsprechendes gilt von der Wellengleichung (2). Um den 
dadurch entstehenden Fehler näher zu untersuchen, müssen wir die Eech- 
nung der Gin. (6) bis (8) weiter fortsetzen. Der nächste Schritt liefert 



2/0 2/0 ' 


( 10 ) 
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Auf den Umstand, daß [ebenso wie in (7)] ,,integraber‘ wird, kommen 
wir später zurück. Hier interessiert uns die Potenz, in der der Nenner p 
auftritt. Dazu rechnen wir den Ausdruck (8) von etwas weiter aus: 


(10a) 




. 1 ?:+, 

2 p 4 


Es sind aber nach (8) in der Nähe der Stellen p = 0 : 

p', p" von der Ordnung p“^, p"^ 

und daher, wenn nicht gerade V' für p 0 verschwindet, nach (10a) und (10) 
(10b) y^, y^ von der Ordnung p~^, p“®. 

Der Fehler, der durch Fortlassen des Gliedes y^ entsteht, wird also von 
der Ordnung /^^/p®. Daraus schließen wir, indem wir verallgemeinern: 

Unsere Entwicklungen y.^ sind in der Nähe der Stellen x = ^ a, 
welche den Umkehrpunkten der klassischen Bewegung entsprechen, diver- 
gent; die Differentialgleichungen (4) und (2) werden durch unsere irgendwie 
abgebrochenen Entwicklungen um so schlechter erfüllt, je näher wir an 
diese kritischen Punkte heranrucken. 

Nur im Limes 0 verschwindet der Fehler ; dann reduziert sich aber 
unser y^ auf das nullte Glied y^^ — :1 p. Mit diesem Grenzubergang stellen 
wir uns offenbar auf den Boden der klassischen Mechanik. Nach dieser 
gilt ja für die Wirkungsfunktion S 


( 11 ) 


dS 


Setzen wir hier in unseren jetzigen Bezeichnungen q^ — x und entsprechend 

unserer GL (1) . 

S — \ y± d X, 


so geht (11) in der Tat in nullter Nähomng über in = p. Wir werden 
daraufhin vermuten und im einfachsten Beispiel naher ausführen, daß 
unsere Entwicklung (5) die klassisch-mechanische Lösung, wenn auch mit 
begrenzter Genauigkeit und in gehörigem Abstande von den kritischen 
Punkten x = r! a, ins Wellenmechanische korrigiert. 

Denselben Zusammenhang werden wir vermuten zwischen den Quanten- 
bedingungen der früheren Theorie und der wellenmechanischen Quanti- 
sierung. Die alte Quantenbedingung, für eine Koordinate x hingeschrieben, 
lautete : 

( 12 ) 


Oydx ^ y^^d X = ganzes Vielfaches von l 

V J 


Die W. K. B.-Methode behauptet (wegen des Beweises vgl. S. 713), daß die 
wellenmechanische Verschärfung heißt: ^ 

y^dx — ganzes Vielfaches von h. 


(18) 
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Das Integral in (12) war über die klassische Bahn von x = — abisa;= + a 
und zurück zu erstrecken, wofür man bekanntlich bequemer einen ge- 
schlossenen Umlauf um diese Punkte in der komplexen rc-Ebene wählt. 
Derselbe Umlauf ist in Gl. (13) gemeint. 

Gl. (13) scheint wegen des doppelten Vorzeichens zwei Bedingungen zu 
enthalten. Wir überzeugen uns aber, daß beide Bedingungen dasselbe 
besagen. Es sind nämlich alle ungeraden Glieder der Entwicklung reine 
Differentialquotienten nach x. Von wurde das in (10) gezeigt, für 
findet man entsprechend 



Alle diese Glieder geben Null bei der Integration über unseren ge- 
schlüssenen Weg, mit Ausnahme von y^. Wegen seines logarithmischen 
Charakters hat man nämlich: 


(14) 




dp ^ 

p 2 1 2 


Andrerseits haben alle geraden Glieder von ?y_ das umgekehrte Vorzeichen 
wi(> die von ?/+. Schreiben wir also die Integral- Summe der geraden Glieder 

von y+ mit Kucksicht auf (14) in der Form ^ y^ dx-\- hl2, so haben wir: 

h^ 


f' 


<^y~dx -j- ^ ?/+ dx-^^y 


ait 


Hiernach ist (by_dx zugleich mit (yy^dx ein ganzes Vielfaches von h. 


B(‘trägt dieses Vielfache im einen Falle n, so ist es im anderen Falle 

— (n -f 1 ) . 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir d(*n harmonischen Oscillator. 
Hier ist nach (1.5.1) V — 1> nKol x^. Setzen wir entsprechend W 
= so wird nach (3) 


p = mo)^ ]a^ — 

Die Bmkehrpunkte der klassischen Bahn sind also ~ -1 «, so daß a die 
klassische Amplitude bedeutet. V ist hier in der ganzen x-Ebene regulär 
und die Kiemannsche Fläche von p hängt im Unendlichen schlicht zu- 
sammen. 

Wir zeigen, daß in diesem Falle nicht nur die ungeraden, sondern auch 
die höheren geraden Glieder der Entwicklung (5) bei der Rundintegration 
verschwinden. 

Z. B. hat das Glied mit nach (10a, b) im Nemier den Faktor 
{x^ — im Zähler ein Polynom zweiten Grades. Bei der Integration 
über einen Umlauf im Unendlichen, in den wir im vorliegenden Falle unseren 
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ursprünglichen Umlauf auseinanderziehen können, verschwindet daher der 
Integrand wie 3 ^ x~^ — ar^. Entsprechendes gilt von den Gliedern 
t/g, . . . Es bleibt also außer dem nullten Gliede, welches wir in Form des 
früheren Phasenintegrals schreiben, nur das erste Glied (14) übrig. Wir 
haben daher statt (18), oberes Vorzeichen: 

= nh, 

oder 

(15) ^ f d X = h (n 1). 

Dies ist die wellenmechanisch korrigierte halbzahlige Quantelung des 
'Oscillators aus Gl. (I. 5. 10). In der Tat wird die linke Seite von (15), wie 
schon Bd. I, S. 86 ausgefuhrt wurde, gleich W^Ivq, wo die Energie der 
TO-quantigen Schwingung und n die Eigenfrequenz des Oscillators 

bedeutet. (15) ist also identisch mit der wohlbekannten Energiegleichung: 
(15a) + 

Sodann wollen wir an diesem Beispiel erläutern, wie sich eine genäherte 
Darstellung der Eigenfunktionen aus den in (9) angegebenen Elementen 
gewinnen läßt. Dazu müssen wir die Stetigkeitsbedingungen der Eigen- 
funktion y) berücksichtigen. Unter Hinweis auf das nachstehende Schema 
beginnen wir mit dem Gebiete I, x < — a. 


H 1 1 

I jr w 


Definieren wir p als positiv reell am oberen Ufer des durch aii- 

gedeuteten Verzweigungsschnittes IT unserer Riemannschen Fläche, so 
wird p positiv imaginär im Gebiete I (Umgang in der positiven Halbebene 
um den Punkt x ~ — a). Da in einiger Entfernung von diesem Punkt das 
Vorzeichen von y+ durch bestimmt wird, ist y^ positiv, y_ negativ 
imaginär im Gebiete I für große negative x. In diesem Gebiete liege 
auch der Anfangspunkt x^ der Integrale in (9). Wir haben dann für x< 

X X 

j y+dx neg. imag., j y.dx pos. imag. 

Da diese Integrale in (9) noch mit iß multipliziert werden und da yf 
im Unendlichen von I nicht unendlich werden darf, ist y)^ unbrauchbar. Wir 
setzen daher (mit reellem A = AJ): 


T 



3-0 
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Diese Darstellung ist in der Nähe von x = — a unbrauchbar (Singularität 
von y_); für große negative x liefert sie einen exponentiellen Abfall, ent- 
spricht also in dieser Hinsicht der exakten Wellenfunktion des Oscillators 
in Fig, 6 von S. 86. 

Dagegen hat man im Gebiete II, wo f reell ist und die Eigenfunktion %jj 
nach (2) oscilliert, beide Formeln (9) zu superponieren. Das ist möglich, 
weil ja Gl. (2) linear ist und von beiden Formeln (9) (wieder bei Ausschluß 
der Umgebungen von aj = 4- a) approximativ befriedigt wird. Indem man 
auch die Eealität der Eigenfunktion y) berücksichtigt und bis auf einen 
geeignet zu wählenden Phasenfaktor gleich A_ ~ Ä setzt, gelangt man zu 
dem Ansatz 

X 

(17) ^ exp I y_ä a:j -f Conj. 

•To 

Die Integration von l)is x denke man sich hier, unter Vermeidung des 
singulären Punktes a- = — a, in der positiv-imaginären Halb^ene aus- 
gefuhrt. Diese Formel gibt den oscillatorischen Charakter der Eigen- 
fiinktion im mittleren Teile von Fig. 6 und bei großem n auch die ungefähre 
Lage der Nullstellen von y) richtig wieder. 

Im Gebiete III gilt dann wieder eine Darstellung vom Typus (16), 
nämlich 

f 

(18) . V-,„ = J exp j-^ 

J-0 

Fur große x wird nämlich im Gebiete III f negativ imaginär (Umgehung 
des Punktes x ~ a im negativen Sinne) und y_ positiv-imaginw. 
Das Argument der Exponentialfunktion in (18) ist daher für entfernte 
Punkte des Gebietes III negativ reell, wie es sein muß. 

Unsere Angaben (16) bis (18) gelten nicht nur für den Oscillator, sondern 
fur jede Wellengleichung der Form (2). Ihr Beweis, in dem dann auch erst der 
eigentliche Beweis unserer Angabe (13) über die approximative Berechnung 
des Eigenwertes enthalten wäre, wurde uns schon in unserem einfachen Bei- 
spiel zu weit führen. Er beruht auf allgemeinen Sätzen über das Verhalten 
asymptotischer, d. h. divergenter Eeihen in der Umgebung eines wesentlich 
singulären Punktes. Hierdurch wird der Wechsel in der Form der Darstellungen 
(16), (17) und (18) erklärt. Wir verweisen dieserhalb außer auf die S. 707 
zitierten Arbeiten von Kramers und Zwaan auf eine verhältnismäßig ein- 
fache Darstellung von Dunham^). 

D J L. Dunham, Phys. Eev. 41, 713 (1932); vgl. auch E.E. Langer, 
ebenda 51, 669 (1937), der Betrachtungen im Komplexen vermeidet. 
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Eine Fehler- Abschätzung, die bei unseren divergenten und daher not- 
wendig abzubrechenden Eeihen eigentlich erforderlich wäre, ist natürlich 
ein schwieriges Geschäft^). Praktisch begnügt man sich meist 2) mit den 
beiden ersten Gliedern ohne Fehler-Abschätzung, in der Absicht, eine 
erste Orientierung über ein sonst nicht lösbares wellenmechanisches Problem 
zu gewinnen. 

Die W. K. B-Methode ist von Pauli^) auf die Dirac-Gleichung 
übertragen worden. Pauli untersucht das Verhalten eines Dirac-EIektrons 
in einem beliebigen elektromagnetischen Felde und leitet dafür, entsprechend 
unseren 2 /oj • • -j Näherungen nullter, erster, . . . Ordnung ab, die noch 
mit Matrizen bzw., vgl. die Anm., mit hyperkomplexen Einheiten behaftet 
sind. Beim Übergang zu Strom und Dichte fallen diese Matrizen bzw. 
Einheiten, wie es sein muß, in jeder Näherung heraus. Pauli zeigt mm. 
daß die nullte Näherung überdies von der Konstanten h, also von der Spin- 
Natur des Elektrons frei wird. Aus dem Quotienten von Strom und Dichte 
kann matt die ,, Teilchen- Geschwindigkeit“ definieren. Diese wird durch 
genau dieselben Hamiltonschen Gleichungen gegeben, wie in der klassischen 
Mechanik (bei großen Geschwindigkeiten einschließlich der Kelativitäts- 
Korrektionen). Daraus folgt: Ablenkungsversuche an Kathodenstrahlen 
beliebiger Geschwindigkeit in beliebigen Feldern verlaufen genau so, wie 
die klassische Mechanik verlangt, ohne daß der Spin des Elektrons 
hierbei zum Vorschein kommt. Dieser zeigt sich erst in den höheren 
Näherungen, zusammen mit den Beugungsorscheinungen. Damit ist ein 
Satz bewiesen, den wir schon S. 381 angedeutet haben. Er wurde ursprüng- 
lich von Bohr ausgesprochen und durch einige charakteristische Beispiele 
begründet. - 

Man vgl. hierzu eingehende Arbeiten von E. C. Kemble, Phys. Rev. 48, 
549 (1935), und das Buch: Fundamental Principles of Quantum Mechanios, New 
York u. London 1937. 

Vgl. aber G. Wentzel in seiner grundlegenden Arbeit von 1926. wo 
der Stark-Effekt zweiter Ordnung erst aus dem dritten Gliede der Ent- 
wicklung gefolgert werden kann. 

W. Pauli, Helv. Phys. Acta 5, 179 (1932); vgl. auch K. Bechert, 
ebenda 6, 82 (1933), der statt mit den Dira eschen Matrizen mit allgemeinen 
hyperkomplexen Einheiten rechnet und dadurch die Pauli sehe Ableitung 
vereinfacht. 



Mathematische Zusätze und Ergänzungen 

1. Einführung der Gruppengeschwindigkeit. Zu Kap. I, § 2 , Gl. (14) 

Während die Gruppengeschwindigkeit sonst meist in ziemlich spezieller 
Weise erklärt wird, geben wir hier eine auf recht allgemeinen Voraussetzungen 
basierende Ableitung. V^ir gehen aus von der Wellengruppe 
*0 e 

( 1 ) ^=1 ^ 

ko - e 

d. h. wir denken uns eine kontinuierliche Schar von Emzelweilen der Ampli- 
tude Adl' überlagert, wobei wir uns A und «> mit k irgendwie stetig veränderlich 
denken. Eine solche Schar nennen wir aber nur dann eine ..Gruppe“, wenn 
die in ihr enthaltenen Wellenzahlen hinreichend benachbart sind, was durch 
die Wahl der Integrations- Grenzen ± ^ angedeutet sein mag. Den Exponenten 
von c schreiben wir folgendermaßen um: 

Ix — = /r„.T — opf + (/. — A'o).t — {o, — f. 

Dadurch erhalten wir. 

ko 4 f 

<2) C7 = (3) (7= j 

ko ^ r 

C nennen wir die (komplexe) Amplitude der Gruppe. Wir fragen nach solchen 
Stellen x, i. fiir welche C einen konstanten Wert hat. Da j und t nur im Expo- 
nenten von (3) Vorkommen, haben wir diesen konstant zu setzen, also: 

(A — Afl) X — ((/) — c>n) t ~ Const ; 

daraus folgt 

d X 0) — (»0 

dt ~ k — ko’ 

Dieser Quotient hat aber für eine hinreichend enge (iruppe einen von A 
unabhängigen, nur von A„ abhängigen Grenzwert, nämlich 



Damit ist Gl. (I. 2. 14) bewiesen. 

h gibt die Geschwindigkeit an, mit der sich die komplexe Ampli- 
tude C der Gruppe fortpflanzt. Da die Intensität der Welle mit |Cp geht, 
pflanzt sich auch diese mit Gruppengeschwindigkeit fort; das entspricht dem 
allgemeinen Gesichtspunkte Osborne Reynolds, nach dem die Gruppenge- 
schwindigkeit als Fort schreitungs- Geschwindigkeit der Energie zu erklären ist. 
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Von unserem Ausdruck (4) gelangt man leicht mittels der Beziehung o) — ka 
— ; \ Phasengeschwindigkeitj zu der gewöhnlich angegebenen 

Darstellung der Gruppengeschwindigkeit: 

( 5 ) 

Ferner folgt aus (4) 

1 = ^ = A /II') 

h d (<> d o) \ a J 

und hieraus die von deBroglie benutzte Formel {v = w/2 ti): 

Es ist vielleicht interessant, anzumerken, daß in der ..Ionosphäre “ 
(Kenelly- Heaviside-Schicht) dieselbe Beziehung ab — cK (d. (1.2.13), 
gilt wie in der Wellenmechanik. Man hat hier nämlich: 

k = 1 (,„2 

wo wq mit der Zahl der Elektronen pro om^ proportional ist. Daraus folgt: 


2. Kriterium dafiir^ daB die Rekursionsformel an einer Stelle der 
Bestimmtheit zweigliedrig wird, Polynom-Methode. Zu Kap. I, § 3 

Die fragliche Stelle sei x = x^. Wir fuhren als unabhungige Variable ein 
z — X — Xq. 

Mit Rücksicht auf (I. 3. 4) können wir die allgemeine lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung schreiben: 

(1) 2:2 2 Q, ( 2 ) //' -f Do (^) V ^ 0. 

wo die ()i {z) an der Stelle 2 — 0 regulär sind : 

( 2 ) Q.{z) = z“, 

0 

und insbesondere D 2 (^) dieser Stelle nicht verschwindet: 0. if setzen 

wir in der Form (I. 3. 3) an: 

00 

(3) ?/ = + 

0 

Der hier vorkommende Exponent a bestimmt sich nach der bei (I. 3. 3) an- 
gegebenen Vorschrift aus der quadratischen Gleichung 

(4) a(a-l)c®.+ aci‘’+<'’* = 0; 
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durch diese Forderung wird der Koeffizient der niedrigsten Potenz von z, näm- 
lich der Potenz in der Schreibweise der Gl. (3), zum Verschwinden gebracht. 
Die Koeffizienten der höheren Potenzen von z, z. B. z“ + die beim Einsetzen 
von (2) und (3) in (1) entstehen, geben gleich Null gesetzt die Rekurs ionsforme 1 ; 


<ö) 


v) (ac + V - 1) + (a -f - 1) (a -f- v - 2) H 

+ Ov (a 4- r) -f (a + ^ - 1) 

•a, + = 0. 


Diese Gleichung bestimmt a,. aus den vorangehenden Koeffizienten Uv — i, 

«,,_2 ^ 0 ’’ ^0 ist willkürlich wahlbar, da der Koeffizient von durch 

Gl. (4) zum Verschwinden gebracht wurde. 

Der Faktor von a^ in Gl. (5) ist 

C = c«> (« + r) (a + V - 1) + <!<'> (* + V) + cf. 


Er laßt sich wegen (4) reduzieren auf 

I 

<6) C = (2» + v-l)+c<»l = rcf 2o<+v--i:-^ 

Dieser Ausdruck kann, da 4 = ß ist (s. oben), nur dann verschwinden, wenn 
<he j 1 verschwindet. 

Nach (4) ist aber die Summe der beiden Wurzeln von (4) 

p(2) _ .(i) 

"‘•+“2 = — ^ Ö 5 

Die Bedingung für das Verschwinden der { ) lautet also : 

(7) 2 a + r — tti + 

d, h.. da a entweder a, oder aj bedeutet. 


^ 7 ,, = v füra = «„ 

I a.2 — aj — — V für a 

Man schließt daraus, daß C nicht verschwinden, also die Re'kursions- 
formel stets nach aufgelöst werden kann, es sei denn, daß die Diffe- 
renz der Wurzeln und ol^ eine ganze Zahl ist. Auf diesen Ausnahmefall 
wurde bereits S. lö. letzter Absatz, hingewiescn. 

Zur näheren Untersuchung dieses Ausnahmefalles setzen wir fest, daß aj 
die algebraisch größere der beiden Wurzeln sei (oder bei komplexen Wurzeln 
diejenige mit dem algebraisch größeren reellen Teil). Die für a = gültige 
zweite Bedingung (7a) ist aber auf Grund unserer Festsetzung unerfüllbar: 
Die linke Seite ist positiv, die rechte negativ. Für die größere der lieiden 
Wurzaiij kann abo C nicht verschwinden. Die rekurrente Koeffizienten-Be- 
rechnuflg bt dann immer noch möglich und die fragliche Lösung der Differential- 
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gleichung kann in der Umgebung von 2 — 0 in eine Potenzreihe entwickelt 
werden. 

Anders für die kleinere Wurzel a = Die dann gültige erste Gl. (7a) 
liefert bei ganzzahliger Differenz der Wurzeln diejenige Stelle v, von der ab die 
Potenz-Entwicklung versagt. Es können Besonderheiten auf treten, z. B. 
logarithmische Glieder, worauf ebenfalls bereits S. 15 hingewiesen wurde. 

Ein Beispiel hierzu liefert der Fall der Kugelfunktionen von S. 16. Die 
beiden Wurzeln der Gl. (I. 3. 6) 

{7b) aa = -f — m > 0 

haben die ganzzahlige Differenz rn. Die kleinere aj interessierte uns nicht, 
da sie mit der zu fordernden Stetigkeit der Eigenfunktionen unverträglich ist. 
Für die größere aj ließ sich die zugehörige Lösung der Differentialgleichung 
rekurrent durch (in diesem Falle abbrechende) Potenzreihen darstellen. 

Wir fragen nun allgemein nach der Bedingung für das Abbrechen der 
Potenzentwicklung. Diese Frage deckt sich mit der in der t^berschrift gestellten 
Frage: Wann wird die Rekursionsformel (5) zweigliedrig? Jedenfalls 
darf dami Ga ('^) üur zwei Potenzen von z enthalten; die eine ist wegen 
=1= 0, die andere sei z^. Wir haben also 

Ql ( 2 ) = 

Die von Q.^ (z) gelieferten Glieder in (5) lauten dann 

(a + »') (a + V — 1) -f a^_f^ (a + v - /i) (a + v - - 1). 

Daher dürfen auch die anderen Glieder von (5) nur a, und ft, _ enthalten. Es 
dürfen also nur die Koeffizienten 

. 4« und cj", cf' 

in Gl und Go von 0 verschieden sein. 

Schreiben wir jetzt einfacher 

.4, = 4« B. = c»-'. 

SO müssen wir verlangen 

(8) G, (*) = 4= ^ = positive ganze Zahl. 

«f' 

Soll also die Differentialgleichung (1) durch eine zweigliedrige Rekuflsions- 
formel gelöst werden können, so lautet sie: 

(9) z^ (.^j + Bj z^} y" 4 - z {A-^ + Ri y' + {Aq + Ro 2/ = 

Die charakteristische Gleichung (4) für den Exponenten a schreibt sich nun : 

(10) a (a — 1) ^2 + <^ + ^0 = ö 

und die Rekursionsformel (5) bei Umordnung von Horizontal- und Vertikal- 
Reihen : 

CD I “>■ (-^2 (* + ’’) ~ + ’') + '^ 0 ) A 

^ (+0,_A {B,(a + r-Ä)(a + v-h-1) + ß, (» + r - fe) = 0. 
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Wir können nun sofort die Bedingung des Abbrechens im Sinne 
unserer ,, Polynom-Methode“ hinschreiben. Es sei n die höchste Potenz des 
Polynoms. Dann ist a„ 4" 0, aber es soll sein: 

Die Bedingung hierfür lautet nach (11) (man setze v = w + 

( Ba (a 4- w) (a + n — 1) + (a + w) + Bo =- 0^ 

^ i n = ganze durch h teilbare Zahl ^ 0. 

Zur Lösung der (11. (12) ist es offenbar notwendig, daß in den B ein Para- 
meter steckt, der dieser (11. angepaßt werden kann. Er wird auf diese Weise 
,.gequantelt“, d. h. mit der ganzen Zahl n in Beziehung gesetzt. 

Wir zeigen dies hier nur am Beispiel des Rotators, betonen aber, daß unter 
das Schema (12) darüber hinaus alle Eigenwerts-Bestimmungen der elementar 
lösbaren wellenmechanischen Probleme fallen. Beim Rotator gehen wir von 
der Differentialgleichung (I. 3. 8) aus, setzen x — 1 z und multiplizieren, 
um die Form (9) herzustellen, mit Es entsteht 

z^ (z -f 2) v" -f- 2 (m -p 1 ) 2 (.c -f 1) v' -1- (w -f — A) zv = 0. 

Also wird 

(13) Ao- 2, Rg = 1 + 1)* *^o = d, Aj = ni (m + 1) L 
Die vorher beliebig gelassene ganze Zahl h ist hier gleich 1. 

Nach (10) haben wir wegen (13): 

2 a (a -f 1) -f 2 (w, + 1 ) a — 0, 

also a - 0, da die andere Wurzel a — — m als negative Zahl nicht in Betracht 
kommt (vgl. auch die Ausfuhrungen bei Gl. (7b). Gl. (J2) besagt nun: 

(14) n {n — I) -P 2 (w -P 1) n -P w (m -P 1) l. 

Dadurch ist l ..gequant.elt“ durch den Grad n unseres Polynoms. Zieht mah 
noch die linke Seite von (14) zusammen m (n -p m) («. -f w + 1) und schreibt 
w =r so findet man den ,, Eigenwert“ 

(15) ' ;. -/(/ + J) 

wia^ (I. 3. 11). 

Zwischen den wellenmechanischen und klassischen Integrations-Methoden 
besteht ein enger Parallelismus: Wenn die Schrödinger-Gleichung eines vor- 
gelegten Problems in gewissen Koordinaten durch Separation integriert werden 
kann, laßt sich auch die Hamilton- J aco bische Differentialgleichung desselben 
Problems in denselben Koordinaten separieren. 

Wenn die Schrödinger-Gleichung auf eine zweigliedrige Rekursion führt, 
die Eigenwerte also nach der Polynom-Methode berechnet werden können, 
so wird die zugehörige Hamilton- Jaeobische Gleichung durch elementare 
Fuij|Aonen integriert. Führt die letztere auf elliptische Funktionen, 
Rekursion in der zugehörigen Schrödinger-Gleichung dreigliedrig; 
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die Eigenwerte ergeben sich dann aus einem Kettenbruch-Verfahren^). Ein 
Beispiel hierfür liefert das Zwei-Zentren-Problem des Wasserstoff-Molekül-Ions, 
vgl. Kap. X, § 2. 


3. Die Hamiltonsche Funktion des Elektrons. 

Über Normierung des elektrodynamischen Potentials und Eich-Invarianz. 
Zu Kap. I, § 6, B und D 

Wir zeigen zunächst, daß sich aus dem Ausdruck (I. 6, 4b) 

(1) 9) = y 2 9^' " ’’ + 7 

nach der Regel der Lagr angesehen Cileichungen die richtigen Bewegungs- 
gleichungen des Massenpimktes m ergeben; m wird hier als unveränderlich 
vorausgesetzt. Das auf e wirkende elektrodynamische Feld wird in bekamiter 
W^eise durch die Potentiale T’ und folgendermaßen gegeben : 

(2) * e(£ = -grad § = rot 51. 

Wir bilden aus (1) durch Ableitung nach den Komponenten von q 

<3) p = m + - 51 

c 


und konstatieren, daß der kanonische Impuls p nicht gleich dem elementaren 
Impuls m q ist, in Übereinstimmung mit Bd. I. S. 666, Gl. (23). Aus (3) er- 
gibt sich 

(3a) ^ = 

ferner durch Differentiation von (3) nach t in rechtwinkligen Koordinaten : 


(4) 


dt ^ c ® 










3 51 ,- 

dz 




Dies ist die linke Seite der ir- Komponente der Lagr angesehen Gleichui 
dt Öq dq 

Die rechte Seite wird nach (1): * 

d L d V 


d X 


d X 


e ( . d^ 

■7(*7-x + * 


d X 


i)x / 


Durch Vergleich der linken und rechten Seite folgt 


( 6 ) = 


dV e 
dx '^T 


I /35l„ d51\ /d51, ä«? 


ü Dies zeigt M. F. Manning. Phys, Rev. 48, 161 (1935). 
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Mit Rücksicht auf (2) können wir hierfür schreiben 
<5a) mx = + 

Dies ist die a;- Komponente der elementaren Bewegungsgleichung des Elektrons. 
Die in (1) angegebene Form der Lagrangeschen Funktion ist damit verifiziert. 

Wir bilden jetzt nach den Regeln der allgemeinen Dynamik [vgl. z. B. Bd. I, 
S. 659, Gl. (12)]: 

( 6 ) 

WO auf der rechten Seite L aus (1) und q aus (3 a) einzusetzen ist. Man erhält 



Hier ist das erste und letzte Glied zusammen offenbar gleich dem Doppelten 
des zweiten Gliedes, vom Vorzeichen abgesehen. Daher 


( 7 ) 


H = 


1 /♦ e 

2m(P-7 


+ T'. 


Somit haben wir den in (I. G. 4 c) angegebenen Ausdruck des Ham^ion- 
Operators abgeleitet. 

Bei dieser Gelegenheit kommen wir auf die Emschrankung div = 0 
zurück, die wir bei Gl. (I. 6. 5) machen mußten. Sie entspricht der Definition 
des Vektorpotentials bei den ,, quasi-stationären' Feldern der Elektrodynamik, 
während sie bei schnell veränderlichen Feldern zweckinäßigerweise ersetzt wird 
durch 


(8) div = 

oder in relativistischer Schreibweise 
(8 a) Div = 0, 


ec dt 

0 = (?i, 


Gl. (8) haben wir in (I. 6. 12a) benutzt. 

Aber man ist elektrodynamisch keineswegs gezwungen, diese Zusatz- 
bedingung (8) oder (8a) zu stellen. Die Einführung des ..Vierer- Potentials 0 
pkt ja nur. die Feldstärken bequem darzustellen, nach der bekannten 

d 

d 0, d 0, 
dx^ d 

mit den unsymmetrisch geschriebenen Formeln (2) übereinstimmt 
ledeutet in seinen Raum- Raum- Komponenten in seinen Raum-Zeit- 

►nenten — i C). Ersetzen wir nun in (9) 0 durch 

0' = 0 -f Grad f, f ~ f (x^, . . , x^) beliebig, 

iben die ungeändert; die Bedingung (8a), welche bei Vertauschung 
mit 0' verletzt wird, ist also nicht notwendig, 
le Unbestimmtheit der Potentiale um die Ableitungen einer will- 
Funktion / ist für die Elektrodynamik belanglos, da es hier ja nur 
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auf die Feldstärken F ankommt. Aber sie scheint für die Wellenmechanik eine 
Schwierigkeit zu bedeuten, weil in diese die Potentiale selbst eingehen. 

Demgegenüber werden wir sogleich zeigen: Wenn u eine Lösung der mit 
den Potentialen % V gebildeten allgemeinsten Wellengleichung (I. 6. 12) ist, 
so ist 

( 11 ) u' = ueJ^*^ 

eine Lösung derselben, aber mit den Potentialen V' gebildeten Gleichung; 
unter b" verstehen wir hierbei die nach dem Schema der zweiten Glei- 
chung (8a) gebildeten Komponenten von 0', nämlich 

(12) r = 3I+grad/, F' = F - - ^ • 

C 0 t 


Damit diese '31', V' ebenso wie die V reell sind, wollen wir die bei (il. (10) 
gemachte Bemerkung ,,/ beliebig“ dahin einschrariken, daß / eine zwar beliebige, 
aber reelle Funktion der x, fi, z, t sein soll. 

Zum Beweise des in (11) enthaltenen Satzes überzeugen wir uns zunächst, 
daß nach (11) und (12) die folgenden Beziehungen bestehen: 


(13) 

(13a) 






WO die rechter Hand stehenden Operatoren nur auf die (iroße n, nicht auf den 
außerhalb der { ] stehenden Exponentialfaktor wirken sollen. Durch Iteration 
von (13 a) folgt dami leicht : 

(13b) grad ~ {("f 7^^) 

Indem man jetzt bildet 

(13) + 2 '^. (13b), 


entsteht auf der linken Seite der Differential-Ausdruck aus Gl. (1. 6. 1^ mit 
u', V\ *31', auf der rechten Seite derselbe Ausdruck, gebildet mit u, V, 31. Da 
nach Voraussetzung letzterer verschwindet, verschwindet auch ersterer. ist 
also, wie behauptet, eine Lösung der mit 31', T'' gebildeten Wellengleichung. 

Wie wir oben festsetzten, ist der in (11) zu u hinzutretende Faktor vom 
Betrage 1. Er fallt also in der Dichte u u* heraus, gleichviel ob es sich um eine 
Dichte im eigentlichen Sinne, oder um eine Übergangsdichte u* handelt. 
Dasselbe gilt aber auch vom Strom (und anderen physikalisch sinnvollen Größen). 
Berechnen wir nämlich den Strom nach Gl. (I. 7. 7) mit den gestrichenen Größen, 
so tritt einerseits wegen der beiden Gradienten das Glied hinzu: 


h 

2im 


u» « grad/ grad /) = ^ 


u* u grad /, 
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andrerseits tritt wegen des mit ^ behafteten rxliedes nach Gl. (12) dasselbe Glied 
mit negativem Zeichen auf. 

Der physikalisch wesentliche Strom-Dichte-Vektor wird also 
durch den Übergang von den ungestrichenen zu den gestrichenen 
Potentialen nicht berührt. Daß die Wellenfunktion bei diesem Über- 
gang ihre analytische Form ändert, ist belanglos, da wir diese (vgl. S. 56) nur 
als Hechengröße anzusehen haben. 

Man nennt die Unabhängigkeit der wellenmechanischen Ergebnisse von 
der in den Gin. (11) und (12) enthaltenen Transformation Eichinvarianz. 
Im Anschluß an H. Weyl wurde sie für die Zwecke der Wellenmechanik von 
Fockü nnd London^) entwickelt. Als äußersten Spezialfall der allgemeinen 
Eichinvarianz ergibt sich der Satz, daß die wellenmechanischen Resultate 
(nicht die Wellenfunktionen) unabhängig sind von der in der potentiellen 
Energie l’ jederzeit verfügbaren additiven Konstante, worauf bereits S. 13 
hingewiesen wurde. 

Wir haben in dieser ganzen Nr. nicht-relativistisch gerechnet, indem wir 
die Masse ni des Teilchens ausdrücklich als konstant vorausgesetzt haben. 
Wir zeigen aber, daß unsere Resultate, insbesondere (11. (3), darüber hinaus 
auch in der relativistischen Mechanik (lultigkeit behalten. 

Dazu haben wir in dem Ausdruck (1) für die Lagrangesche F'unktion 

m 

unter Hinweis auf Rd. T, Zusatz 0, nur zu ersetzen — > durch 

F = - c2 yi _ _j_ (^onst, ^ 2 

also nicht durch die relativistische Form der kinetischen Energie. Differentia- 
tion des so modifizierten liefert dann wieder Gl. (3), wobei aber nun 

m = 

Vi ~ß‘^ 

die Redeutung der varial)len Masse hat. Man uberzeugt sich auch leicht, daß 
aus dem entsprechend modifizierten Variations-]*rinzip 

(14) <5jA’rf( = 0, 

oder, was dasselbe ist. aus dem Lagr an ge sehen Schema die richtigen relativisti- 
schen Rewegungsgleichungen in dem durch gegebenen Magnetfelde folgen. 
Die Rechnung geht e'benso wie in den Gin. (4) und (5) vor sich, wobei nur wegen 
der Variabilität von la 

d 

dt 

an die Stelle von m x tritt. 


ü V. Fock. Zeitschr. f. Phys. 39, 226 (1926). 
ü Fr. London, ebenda 42, 376 (1927). 

* 46 * 
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4. Allgemeines über die adjungierte Gleichung. Das Variationsprinzip 
der Wellenmechanik. Zu Kap. I, § 7 

Während wir in § 7 die Adjungierte nur zu denjenigen Gleichungstypen 
H bestimmten, die in den einfacheren Problemen der Wellenmechanik bei Be- 
nutzung rechtwinkliger Koordinaten Vorkommen, wollen wir jetzt den all- 
gemeinsten Typus einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung be- 
handeln (nur für lineare Differential-Aus drücke hat die Fragestellung nach 
der Adjungierten überhaupt einen Simi!); die Beschränkung auf zwei unab- 
hängige Variablen x und ?/. die wir zunächst einhalten werden, ist unwesentlich 
und bezweckt lediglich, daß die Formeln nicht zu lang werden. 

Es seien A, B, , . F beliebige, aber hinreichend oft differentiierbare Funk- 
tionen von X und y. Der allgemeinste lineare Differentialausdruck für die ab- 
hängige Variable u lautet: 


/ 


(1) 


L («) = 



2ß 


u 

d X d y 




— — -f- E T — [- F u, 

d X dy 


Wir multiplizieren ihn mit einer zweiten abhängigen Variablen v und formen 
das Produkt gliedweise um, indem wir die Ihfferentiationen von v nach r ..über- 
Bchieben“. Es wird z. B. 


V A 


_ <i / 
d d .T \ 

d ( . du\ d / (^A v\ , d“ (A v) 


V B 


u _ d / dw\ du 
d X d y d X \ d yl dy 


du \ (hl dA r 
d xl d X d X 
du\ d / d^in 


d 
d 
du \ 


d_u dBv 

dy d X 


d x‘^ 


d ( du\ d / diiv\ d’^Bv) 

= — r — w — 4- « 

d X \ dy/ dy ^ d x ' d x d y 


oder auch 


V B 


d* u 


dx dy dy 

!L 

Durch Summation entsteht 

/(S) 


du dBv 
d X dy 


d / du\ 

~ dy dxl 

d ( du. d I dBv\ 
dy\ dx) dx\ d y I 


d2 {Bv) 

U „ U 8 W. 

d X dy 


V L (u) — u M {v) ~ 


dÄ dS 


d X 


+ 


mit den Abkürzungen 
d» {A V) 


dy 


= div S 


/(8) M{v) = 


^.dUBv) da jCv) _ _ d (Ei;) 

d d X d y d d x ^ * 


( 4 ) 


o A du 

= .4 ^ 15 — 1 
^ dx 

y d y 


d X dy 
d Av 


d y 


. rj du dBv 

B ~ V ~ u --- + uDv, 

dx dy dy 

dCv ^du dBv 

y. V ~u uE V. 

dy dx dx 
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M ist der zu L adjungierte Differential-Ausdruck. Wir nennen die zwei- 
komponentige Größe S — Sy den ,, Stromvektor“. Für diesen gilt, wenn u 
eine Lösung von L (u) = 0. v eine solche von M (v) — 0 ist, nach (2) der ,, Er- 
haltungssatz“ 

(5) div S — 0. 

Die Beziehung zwischen ursprünglicher und adjungierter Gleichung ist reziprok, 
wie unmittelbar aus der Definition (2) folgt. Ist also M der adjungierte Ausdruck 
zu L, so ist auch L der adjungierte zu M. 

Ist Af = L, BO heißt der Ausdruck selbstadjungiert. Die Bedingungen 
dafür lauten, wie man durch Ausrechnung von (3) und Vergleich mit (1) un- 
mittelbar erkennt: 


f dA 



dC 


1 d X 

+ . - = D, 

d y 

1 

d X 


d^A 


dä C _ 

dD 

dE 

1 d X- 


dy^ ~ 


dy 


Dieser Fall liegt z. B. bei dem Potential-Ausdruck L (u) A u vor, wo ^ = C 
1, B ~ J) = E — F ~ 0 und S — vgr&du — t^gradt; wird. 

Durch Integration von (2) über ein beliebiges Gebiet a der x //-Ebene mit 
der Berandung s entsteht die verallgemeinerte Form des Greenschen 
Satzes^) : 

(7) J - uif (D)) drt = js^^d s, 


wo die (nach außen positiv gerechnete) Normal-Komponente des Vektors S 
gegen die Handkurve s bedeutet. 

Wir erhalten eine zweite Form des verallgemeinerten Greenschen 
Satzes, wenn wir Gl. (1) nach Multiplikation mit durch einmaliges (nicht 
wie oben durch zweimaliges) tiberschieben der Differentiationen umformen: 


( 8 ) 


du h 
dx \ 


d X 
d u 

d X 


+ 


P^= V f A ^ + Du 

\ d X dy 


V L (u) A = div P, 
du /d Dv dC JA 
d y dy \ d x d y ) 
du 


+ u 


fdDv , dEv 
\ d X 


au \ 
--Pu , 

y I 




dx d y 


Ebenso entsteht, wenn man von dem adjungierten Ausdruck M (u), Gl. (3), 
ausgeht (die Umformung durch Uberschieben wird hier nur an den ersten drei 
Summanden ausgeftihrt) : 


( 9 ) 


u M {v) A- A ~ div Q, 


idjAv) d{CvU 

l \ dx dy )* V i d X dy ) 


A hat hier dieselbe Bedeutung wie in (8) und ist ein bilinearer Ausdruck in «, u 


U Wegen der Verwendung dieses Satzes für die allgemeine Theorie der 
Randwertaufgaben (Eindeutigkeit der Lösungen, Darstellung durch eine Green - 
sehe Funktion) vgl. Enzykl. d. math, Wiss. II, 1, 8. 513. 
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und deren Ableitungen, der den beiden Differential- Ausdrücken L und M 
gleichzeitig zugeordnet ist. 

Nun integriere man (8) und (9) über ein geschlossenes (lebiet a in der 
rr?/-Ebene mit der Berandung s und der äußeren Normalen 7i: 

j j i’ L (u) d (7 + j Ada = ^ P^^ds, 

\^uM{v)da-\-^Ada = ^Q^ds. 

Dieses Gleichuiigspaar stellt die gesuchte zweite Form des Greenschen Satzes 
dar. Ist M = L, liegt also der Fall der Selbstadjunktion vor. so reduziert sich 
das Gleichungspaar auf eine Gleichung. Dann wird A in u und v symmetrisch, 
weil man wegen (6) schreiben kann: 


( 11 ) 


du dv 
dx d 


/du d V du dv\ 
X dy d y d xj 


+ C 


d u rM’ • 
d y ö y 


^.^duv , ^ du V _ ^ 

+ +£- --Fuv.^ 

d X d y 


Gleichzeitig wird, wie man ebenfalls nach (6) zeigt, (,)[u.v) — P{i\v). Die 
beiden Gin, (10) unterscheiden sich dann nur durch die Vertauschung von v 
mit V. Im Falle der selbst -adiungiertcn Potentialgleichung (.4 C ^ J. 
B -- D — E -- F — 0. s. oben) erhalt man so die wohlhekarmte Greensche 
Gleichung : 

du dv\ 


. , ( /dv dv , du dv\ 

][Tzr..^ d;,Ty) 


da 


du j 

’ T- 
dn 


bzw. die durch Vertauschung von w und v daraus entstehende Gleichung 

Wir bilden nun die Variation etwa der ersten unserer beiden Gin. (10). 
wobei wir v und r im Innern des Integrations- Gebietes um beliebige (stetige, 
hinreichend kleine) Betrage d u, d r abandern, am Rande aber u und r nebst 
iliren ersten Ableitungen festhalten wollen. Wir erhallen: 

(12) d j Ad a = — j dv L {u) d a — ^ V L {() u) d a. 

Das zweite Integral rechts formen wir nach Gl. (7) um, indem wir dort v durch d v 
ersetzen und beiiicksichtigen. daß daim auf dem Rande verschwindet: 

I r L (»W) d (7 — I 'U M 0’) d a. 

Emsetzen in (12) liefert 

(13) ^ Ad a = — ^ t)v L {u) d a — ^ ö u M {v) d a. 

Auf dasselbe Resultat fiilirt die Variation der zweiten Gl. (10), 

Aus (13) folgt: Die Variations-J'orderung 

(14) i)^Ada = 0 


zieht wegen der Willktir von öu und dv irn ganzen Innern des Integrations - 
Gebietes die Erfüllung der beiden Differentialgleichungen nach sich 


(14 a) 


]j (u) 0, M ('c) - 0. 
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Der Sachverhalt ist ähnlich wie in der klassischen Mechanik, wo das Hamilton* 
sehe Variations-Prinzip den mechanisohen Differentialgleichungen äquivalent ist. 

Schrödinger hat an die Spitze seiner ersten Note das Variations-Prinzip 
gestellt : 




2 m 

zl “ ft* 




{W - V) tp^; 


(16) geht aus (14) hervor, wenn man u ~ v ----- ^ setzt, die 2 - Koordinate hinzu- 
fügt und von der Vereinfachung in (11) für die in der Wellenmechanik vor- 
liegende Selbst- Adjunktion Gebrauch macht, wobei überdies A — C — 1. 
}j D — E ^ 0 wird. 

Man kann mit Schrödinger^) dem Variations- Prinzip (15) noch die 
folgende, befriedigendere Form geben: 


(15a) öfndT-O, 

J 2 m 

mit der NorrnierungHbedingung 



+ 


(15 b) 


dr = 1. 


Indem man einen Lagrangeschen Multiplikator einfuhrl, der hier —W heißen 
möge, kann man (15a.])) zusammenfassen in 


(16) Wyi^)dT 0, 

was mit (15) bis auf den iielanglosen konstanten Faktor rn identisch ist. Die 
Form (l'ba) des Variations-Prinzips ist l)pfriedigender als (15). weil dann der 
Eigenwert W nicht vorkommt, sondern durch den Variations- Prozeß selbst als 
Multiplikator bestimmt wird. 

Wir haben in (15a) das Symbol H benutzt, um an die ..Haiiiil ton sehe 
Funktion“, also an die G esamtenergie /?kin + -^pot zu erinnern. Das in 
(15a) vorkommende j Hdr ist nämlich ident nch mit dem wdlenmechanischen 

Mittelwert H des Hamilton-Operators H. wie aus Gl. (III. 2. 13) mit 
n - u* — \p unmittelbar durch partielle Integration hervorgeht. Gl. (16) be- 
nagt also, daß, mit der Wellenfunktion \p gebildet, die G esamtenergie 
den kleinsten Wert annimmt, der mit der Normier ungs-B e- 
dingung verträglich ist. Dieser Satz gilt offenbar nicht nur für den 
hier betrachteten Fall des einzelnen Elektrons, sondern auch für ein beliebiges 
Mehrelektronen- System. Davon wird in Kap. X, § 1 Gebrauch gemacht, wo wir 
die außerordentlich erfolgreiche H ylleraassche Methode zur Berechnung der 
Helium-Terme zu besprechen haben werden. Sie besteht gerade darin, das 
Minimum (bzw. die Extremalwerte) von (15a) numerisch zu bestimmen und 
dadurch den Eigenwert des Grundterms (bzw. der höheren Terme) zu gewinnen. 


^) Am Schluß der ersten Note, sowie Ann, d. Phys. 79, 734 (1926); vgl. 
insbesondere S. 747. 
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5. Über Multipol- Strahlung« Zu Kap. 1, g 8 u nd Kap. II, § 6 und 7 

In Kap. I, S. 65, haben wir unterschieden zwischen der (gewöhnlich allein 
berücksichtigten) Dipolstrahlung und den höheren Strahlungsarten, die man 
Quadrupol-, Oktupol-, allgemein Multipol-Strahlung nennt. Wie wir 
zeigeB^jWerden, sondert sich jede Stufe dieser Strahlungen theoretisch noch in 
einen elektrischen und einen magnetischen Anteil. 

In dem folgenden Teil I geben wir eine Zusammenstellung über die tat- 
sächlichen Verhältnisse bei der Multipol-Strahlung, ihre Auswahlregeln und 
Intensität, und diskutieren insbesondere die Bedingungen, die für die Beob- 
achtung der Quadrupol- Strahlung, sei es kosmisch oder irdisch, günstig sind. 
In Teil II tragen wir dann die theoretische Begründung dieser Tatsachen nach. 

I. Bericht über die Tatsachen der Multipol-Strahlung. 

la) Auswahlregeln für die elektrische Multipol-Strahlung bei 
einem Leuchtelektron. In Kap. II, § 6 und 10, haben wir als Auswahlregel 
für die elektrische Dipolstrahlung bei einem Leuchtelektron (Wasserstoff. 
Alkalien) gefunden; 

(1) J l = ± 1, A m 0, ± 1. 

Die entsprechenden Regeln lauten beiderelektrischenQuadrupolstrahlung 

(2) JZ = 0, ±2, Am =-- 0, ± 1. i 2. 

Dies verallgemeinert sich für die elektrische ‘ Oktupolstrahlung zu 
(2a) Al = ±1, J m = 0, ± 1, ± 2, ± 3. 

Ziehen wir auch den Spin mit in Betracht, so gilt für das Gesamtmoment j von 
Umlauf und Spin bei der elektrischen Dipolstrahlung die Regel 

(3) J j = 0, i 1 (0 0 verboten). 

An deren Stelle tritt bei der elektrischen Quadrupolstrahlung 

(4) J j == 0, ± 1, dr 2 (0 0, J J, 0 1 verboten). 

l b) Allgemeine Auswahlregeln. Bei den Atomen mit mehreren Leucht- 
elektronen und bei Dipolstrahlung gilt die Laportesche Regel, vgl. Bd. I, 
S. 481, insbes. Anm. 3: Die Terme des Atoms zerfallen in zwei Klassen, die wir 
gerade und ungerade Terme nennen wollen. Erlaubte Übergänge sind dann 
die zwischen einem geraden und einem ungeraden Term, oder umgekehrt. An 
Stelle dieser Regel tritt bei der elektrischen Quadrupolstrahlung: Er- 
laubte Übergänge sind die zwischen je zwei geraden oder je zwei ungeraden 
Termen. Bei der Oktupol- Strahlung verlangt die Regel wieder Kombination 
von geraden mit ungeraden Termen; entsprechend abwechselnd bei höheren 
Multipol- Strahlungen. 

Die Regeln (3) bzw. (4) gelten bei Mehr-Elektronen- Systemen für das 
gesamte Impulsmoment J aller Elektronen- Umläufe und Elektronen- Spins. 

l c) Besondere Regeln bei der Russell- Saunders-Koppelung. Hier 
lassen sich die Umlaufs-Momente vektoriell zu einem resultierenden L und 
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die Spin-Momente algebraisch zu einem resultierenden S vereinen, vgl. Bd. I, 
S. 478 oder 508. Es gilt dann für die elektrische Dipolstrahlung nach Bd. h 
S. 481 

(5) ^ L = 0, i 1, (0 -V 0 verboten), ^ S = 0, 
dagegen für die elektrische Quadrupel- Strahlung 

(6) zl L = 0, ± 1, ± 2, (0 0 verboten), zl S = 0. 

l d) Auswahlregeln für die magnetische Dipolstrahlung. An die 
Stelle von (1) tritt hier die Regel 

(7) A l = 0, A m ~ 0, ± 1. 

Die Regel (3) bleibt erhalten. Bezüglich der allgemeinen Laporteschen Regel 
verhält sich die magnetische Dipol- Strahlung wie die elektrische Quadrupol- 
strahlung. d. h. es können nur Terme der gleichen Klasse miteinander kom- 
binieren. Indessen ist zu betonen, daß bei einem Leuchtelektron zu den Aus- 
wahlregeln (7) als notwendige Folge derselben die Bedingung 

(8) zl n == 0 

hinzutritt, die zur Folge hat, daß es sich hier überhaupt um keinen Elektronen- 
sprung, also auch um keine Energie- Ausstrahlung handelt. Dasselbe gilt bei 
mehreren Leuchtelektronen im Falle der Russell- Saunders-Koppelung. 
Magnetische Dipol- Strahlung ist also nur bei komplizierteren Koppelungs- 
Verhältnissen zu erwarten. Die Linie X = 4618 im Pb I-Spektrum scheint 
ein gesichertes Beispiel magnetischer Dipol- Strahlung zu sein^). 

l e) Typi8che Beispiele aus der Astrophysik. Wir prüfen diese all- 

gemeinen und besonderen Regeln an dem Beispiel der Fign. 116, 116 aus Bd. I, 
S. 476, 474, welche die grüne Nordlichtlinie X = 5577,3 und die Nebulium- 
Limen X — 6006,8 und X — 4968,9 enthalten; sie gehören bzw. zum Spektrum 
von Ol und 0 III. In beiden Figuren entsprechen die drei eingezeichneten 
Terme ^S, ^D, der gleichen Konfiguration . 1, = ^ = 1, vgl. Bd. I, S. 484, 
und zwar handelt es sich bei 0 III um zwei vorhandene, bei 0 I um zwei zur 
vollen L- Schale fehlende Elektronen. Alle drei Terme sind im Sinne der La- 
porteschen Regel gerade Terme mit 2*1, = 2. Elektrische Dipol-Übergänge 
sind zwischen ihnen verboten, Quadrupol-Übergänge erlaubt. Bekanntlich 
nennt man solche Zustände, von denen aus das Atom durch Dipolstrahlung 
nicht in tiefere Zustände übergehen kann, metastabil (stabil nur dann, wenn 
es sich im besonderen um den tiefsten Zustand selbst handelt). Auch der Quanten- 
Bprung A J =- 2, bei der Nordlichtlinie, Übergang der bei Dipol- 

Strahlung, Gl. (3), verboten ist, weist auf Quadrupel- Strahlung hin. Andrerseits 
zeigt der Interkombinations-Charakter der Nebulium-Linien, -► ^ an, daß 

in diesem Falle bereits eine Abweichung von der reinen Russell - Saundersschen 

^) J. Blaton und H. Niewodniczanski, Phys. Rev. 45 , 64 (1934). Wegen 
der für den Strahlungs-Charakter entscheidenden Prüfung der Linie im Zeeman* 
Effekt vgl. H. Niewodniczanski, C. R. (Paris) 198 , 2159 (1934). 
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Koppelung infolge einer L-Ä- Wechselwirkung besteht. (Bei der reinen Russell- 
Saunders-Koppelung sollte ja A S = 0 sein, während bei den Nebulium- 
Linien zl S 1 ist.) Wir werden unter Ih) sehen, daß der Quadrupol- Charakter 
der Nordlicht-Linie durch ihren Zeeman-Effekt direkt bestätigt ist. 

Intensitäts-Verhältnis zwischen Dipol- und Quadrupol- 
strahlung. Die Intensität einer Emissions-Linie wird bestimmt durch die 
Übergangs- Wahrscheinlichkeit, d. h. die Anzahl der Übergänge, vom 
oberen zum unteren Niveau, die das Atom pro Zeiteinheit im stationären Zustand 
(bei entsprechender Wieder- Auffüllung des oberen Niveaus) durclischnittlich 
ausführt. Die reziproke Übergangs- Wahrscheinlichkeit, die hiernach die Dimen- 
sion einer Zeit hat, wird als Lebensdauer des oberen Zustandes bezeichnet, 
wobei man unterstellt, daß außer nach dem betrachteten unteren Zustand keine 
anderen t^bergangsmöglichkeiteii bestehen. 

Die Übergangs- Wahrscheinlichkeit für elektrische Quadrupol-Linien 
ist, an schematischen Modellen gerechnet, etwa lü®mal kleiner als bei Dipol- 
Linien. Dieses Verhältnis 10® zwischen Limen, die nach den Dipol-Auswahlregeln 
erlaubt und verboten sind, wird bei den Absorptions-Linien der Alkalien 
(erlaubte Linien s p, verbotene .s d) experimentell bestätigt Die tM)er- 
gangs- Wahrscheinlichkeiten der (kaum beobachtbaren) elektrischen Oktupol- 
Linien sind erwartungsgemäß wieder um den Faktor 1 0 ® gegem'iber der Quadrupol- 
strahlung geschwächt. 

Die magnetische Dipolstrahlung kann, wie wir sahen, nach dei all- 
gemeinen L a’port eschen Regel in (xemeinschaft mit der elektrischen Qua- 
drupolstrahlung auftreten. Das Intensitats- Verhältnis beider hängt von 
den besonderen Koppelungs-Verhältnissen ab. Weiui die magnetische Dipol- 
strahlung mcht. wie bei der Russell-Raunders-Koppelung oder wie beim Ein- 
Elektronensystem unterdrückt wird, kann sie sogar die elektrische Quadrupol- 
strahlung an Intensität übertreffen. Dies ist z. B. ))ei den Nebulium-Linien 
der Fall nach einer eingehenden luitersuchung von Condonü- welche alle m 
der Astrophysik wichtigen, aus magnetischer Dipol- und elektrischer Quadrujiol- 
Strahlung gemischten Vorkommen umfaßt. 

Unsere Großenangaben beziehen sich auf das sichtbare Gebiet. Im Kontgen- 
gebiet tritt die Kernladungszahl / (eigentlich Zeff) bestimmender Faktor 
hinzu und begünstigt, bei den schweren Atomen das Auftreten von Quadrupol- 
Linien. Es zeigt sich nämlich, daß die Quadrupol- Strahlung mit /®, die Dipol- 
Strahlung mit Z® geht. Daraus erklärt sich, daß manche ttbergange, die die 
gewöhnlichen Dipol-Auswahlregeln verletzen, bei schweren Atomen, wenn 
auch in kleiner Intensität, beobachtet werden '*). Bei der Kern-p- Strahlung 
werden die Quadrupol-Übergange sogar ebenso stark wie die Dipol-Übergange. 


ü E. U. Condon, Astrophys, J. 79, 217 (1934). 

Vgl. insbesondere die systematischen I^ntersuchungen von E. Segr^, 
Acc. dei Lincei, 14. December 1931; 16, November 1932. 
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lg) Bedingungen für die Beobachtbarkeit der Quadrupol-Strah- 
lurig. Mit Bo wen setzen wir die Intensität der fraglichen Emission in folgender 
Form an: 


( 9 ) 


J = Nhv 




A B C 


Hier ist 


N die Zahl der Atome, die pro sec in den Anfangszustand des fraglichen 
Emissions- Prozesses gelangen. 
h r die Energie der elementaren Emission, 

Aj die Übergangs- Mahrscheinlichkeit für diesen Prozeß, ^ 

A die Übergangs- Walirschemlichkeit für alle anderen Sprünge, die von dem 
gegebenen Anfangszustand aus spontan möglich sind, 

B die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Atom aus dem Aiifangszustande durch 
Stöße erster oder zweiter Art von seiten anderer Atome oder Elektronen des 
leuchenden Gases entfernt wird, 


€ die Wahrschemlichkeit der Absorption von Lichtquanten, 

Bei den Absorptions-Prozessen C und den Stoßen erster Art geht das Atom 
in höhere Energie-Zustande über, bei den Stoßen zweiter Art und den Pro- 
zessen A in tiefere. Das Verhältnis A^ : {A^ A B C) bedeutet die 
Anzahl der für die Emission h v günstigen Falle geteilt durch die Anzahl aller 
Falle. Man sieht sofort: Soll A, zu einer Quadrupol-Strahlung gehören und 
kommt untei den Prozessen A eine Dipol- Strahlung vor, so ist dieses Ver- 
hältnis merkli(‘h gleich Null, weil dann A im Nenner etwa lOömal größer als 
der Zahler .4, ist. Das heißt aber- Soll eme Quadrupol-Strahlung beobachtbar 
sein, so muß ihr Anfangszustand ein metastabiler Zustand sein. Wie wir 
unter Id) sahen, ist diese Bedingung in unseren astrophysikalischen Beispielen 
erfiillt. Man sieht ferner: Zur Beobachtbarkeit einer Quadrupol-Emission ist 
es notig, daß die Dichte der leuchtenden Atome und zugleich die Strahlungs- 
dichte sehr gering ist. Anderenfalls wurden die Addenden B und C im 
Nenner von (7) die Intensität zu sehr schwächen. Diese Bedingungen sind in 
idealer Weise l)ei den planetarischen Nebeln erfüllt (Nebulium-Linien), wo 
die mittlere Stoßzeit der Partikeln zu etwa einer Minute berechnet und die 
Strahlungsdichte etwa K)“® der Somienstrahlung an deren Oberfläche ist. 
Dieselben Bedingimgen sind auch erfüllt in den obersten Schichten der Erd- 
\tmo8phare (Nordlicht -Linie). 

Th) Der Zeeman-Effekt der Quadrupol-Linien. Wir beschränken 
uns auf den normalen Zeeman-Effekt, also auf Singulett- Kqmbinatibnen. 
ln Fig. 56 a) ist das wohlbekannte Zeernan-Bild der Dipol- Strahlung dargestellt 


ü J. S. Bo wen. Forbidden Lines. Kev. Mod. Phys. 8, 55 (1937). Auch in 
den vorangehenden Nrn. sind wir diesem maßgebenden Bericht üher das Tat- 
sachen-Material der Multipoi- Strahlung gefolgt. Man vgl. auch die kritischen 
Bemerkungen hierzu von D. H. Menzel, Nature 142 , 644, 1938, 
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übereinstimmend mit Bd. I, S. 348, und zwar im Quer-Effekt (Beobachtung 
transversal zu den magnetischen Kraftlinien) und im Längs-Effekt (Beobachtung 
longitudinal). Daneben ist in Fig. 56 b der Zeeman-Effekt der elektrischen Qua- 
drupel- Strahlung eingezeichnet. Man sieht : Der Läng;s-Effekt ist bei beiden der 
gleiche, der Quer-Effekt aber wesentlich verschieden. Die a-Komponenten (senk- 
recht zu den magnetischen Kraftlinien polarisiert) haben im Quadrupol-Falle 
doppelt-normale Aufspaltung, die Komponenten (parallel polarisiert) einfach- 
normale Aufspaltung. Die Mittelkomponente, am Orte der unzerlegten 
ursprünglichen Linie, die im Dipol-Falle 7i-Komponente ist. fehlt im Quadrupol- 

Falle. Unsere Figuren zeigen 

o o 



iongituä 


tränst 


I 


Fig. 56 a 
Dipolstrahlung. 


Fig. 66 b 

Quadrupolstrahlung. 


auch das Zeeman-Bild bei Be- 
obachtung unter 45® gegen die 
magnetischen Kraftlinien : Die 
Mittelkomponente ist beide- 
mal jT-polarisiert, bei der Qua- 
drupol- Strahlung ^||cheinen 
m einfach-normaler Aufspal- 
tung a- Komponenten, in 
doppelt normaler Aufspal- 
tung elliptisch - polarisierte 
Komponenten; bei der Dipol- 
Strahlung treten letztere in 
einfach-normaler Aufspaltung 
auf. 


71 - Komponenten nach oben, o- Komponenten Dieser von Rubinowicz 

nach unten aufgetragen. Die Bogen deuten theoretisch vorausgesagte Zee- 

in der ersten Zeile zirkulare, in der dritten man-Effekt der Quadrupol- 

elliptisohe Schwingungen an. Strahlung ist von Frerichs 

und Campbell an der Nord- 
licht-Linie in allen Einzelheiten bestätigt worden^). Auch der anomale Zee- 
man-Effekt der Alkalien läßt sich theoretisch berechnen und ist an der Qua- 
drupol- Kombination (s d) bei Kalium beobachtet *). 

li) Über die Beobachtbarkeit der Nordlicht-Linie im Labora- 
torium. Die experimentelle Reahsierung der Nordlicht-Linie verdankt man 
einer klassischen XTntersuchung von McLennan.McLeod und M c Q u arr ie 3). 
Als Gasfüllung wurde wenig Sauerstoff mit viel Edelgas benutzt. Da die niedrigste 
Anregungs-Energie der Edelgase oberhalb von 10 Volt liegt, die Anregungs- 
Energie des Sauerstoff -Atoms für den Anfangszustand S der Nordlicht -Linie 


R. Frerichs und J. S. Campbell, Phys. Rev. 36 , 151. 1460 (1930). 
2) E. Segrö, Zeitschr. f. Phys. 66, 827 (1930); E. Segrä und C. J. Bakker. 
ebenda 72 , 724 (1931). Vgl. hierzu auch Bd. I, ß. 398, Anm. 2) und 3). 

2) J. C? McLennan, J. H. McLeod, W. C. Mc Quarrie, Proc. Roy 
Soc. 114 , 1 (1927). Vgl. auch J.C. McLennan und G. M. Shrum, ebenda 
106 , 138 (1924). 
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aber nur 5,3 Volt betragt, kann diese letztere Energie bei Zusammenstößen mit 
dem Edelgas nicht abgegeben werden. Der Anfangszustand des Sauerstoff- 
Atoms ist also, nachdem er einmal durch Elektronenstoß geeigneter Spannung 
{Stoß erster Art) angeregt ist, metastabil nicht nur gegenüber den tieferen 
Zuständen des Sauerstoff-Atoms, sondern auch gegenüber den Zusammen- 
stößen mit den Edelgas- Atomen ; diese letzteren erfolgen daher nicht als Stöße 
zweiter Art, sondern als elastische Stöße. Andrerseits werden die Zusammen- 
stöße zwischen den Sauerstoff- Atomen, die zur Bildung von Sauerstoff-Molekülen 
führen könnten, unschädlich gemacht durch die geringe Konzentration des 
Sauerstoffs, diejenigen mit der Röhrenwand durch die hohe Konzentration 
Edelgases. Daß im Verfolg dieser Ui^tersuchung die kanadischen Forscher ni^lL 
schon selbst die Quadrupol-Natur der Nordlicht-Linie durch ihren Zeeman- 
Effekt feststellen konnten, lag nur daran, daß sie ihre Beobachtungen auf den 
longitudinalen Effekt beschrankten ^), der ja, vgl. Fig. 56, für Quadrupol- und 
Dipol-Linien derselbe ist, und daß ihnen damals die Anleitung durch die 
Rubin|||^iczsche Theorie noch fehlte. 

II, Theorie der Multipol-Strahlung. 


In diesem zweiten Teil leiten wir die Hauptresultate der grundlegenden 
Arbeiten von A. Hubinowicz^) ab. Eine gewisse Vereinfachung gegenüber 
diesen erzielen wir dadurch, daß wir bei der Berechnung der Ausstrahlung 
durchweg den wellenmechanischen Ansatz für Strom und Dichte benutzen^), 
nach welchem diese (Iroßen die periodische Zeitabhangigkeit exp ( — i o) t) 
liaben, währertd bei der ursprünglichen halbklassischen Behandlung der Aus- 
, Strahlung die Zeitabhangigkeit beliebig gelassen wurde. 


Ila) Die verschiedenen Bestandteile der Multipol-Strahlung. 
Zerlegung des zweiten Bestandteiles in elektrische Quadrupol- 
und magnetische Dipol- Strahlung. Wir gehen aus von der Darstellung 
des Feldes in (I. 8, 21) 


i i„ - / w ( r - r - — (t n) 

<1) ® = c»/? ' j ix ' dr + Conj.. 

und zerlegen sie durcli die Entwicklung (I. 8. 22) 


§ = [nffi] 


<la) 


— — (t n) 

c = 1 - 


% dt 

C 


(r n) + 


o 



(r n)2 -h . . . 


in ein erstes Glied, die Dipol- Strahlung, und in ein zweites, drittes . . . 
< died. 


^) J. C. Mc Lennan. J. H. McLeod und R. Ruedy, Phil. Mag. 6, 558 

( 1 T 28 ). 

*) Vgl. die zusaiiuneiifassende Darstellung von A. Rubinowicz und 
J. Bla ton. Die QÄadrupol-Strahlung, in Ergebnisse der exakten Sit urwissen- 
.M‘haften, Bd. XI, Berlin 1932. 

®) Dieselbe Vereinfachung bei J. Blaton, AotaPhys. Polonica, 6, 256(1937). 
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Die Dipolstrahlung wird in ein gewöhnliches Matrixelement erster Ord- 
nung" umgeformt: 


■ j gx dr. 


( 2 ) M : 

Nach (I. 8. 16) hat man nämlich 

[ i_L d T = — 10 ) ' 

wo Mj_ die Komponente des Matrixelementes M senkrecht zur Beobachtungs- 
Richtung n bedeutet. Für die Dipol- Strahlung gilt dann nach (1) und (la) 

II 

Wir gehen zum zweiten Glied der Entwicklung über. Für dieses hat 
man zunächst nach (1) und (la): 


1 ( 

/m -R \1 

.M^ 



i[n M] 


Conj. 


(4) 








( 5 ) 


; i> . -f C, 

tk ' tk 


Da n konstant ist, kommt es bei der Integration auf das Produkt j r ai^ welchen 
durch seine verschiedenen Komponenten jj r*; einen Tensor zweiten Ranges 
konstituiert. Wir zerlegen ihn in einen symmetriscKen und antisynimetrischen 
Bestandteil, indem wir setzen * 

I i 

^ ^ ~ b^t)* 

Wir setzen wie in (I. 8. 20 a) 

(5a) ii = j — (jn)n 

und zerlegen den reiKts stehenden Vektor in seine Komponenten nach den 
Koordinaten-Achsen. Die i<te Komponente des Integranden von (4) lautet dann 

(ß) I i. — (i n) n, ) (t n) =•- i, r» ii„, n, r,. ti, , 

wobei wir auf der rechten Seite die Summenzeichen über l und 'tu weggelassen 

haben. 

Sy mm et rischer Bes tan dt eil — elektrische Quadru pol - Strahlung. 
Wir erhalten den symmetrischen Bestandteil der Strahlung, wenn wir auf der 
rechten Seite von (6) ^ t* und r*. ersetzen durch bzw. also den anti- 
symmetrischen Teil bzw. von (6) weglassen. Dadurch entsteht aus (G) 
(Ga) n;t — 5^*. n, njt 

oder, mit Rücksicht auf die Bedeutung von b in (5), 
i (it Ifc ^k + \k re Tl;^), 

— i (Im tfc n,- Ufc + jfc n, 11^). 

Wir fassen die untereinander stehenden Glieder zusammen, indem wir aus den 
ersten den Faktor r^Tifc — (r n), aus den zweiten den Faktor njt — (j n) 
herauBzieh|p und in den übrigbleibenden Faktoren auf die^Schreibweise n,„ 
— (j n) bzw. Tjn n„, == (r n) zurückgehen. Das Resultat ist 

(6c) i (i, — (i n) n,) (t n) + J (t,- — (r n) n,) (j n). 


(6b) 
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nt, 

Diese- Umformung gilt für jeden Index i, also auch, bei Weglassung des Index, 
für die betreffende Vektorgröße. Indem wir Gl. (6 b) für j und ebenso für r 
benutzen, können wir statt (6c) schreiben: 

(6(1) i {i(rii) + r(iti)L- 

Einsetzen in (4) liefert dann als symmetrisierten Teil der Ausstrahlung: 

® “ T I“ I (i (rn) + t (jn))^<iT + Conj. 

Antisymmetrischer Bestandteil — magnetische Dipol-Strah- 
lung. Dieser Bestandteil entsteht, wenn wir in (6) für \^ den antisymme- 
trischen Teil Cjfc einsetzen und den symmetrischen unterdrücken. Statt 
(6a) hat man also ^ 

(8) n, n^. 

Hier verschwindet aber das zweite Glied, weil es bei Vertauschung der Summa- 
tions-Indizes m, A" das Vorzeichen wechselt. Der Ausdruck (8) reduziert sich 
also auf das erste Glied und lautet mit Rücksicht auf (5) 

(8^) ■ G/. Ha =- 5 (U/t — r, ü)«*-- 

Da dies für r -- /> verschwindet, beschrankt sich die Summation nach // auf 
die Werte 'i -+ 1 und i- — 1. Dadurch entsteht aus (8a) 

<8‘>) i ((i. f, + . -».i. + i) . -1 (G,- 1 -t.Ui) 

= i n + [ri]< + , ».-il = J 

1 )er hierdurch definiert e Vektor ist, wie es sein muß, senkrecht zu n. Indem wir 
ihn an Stelle von jj_ (r n) in (4) eintragen, erhalten wir als antisymmetrischen 
Bestandteil der Strahlung: 

(8) (£ = — exp j— i ff) [n 901] -f (’onj 

mit der Abkürzung 

(Sta) 'OR 

Wir wollen auch die magnetische Feldstarke dieser Strahlung hinschreiben. 
Hier tritt nach (1) das Produkt auf: 

[n. [nSW]] - ('B! - n (n»()) -- - »Ix C'«'- 

Man hat infolgedessen 

(!l b) S = exp j- i ... (r - y )| a)J_L + Conj 

Wir vergleichen diese Ergebnisse (0). (9a. b) mit den früheren Ergebnissen 
tür die Dipol- Strahlung (2), (3) und stellen folgendes fest: Von dem Faktor l/c- 
-ibgesehen, entspricht 

(10) unser jetziges (£, SOI 

dem früheren’) — if, M. 

’) Das negative Vorzeichen bei ^ rührt ersichtlich davon daß die 
Reihenfolge (£, njbeim Strahlungs-Prozeß stets ein Rechts- System, unsere 
jetzige Reihenfolge .0» ^ ü also ein Links- System bildet. 
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Dies Entsprechen zeigt, daß der jetzt in Rede stehende Strahlungs-Vorgang 
als magnetische Dipolstrahlung aufzufassen ist. In der Tat bedeutet nach 
einer bekannten Formel der Elektrodynamik 2)1 in (9a) das magnetische 
Moment der Strom -Verteilung j. geradeso wie das Matrixelement M das 
elektrische Moment der Ladungs- Verteilung q bedeutet. 

Ilb) Darstellung der Quadrupolstrahlung durch Matrix-Ele- 
mente. Wir kehren zur elektrischen Quadrupel- Strahlung zurück 
und wollen zeigen, daß sich diese durch Matrix-Elemente zweiter 
Ordnung der Dichte- Verteilung q darstellen läßt, wodurch auch ihre 
Benennung als elektrische Quadrupol- Strahlung begründet wird. 

Wir knüpfen an Gl. (7) an und transformieren das dort vorkommende 
Integral 

(11) j(i(rn) + t(in)l^dT. 

Dabei stützen wir uns auf die Kontinuitats- Gleichung in der Form (14) von S. 62 ; 

(12) div j = i (i> Q. 

Wir multiplizieren beiderseits mit einer Komponente des Tensors zweiHn 
Ranges und integrieren über d t. Rechts erhalt man 

(13) = 

ist Komponente eines Tensors, den wir als ,, Quadrupol-Moment der 
elektrischen Dichte-Verteilung“ zu klassifizieren haben. Auf der linken Seite 
von (12) integrieren wir zweimal partiell (man denke z. B. an — x, ~ ij) 
und erhalten 

<14) Jdivir.r^dr = - Jj, t - | r, d t. 

Multiplizieren wir nun, um zu dem Ausdruck (11) zu gelangen, die rechte 
Seite von (14) mit (unter dem Integralzeichen, da konstant ist) und 
summieren über h = 1, 2, 8, so entsteht 


(16) - {|i (rn) dT + jr(jn)(iTjt. 

Dasselbe Verfahren angewandt auf (13) liefert 


(16) 

Nach der Kontinuitätsgleichung (12) sind die beiden Ausdrucke (3 5) und (16) 
einander gleich. Daraus folgt, wenn wir noch den allgemeinen Index i auf die 
besondere Richtung x spezifizieren, nach (7) und der zweiten Gl. (1): 



— i (it^ 

2 c« 





(| C'tx(itr)dT 

L V c /J 

1 je[nt] (nt) dz 


I + Conj. 


Der Tensor stellt die Gesamtheit der elektrischen Quadrupol-Momente 
dar, ebensQiwie der Vektor Gl. (2), alle möglichen Dipoiji-Momente enthält. 
Unsere Strahlung (17) ist also in der Tat als elektrische Quadrupol- Strahlung 
zu deuten. 
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Wir verzichten darauf, die dem nächsten Glied der Entwicklung (la) ent- 
sprechende Strahlung zu analysieren, da keine gesicherte Anwendung dafür 
t)ekannt ist; wir bemerken nur, daß sie sich aus einer elektrischen Oktupol- 
ätrahlung und einer magnetischen Quadrupel- Strahlung zusammen- 
setzt. 

IIc) Auswahlregeln für die Quadrupel-Strahlung bei einem 
Leuohtelektren. Wir beschreiben den Anfangs- bzw. Endzustand des 
[Jberganges durch die Wellenfunktionen 
(18) Vn = • * • -Pr (cos #) Vn' = • • * P?' (cos 

anter Fortlassung der hier belanglosen radialen Bestandteile. Aus der Über- 
^angsdichte 

(18a) e = e V«' 

folgt der Tensor Gl. (13), durch Multiplikation mit der quadratischen 

(sechsgliedrigen) Koordinaten-Matrix r* r*.. Wir fassen die Komponenten der 
letzteren bequemerweise in die folgenden drei Paare zusammen: 

9 a) = r® cos^ ß, a:® + sin“ />, 

b) z {x i y) = r“ cos ß sin ß e- *V’, 

c) (£c i i ?/)“ — r“ sin“ ß 

Ä.US ihnen lassen sich offenbar alle Produkte r,rjt , insbesondere auch die in (17) 
^orkommenden linear zusammensetzen. Mit Rücksicht auf die im Raum will- 
kürliche Lage der x y 2 - Achsen haben wir aber bei der Ableitung der Auswahl- 
regeln nicht nur jene besonderen r, r^. sondern alle möglichen Produkte, d. h. 
unsere drei Paare a), b), c) zu untersuchen. Wir fragen zunächst nach den 
Auswahlregeln für die Quantenzahl m. 

Dabei brauchen wir nur auf die «^-Abhängigkeit zu achten, können also außer 
der r- auch die ^^-Abhängigkeit von %pJ^t weglassen. Indem wir die drei 
Paare a), b), c) zusammenfassen, schreiben wir das nach (p genommene Integral 
des quadratischen Matrix-Elementes 


a) 1 

1 2 *' 1 

1 ' 1 


l j 1 

gt"r 

c)| 

0 



und sehen sofort: Das Integral verschwindet, es sei denn, daß 
(19a) m' = m, (19b) m' = m ± 1, (19c) m' = m ± 2. 

Dies ist der eine Teil der Auswahlregel (2) vom Anfänge dieses Zusatzes. Für 
alle anderen Werte von (m', m) besteht ein Kombinationsverbot. 

Auswahlregel für die azimutale Quantenzahl l. 
Hier sind die drei Fälle a), b), c) gesondert zu betrachten. Im Falle a) ist 
m' = m und lautet das nach ß genommene Integral 


Sommerfeld, Atombau. II. ♦ 


47 
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im Falle b), m' = m ± 1, handelt es sich um 
n 

b) j Pf cos ^ sin ^ sin ^ d ^ 

0 

im Falle^X m' = m ± 2, uni 

71 

c) J sin# d#. 

ü 

Zur Diskussion dieser Integrale brauchen wir dieselben Rekursionsformeln der 
Kugelfunktionen Zusatz 6, Gl. (8), (7b) und (8a), die auch für die Auswahl- 
regeln der l^ipolstrahlung dienen, nämlich 

(A) (2^+1) cos^Pf = (Z-m + l)Pr+i+ + 

(B) {21 + 1) sm # Pf = Pf+f — Pf_+,* 

(C) {21+1) sin # Pf = (J + m) (i + m - 1) Pf_- ' 

- (i - m + 1) (i - nt + 2) Pf-f. 

Integral a) mit dem Faktor cos^ 0: Man multipliziere (A) mit cos 
und wende rechts auf die entstehenden Produkte cos >> Pf+i abermals Gl. (A) 
an. Man erhalt dadurch eine Gleichung von der Form 

(20) cos^ ^ Pf = a PfY a + Pr + K-i 

mit rationalen Koeffizienten o, h, c. Multiplikation dieser Gleichung mit Pf 
und Integration nach sin /> d liefert wegen der Orthogonalität der P die 
Auswahlregel: 

(21) r = ? -f 2, v - i, r = z — 2. 

Bei allen anderen Werten von V verschwindet das Integral, ist also die Kom- 
bination V,l verboten. 

Dasselbe gilt für das Integral a) mit dem Faktor sin'^ ,7 = 1 — oos^ />, 
wo die hinzutretende 1 lediglich auf die tfhon in (21) enthaltene Auswahlregel 
V — l führt. 

Integral b) mit dem oberen Index m + 1. Man multipliziere (B) mit 
cos ß und wende rechts Gl. (A) an. Dadurch entsteht rechts ein Ausdruck von 
der Form a Pf+^ 2 ^ + & Pf ^ ^ + c PfJ^a^ rationalen [von den in (20) ver- 
schiedenen] a, b, c. Die Integration nach sin ß d ß führt wieder auf die Aus- 
wahlregeln (21). Dasselbe gilt für das Integral b) mit dem oberen Index 
m — 1, wo man nur statt (B) die Rekursionsformel (C) zu benutzen hat. 

Beim Integral c) mit dem oberen Index m + 2 bzw. m — 2 hat man 
zweimal die Gl. (B) bzw. (C) anzuwenden, um abermals auf (21) geführt zu 
werden. 

(21) ist mit der ersten Auswahlregel (2) vom Anfang dieses Zusatzes identisch. 
Eigentlich reichen die vorstehenden Betrachtungen weiter als zur bloßen 
Begründung der Auswahlregeln, nämlich [mittels der in (20) eingeführten und 
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der analogen Koeffizienten a, b, o] bis zur quantitativen Berechnung der Quadru- 
poMntensitäten. Auf diese wollen wir indessen hier nicht eingehen. 

II d) Allgemeine Auswahlregeln für die Quadrupol-Strahlung. 
Aus den Erörterxmgen in Kap. IX, § 6, insbesondere bei Gl. (4), ergibt sich, daß 
die Eigenfunktionen (18) gerade oder ungerade Funktionen der Koordinaten 
sind, je nachdem l (bzw. V) gerade oder ungerade ist. In dem quadratischen 
Tensor M wird das Produkt dieser Eigenfunktionen multipliziert mit einer 
geraden Funktion, nämlich mit dem Produkt zweier Koordinaten und über den 
ganzen Konfigurationsraum integriert. Der Tensor M verschwindet bei der 
Kombination einer geraden mit einer ungeraden Eigenfunktion oder anders 
ausgedrückt: Bei der elektrischen Quadrupol-Strahlung können nur 
gerade mit geraden oder ungerade mit ungeraden Eigenfunk- 
tionen (Termen) kombinieren. Bei der elektrischen Dipol- Strahlung gilt 
das Umgekehrte: Es können nur gerade mit ungeraden Termen kom- 
binieren. In der Tat tritt ja hier an die Stelle des quadratischen Tensors M 
der lineare, also ungerade Koordinaten-Vektor x, y, z. 

Es ist hiernach ersichtlich, daß unsere obige Auswahl-Regel (21) eine 
spezialisierte und zugleich verschärfte Fassung der Lap orte sehen Regel für 
Quadrupol-Strahlung ist; dasselbe gilt von der Regel T = und der 

Laport eschen Regel für Dipol- Strahlung. 

Von hier aus ergibt sich leicht der Übergang zu den allgemeinen Aus- 
wahlregeln eines beliebigen atomaren Elektronensystems. Auch 
liier zerfallen, wenn man vom Spin absieht, die Eigenfunktionen in zwei Klassen, 
eine gerade und eine ungerade. Bei der elektrischen Quadrupol-Strahlung 
kann nur die gerade mit der geraden Klasse oder die ungerade mit der 
ungeraden kombinieren, bei der elektrischen Dipol-Strahlung nur die 
gerade mit der ungeraden. 

Das ist die Bedeutung unserer allgemeinen Aiiswahlregel aus Ib. Da wir 
hier auf den Elektronen- Spin nicht eingehen wollen (wir beschranken uns auf 
Singulett- Systeme), so müssen wir daHiuf verzichten, die zusätzlichen Auswahl- 
regeln für die Quantenzahl J und die besonderen Regeln für die Russell- Saunders- 
Khppelung, vgl. Ic, zu entwickeln. 

Ile) Auswahlregeln für die magnetische Dipolstrahlung, ins- 
besondere bei einem Leuchtelektron. Die magnetische Dipolstrahlung 
bestimmt sich nach (9) und (9a) aus dem magnetischen Moment Sül des Über- 
gangsstromes. Eine elementare Rechnung liefert für äR auf Grund der Dar- 
stellung des Stromes in (I. 7. 15) und der hinsichtlich ihres radialen Bestand- 
teiles vervollständigten Eigenfunktionen (18) mit // — Elektronenmasse : 

a) SUi. = ly, (™ + m') I Pf Pf' «')«’ <J t, 


47 * 
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Als Bedeutung der j | in der letzten Zeile ergibt sich zunächst : 


(w + m') 


cos d 
sin 0 


[ d P\,- , a jr , 


, dP” 


hierfür können wir wegen Gl. (9a) in Zusatz 6 bequemer schreiben 

2 r' 1 ^ Pf Pf T Pf Pf' + ‘ ± Pf' Pf + 

Im I sm ^ ‘ ' ' ‘ ‘ 


Im Falle a) schließen wir aus den Orthogonalitäts-Bedingungen der 
Winkel-Bestandteile einerseits, der radialen Bestandteile andererseits, daß 
nur dann von Null verschieden ist, wenn gleichzeitig gilt : 

(22) A m = m — m' = 0, Al — l — r = 0, A n ~ n — n' = 0, 

d. h. wenn Anfangs- und Endzustand einander gleich sind. Dann aber findet 
keine Zustands-Änderung und daher auch keine Ausstrahlung statt. 

Im Falle b) liefert die Integration nach tp die Auswahlregel: 

(23) m = m — m' = ^ 1, m' — m d: D 

Setzen wir dies in c) ein und wählen wir das obere Vorzeichen, also auch 
den Faktor m' = m d- 1 in c), so erhalten wir 

0,) = (2(»« + 5)^^ Pf + ' — Pf + ') Pf + Pf + 'Pf + '. 

Indem wir uns auf Zusatz 6, Gl. (9b) stützen, schreiben wir dafür 

C2 =.{r + m + l) {l'-m) + + 

Wählen wir andrerseits das untere Vorzeichen, also auch den Faktor m = w/ -f 1 
in c), so erhalten wir denselben Ausdruck Cg), nur mit w' statt m und 1 statt V. 

Man sieht sofort, daß die in b) vorgeschriebene Integration wegen der 
Orthogonalität der P und B Null ergibt^ es sei denn, daß 

Al — l — r = 0 und auch An — n — n' = 0. 


Wir kommen also zu demselben Ergebnis wie im Falle a), daß nämlich ini 
Ein-Elektronen-Problem keine magnetische Dipol- Strahlung möglich ist. 
Dasselbe gilt im Mehr-Elektronen-Problem bei reiner Russell- Saunders* Koppe- 
lung. Nur bei Abweichung von letzterer (,,7v— S-Koppelung“) tritt die magne- 
tische Dipol- neben der elektrischen Quadrupol- Strahlung in Erscheinung. 
Dies wurde in le am Beispiel der Nebulium-Linien aufgezeigt. 

Ilf) Intensitäts- Verhältnis zwischen Dipol- und Quadrupol- 
strahlung. Der Vergleich von (17) und (3) zeigt, daß man das Feld der Quadru- 
pol-Strahlung aus dem der Dipol- Strahlung erhält, wenn man letzteres (unter 
dem Integralzeichen) mit 
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multipliziert. Beachtet man nun, daß die Eigenfunktionen nur in einem ge- 
wissen Atombereich a einen merklichen Beitrag zur Integration liefern, so 
ergibt sich als Verhältnis der Feldstärken beider Strahlungen größenordnungs- 
mäßig 


m 



a 



und als Verhältnis der Intensitäten: 


(24) 


*^Qua(lr 

^Dip 



Mit a — 10"* und A = 4 • 10"* erhält man hieraus die in If angegebene Größen- 
ordnung 10"*. Dieselbe Größenordnung findet man bei der gleichen groben 
Abschätzung für das Verhältnis Oktupol : Quadrupol-BÜtensität. 


Um auch das Verhältnis magn. Dipolstrahlung : elektr. Quadrupolstrahlung 
beurteilen zu können, vergleichen wir den Ausdruck (9b) mit (17), wobei wir 
m (9b) die (irößenordnung des magnetischen Momentes 2R aus a) in Ile ent- 
nehmen. Wir finden 


(2b) 


Dip ^ . 


niß ist das Bohrsche Magneton pro Atom /■>-'0,8 • 10"2® von der Dimension: La- 
dung (elektr.) mal cm. Mit den vorigen Annahmen über A und a ergibt sich als 
Zahlenwert von (2ö) ungefähr 7. Man sieht daraus, daß die magn. Dipolstrahlung, 
wenn sie hach Maßgabe der Koppelungs-Verhältnisse zur Geltung kommen 
kann, die elektr. Quadrupolstrahlung an Intensität übertreffen kann, wie 
m If fiir den Fall der Nebulium-Linien behauptet wurde. 


Ilg) Der Zeeman-Effekt der Multipol-Strahlung. Wir beschränken 
uns auf den normalen^) Zeeman-Effekt (Singulett-Linien) und auf die elektri- 
sche Multipol-Strahlung, Die Linien-Aufspaltung hangt wie in (II. 6. 13a) 
nur von dem Sprunge /I m der magnetischen Quantenzahl m ab. Daraus folgt 
bereits, daß die Zahl der überhaupt möglichen Zeeman- Komponenten schritt- 
weise mit dem Multipol- Grade zunimmt. Entsprechend den Auswahlregeln (1), 
(2), (2a) haben wir bei der 

Dipol-, Quadrupol-, Oktupol-, . . . Strahlung 

3, 5, 7, ... äquidistante Zeeman- Komponenten. 


Ibe volle Zahl dieser Komponenten kommt aber nur bei transversaler Beob- 
a(htung zur Geltung; sie verteilt sich hier abwechselnd auf linear polarisierte 
TT- und o-Komponenten (vgl. Fig. 56b oder das Schema von S. 743). Bei longi- 


^) Uber die Rolle des Spins bei der Multipolstrahlung vgl. H. C. Br ink- 
ni an, Physioa, 1, 97, 1933 und Diss. Utrecht 1932. 
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tudinaler Beobachtung treten immer nur die zwei von der Dipol- Strahlung her 
bekannten zirkularen Schwingungen ^ i 1 auf. Bei schräger Beob- 
achtung hat man aus n und a gemischte Komponenten, also elliptische 
Polarisation. Über die magnetische Multipol- Strahlung sei nur soviel gesagt, 
daß sich hier die Rolle der ji- und er- Komponenten gegenüber der elektrischen 
Multipol- Strahlung umkehrt, entsprechend dem in (10) enthaltenen Ver- 
tauschungs-Prinzip. 

Der formelmäßige Beweis dieser Behauptungen vereinfacht sich dadurch, 
daß wir zur Untersuchung der Polarisation nur die gp-Abhängigkeit der 
Eigenfunktionen zu betrachten brauchen. Die 0- und r-Abhängigkeit kommt 
erst dann in Betracht, wenn wir auch die relativen Intensitäten der Zeeman- 
Komponenten zu kennen wünschen. 

Die Richtung des Magnetfeldes sei die z-Achse und zugleich Polarachse 
für die Winkel ß, q). Der Radiusvektor nach dem Integrationspunkte ist dann 

(26) r = r (sin ß cos q, sin ß sin q, cos ß). 

Der (unendlich ferne) Beobachtungspunkt P habe die Winkel 0 und 0 = 0. 
In P konstruieren wir ein Dreibein n, p, s. n ist wie bisher der Einheitsvektor in 
der Strahlriohtung 0 P, p und s entsprechen den Einheitsvektoren — 

— von S. 510. p liegt in der Meridianebene durch P, s steht senkrecht auf 
ihr. Der Übergang von x y z zu n p S wird durch folgendes Transformations- 
Schema gegeben, welches mit dem Komponenten- Schema (30) von S. 510 zu 
vergleichen ist: 

I ^ y 2 

(27) n I 8in0 0 cos© 

p 1 — cos © 0 sin © 

5 I 0 - 1 0 

Aus (26) und (27) folgt 

r (sin ß sin © cos q -h cos ß cos ©) 
r ( — sin ß cos © cos gp + cos ß sin ©) 

— r sin ß sin q. 

(r n) ist der charakteristische Faktor, welcher bei der elektrischen Quadrupol- 
strahlung, Gl. (17), in der ersten Potenz, bei der Oktupol- Strahlung daher in 
der zweiten und bei der Dipol-Strahlung natürlich in der nullten Potenz auf- 
tritt. Der daneben auf tretende für alle Strahlungen gemeinsame Faktor ist 

(29) rx == (r p) p + (r s) s. 

Wir interessieren uns hauptsächlich für die Quadrupel- Strahlung und 
bilden nach (28) und (29) für transversale und longitudinale Beobachtung 
© — 7 i/ 2 bzw. © = 0: 


( 28 ) 


' (r n) = 
(rp) = 
. (r s) = 


(30) 


r± (r n) - 


r* (cos ß cos g? p — sin ß sin gp cos g) s) . . . transv. 
r“ sin ß cos ß (cos gp p — sin g? s) . . . longit. 
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Wir denken uns hier eingesetzt 

foos 9? p = Y (e*^ + sin 9? cos S “ — y "" 

(30a) ^ ^ ^ _ 

OOS (pv — sin 97 s = y (p + is) Y (p — is) e 

Nach (17) sind diese Ausdrücke mit der Dichte q zu multiplizieren. Indem wir 
uns die Eigenfunktionen in der Form (18) gegeben denken, schreiben wir mit den 
nach (19 a, b, c) für die Quadrupolstrahlung allein in Betracht kommenden 
Werten 

(31) J w — 2. — 1, 0. + 1, + 2 

alp 97 -abhängigen Bestandteil von q 

(31a) ^iJm-cp ^ ^ ^4 g+2u/)^ 

Bei der Multiplikation von (31a) mit (30) und Integration nach <p zwischen 0 
und 2 71 fallen alle Glieder fort, in denen sich die Exponentialfunktionen nicht 
gegenseitig kompensieren. Der Polarisations- Charakter des jeweils allein übrig- 
bleibenden Gliedes ist aus den beiden ersten Zeilen der folgenden Tabelle zu 
entnehmen : 

Quadrupolstrahlung 


Am = 1 

- 2 

- 1 

0 

+ 1 

+ 2 

transv. 

5 

P . 

♦ 

P 

5 

longit. 


p -f i s 

♦ 

p — i s 

* 

schräg 

i + ts 

n 

s 

P 

5 

1/2 


Die dritte Zeile stellt den Fall 9 — jr/4 dar. An Stelle von (30) berechnet 
man dann leicht 

^2 

(32) rj_ (r n) = y [(~ ^ ^os^ 9 > -f cos^ ^) p 

— ^2 sin ^ sin 97 (sin ^ cos (p -f cos ^) s]. 

Man hat hier nur wieder wie in (30 a) die 97- Abhängigkeit exponentiell zu 
schreiben und mit (31a) zu vergleichen, um die Angaben auch der letzten 
Zeile zu bestätigen. 

Zum Vergleich schreiben wir die entsprechende Tabelle fürDipolstrahlung 
hm, die sich offenbar auf demselben Wege auf Grund von (29) (unter Fort- 
lassung des Faktors (r n) verifizieren läßt ; 

Dipolstrahlung 


A m = 

- 1 

0 

+ 1 

transv. 

s 

P 

s 

longit. 

p -bis 

41 

p — i 5 

schräg 

^ -is 

f2 

P 

— + is. 



744 


Mathematische Zusätze und Ergänzungen 


6.1 


Der Vergleich beider Tabellen zeigt : Im Längseffekt verhalten sich Dipol- 
und Quadrupol- Strahlung gleich; beide zeigen im normalen Lorentz sehen 
Abstande von der Mitte das Paar entgegengesetzt zirkular polarisierter Linien. 
Vgl. das in li über die Nordlicht-Linie Gesagte. Im Quereffekt wechseln 
71 - und a-Komponenten ab, so jedoch, daß die Mittelkomponente bei der Qua- 
drupol- Strahlung fortfällt. Bei schräger Beobachtung sind die beiden äußersten 
Komponenten elliptisch polarisiert mit überwiegendem o-Anteil. Die Figuren 
56 a und b werden somit durch unsere einfache Rechnung vollauf bestätigt. 


6. Die Rekursionsformel der Kugelfunktionen und Verwandtes. 
Zu Kap. I, § 9 und Kap. IX, § 4 


Die historische Einführung der ’ Kugelfunktionen durch Legendre und 
Laplace geschah von der Potentialtheorie aus und gründete sich auf die ,, er- 
zeugende Funktion“: 


( 1 ) 


1 

Vl-2aiC + aä 


2oc'P,(l), 


X = cos 


Man gelangt dazu bekanntlich, wenn man den reziproken Abstand zweier Punkte 

, 1 (i (1 + a = ^ <1. 

(2) -- = = } ’a *^2 

nj Vrf -2rir,ooB# + r^ 1 1 (1 _ 2 « i + a*)"''», a = -^^ < 1 

l’*! 

nach Potenzen von a entwickelt. Da — l/^j 2 der Potentialgleichung /I u = 0 
genügt, müssen die Koeffizienten von der Differentialgleichung (I. 3. Ib) 
genügen, mit A — 1 (1 + 1) und m = 0; sie sind also Kugelfunktionen Pj (x), 
wobei auch die Bedingung P^ (1) = 1 automatisch erfüllt wird. 

Nun folgt aus (1) durch logarithmische Differentiation nach a und Herauf- 
multiplizieren der Nenner: 

(3) = (1 - 2ax + a»)2*»'“‘ 

und durch Gleichsetzen der Koeffizienten von auf beiden Seiten : 


d. h. 

(4) {lJrl)Pi^,-i2l + l)xP,-^lP,_, = 0. 


Dies ist die Rekursionsformel der zonalen Kugelfunktionen. 

Differentielle Rekursionsformeln derselben Funktionen findet man leicht 
aus ihrer Darstellung (I. 3. 13) 


Pi{x) = 


1 d' (x» - 1)* 
2' 11 dx‘ 
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nämlich 

(5) 


= (2i + J)Pp 

(6 a) 

— P 3» ^ p 

dx (+1 dx I 

= (J + 1) p,. 


Wir leiten aus (4) und (5) eine Rekursionsformel für die zugeordneten 
Kugelfunktionen ab. Dazu differenzieren wir (4) w-mal nach x und multi> 
plizieren mit sin*” »9. Mit Rücksicht auf 




{X P^) = 


und auf die Definitionsgleichung 


X 


dtnp d»n-lp 

— 4- ,n — ‘ 


P, 

(6) P'T = sin^ ^ * 

^ dx^ 

entsteht 


(7) (Z-f 1) PfVi “ 4- l)xPf - ni (2Z + 1) sini^P;^-^ + ZPfLj = 0. 

Andrerseits entsteht aus (5) durch (w — 1)* malige Differentiation nach x und 
Multiplikation mit sin’"^: 


(7a) ^r+i - K-^ = (2Z + l)8ini^P"^-'. 

Vertauschung von m mit m + 1 gibt 

(7 b) (2 Z + 1) sin t? Pf = Pf^Y “ -Pf-V* 

Aus (7) und (7a) laßt sich Pf ^ eliminieren; wir schreiben das Resultat der 
Elimination in folgender Form: 

(8) (2Z + l)a)Pf == {Z-m + l)Pf^j + pm^ 

Ferner findet man leicht aus {7 b), wenn man m mit — w vertauscht und 
(11. (I. 3. 16g) anwendet 

(8a) (2 Z 4- 1) sin ^ Pf = (Z + m) (Z 4- w - 1) Pfjf 

- (Z - m + 1) (Z - in + 2) Pf . 

Wir notieren auch die differentielle Rekursionsformel: 

(i>) (1 - I») ^ PT = (1 + i)^PT -{l-m + l) PT^ 


Sie ergibt sich nach einem Verfahren, das dem bei der Ableitung von (7 a) ein- 
geschlagenen ganz analog ist. Man differentiiere die Differentialgleichung 
(1. 3. 14) der Pj einerseits und die Rekursionsformel (5a) andrerseits (m — l^mal 
nach X und eliminiere aus beiden Gin. Pf~^; schließlich multipliziere man 
niit sin*”'Z?. 
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Eine andere differentielle Rekursionsfonnel folgt direkt aus (6) durch 
Differentiation nach i}: 

d P ^ P 

— P^ = msin*"“^^ cos^ ^ + sin^ ^ ^ (— sin#), 

wofür man auch unter abermaliger Anwendung von (6) schreiben kann 


<9a) 


-1 PI" = TO PJ» _ + 1. 




8in d' ■ 


Eine Rekursionsformel, die in Zusatz 5 bei der magnetischen Dipol- Strah- 
lung benötigt wurde, nämlich 

<9b) 2(m+l) ■^Jp“+> = (i + TO + l)(i-m)P;» + P“ + ^ 


laßt sich nach folgendem Schema verifizieren: 

2(w + l) (8)„^,-(8a)„^2 + « + «» + l) (*-»«) (7»)„ + , =0, 

Dies soll bedeuten, daß die Gin. (8), (8a), (7a) bzw. mit m — w -f 1, m -f 2, 
w + 1 hinzuschreiben und bzw. mit den Faktoren 2 (w -fl), — 1, (i+w + 1) (l-m) 
zu multiplizieren sind. Beim Aufsummieren zerstören sich mehrere Glieder 
und es bleibt Gl. (9b) übrig. 

Aus (8) und (7 b) lassen sich jetzt die beiden Integrale J und K berechnen, 
auf die wir bei den Matrix-Elementen des Rotators, Gl. (37) von S. 74, geführt 
wurden. Wir multiplizieren (8) mit P^, (7 b) mit P”/ ^ und integrieren beidemal 

nach X von ■— 1 bis -f 1. Es ergibt sich: 

(10) (2( + 1) J = (i-m + 1) fp;\, p;‘ dx+ {l + m)^P';‘_^P”dx, 

(10 a) (2! + l)i: = j P^^^' P^'^Ux- j P™_V P’r^'dx. 

Diese Gleichungen zeigen unmittelbar: J und K verschwinden wegen der 
Ortl^ogonalitat der Kugelfunktionen, es sei denn, daß V ^ l ± 1. 

Für r = Z + 1 ergibt sich wegen der Normierungs- Gleichung (30) von 
S. 72 [in (10) und (10a) verschwindet je das zweite Glied rechts]: 

r 2_ + ^ {l + m+2)\ , 

^ > (21+l)(21+3) (i-w)! ’ (2i + l) (2i-f3) ’ 

entsprechend für T == 1 — 1 [je das erste Glied rechts verschwindet in (10) 
und (10 a)]: 

aia)J= 2 (i + m)! -2 (i + m)! 

' ' (2i-l) (2i+l) (i- TO- 1)!’ (2!-l) (2!+l) (! - TO - 2)! 

Die Werte (11) und (11a) von J und K bedeuten, ausführlicher geschrreben: 


(11 b) 


I J (l, l, m) bzw. J {l, m'^l — 1, m), 

\ K {l, m:^l 1, w + 1) bzw. K (l, m — 1, w + 1), 


Wir brauchten S. 74 auch die Werte 


K {l, w Tfrl i + 1, w — 1) bzw. K (1, w 7^1 1 — 1, w — 1). 
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Den zweiten von ihnen erhält man nach dem Schema (11b) aus (11), wenn man 
dann l, m mit 1 - 1, m - 1 vertauscht; den ersten, wenn man in (11a) 1, m 
ersetzt durch l 1, m — 1. also 


<12a) 


<12 b) 


ii (Z, m / 4- 1, lyj, _ 1) = . 


(Z + w) ! 


K (Z, 7n:^J - l,m - 1) ^ 


(2Z + 1) (2ZH-3) (Z-m)!’ 

(Z -h m)' 


-2 


(2Z-1) (2Z + 1) (Z -m ~ 2)! ‘ 

Wir können jetzt die Matrix-Elemente aus Gl. (36) von S. 74 hinschreiben. 
Es war, wenn wir die Bedeutung von J im Sinne von (11b) ergänzen: 

J m). 

Daraus entsteht nach der ersten (11. (11a) mit Rüiiksicht auf den Wert von 
K,,,„ in (11. (.31) von S. 72 


<13) 


“ |'(21-1) (2i- 


(21-1) (21 + l j 


und der entsprechende Wert f iir C;, ; 4. , (Vertauschung von 1 mit 1 + 1 ). 

Ferner war nach Gl. (36) von S. 74: 

(c± =2naN,^ ^ l,m ± 1). 

Hieraus folgt nach der zweiten Gl. (IJa) bzw. nach (12a) 

(11) (‘ + ir) - T 0 T ™) ™ - 1) 

Die Werte von f ± ? beim (Ibergange 1, 1 + 1 entstehen aus (14) durch 
Vertauschung von Z mit Z + 1. — 

Wir wollen noch die Rekursionsformel (8) benutzen, um die Integrale 

(16) X = j (icPp»dz, Y = j xP”P^^,dx, 

- 1 -1 

welche zum Beweis der Summensätze von S. 370, 371 dienten, zu berechnen. 
Nach (8) ist 

-f 1 

f /( - »1 + 1 „ l + m \2 

^ “ J I 21 + 1 ^'(-> + 21 + 1 ^(-j 

— 1 

JiarauB folgt wegen Orthogonalität und Normierung der Kugelfunktionen: 


+ 2 (1 + 1 + m)! I 2 (1 — l+m)l 

[ 21 + 1 1 2 1 + 3 (1 -TC- m) ! 1 21 + 1/ 21-1 (1-1 - m)l ' 

Dies läßt sich zusammenziehen in 

(16a) r_ 2 (I + m)! | (I + 1)» - m» , P - mä , 

21 + 1 (l-m)! ((21 + 1) (2l + 3j (21-1) (21 + l)!’ 



748 


Mathematische Zusätze und Ergänzungen 


6. löb 


Entsprechend folgt aus (8) 
+ 1 




i — m -f 1 


{l + m + l)\ 


oder auch 
(löb) 


21 + 1 2i-f 3 (i-m + 1)! 

Y — ^ ( 1 + m ) ! l + m + 1 


2/ + 1 (l-m)I 2/4-3 
Ein drittes Integral, nämlich 
+ 1 


Z = j (1-*»)P"V, = 


berechnet sich nach der differentiellen Rekursionsformel (9) zu 

2 (/ 4 - 14 -w)! 


Y~ 


was sich zusammenzieht auf 


(l5o) 


Z = - 


214-3 {l-m)\ ’ 

(l 4" w) * i(l4-^“)“l) 


21 + 1 21 + 3 


Neben den eigentlichen Kugelfunktionen Pi werden wir in Kap. IX, § 4, 
beim Zweizentren-Problem des Wasserstoff -Moleküls die sog. Kugelfunktionen 
zweiter Art Qi{x) benötigen. Sie genügen derselben Differentialgleichung wie 
die Pj {x), sind aber nicht Polynome, sondern transzendente Funktionen logarith» 
mischen Charakters, die sich an den Stellen = ± 1 singulär verhalten. Sie 
werden am einfachsten wieder durch eine erzeugende Funktion definiert, nämlich 
als Koeffizienten der nach den Pj fortschreitenden Entwicklung^): 

(16) ^ = + 

Aus dieser Definition gewinnt man zunächst wegen der Orthogonalität der P| 
und ihrer Normierung die F. Neumannsche Integral-Darstellung 

-I- 1 

(16a) = 

und bestätigt an ihr, daß in der Tat und P^ derselben Differentialgleichimg 
genügen. Zum Beweise schreiben wir für den Differential-Operator der Kugel- 
funktionen abkürzend 

Die Definition der Q bei Heine (Handbuch der Kugelfunktionen) unter- 
scheidet sich von der unseren um den Faktor 2. 
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und entsprechend 

Aus (16 a) folgt dann zunächst 

+ 1 

<18) = 

Wie man leicht nachrechnet, ist aber 

L = L —i - . 

x~y ^ x — y 

Daher gilt auch 

+ 1 

<18a) L^Q,{x) == \ P,{y)L ^ dy. 

j ^ ~ y 

— 1 

Durch partielle Integration formt man um : 


+ 1 +1 
(18 b) = 

-1 -1 ' 

[die vom Integralzeichen freien Zusatz- Glieder fallen fort kraft des Faktors 1 — 
in (17a)]. Die rechte Seite von (18b) verschwindet aber wegen L Pj = 0. Daher 
verschwindet auch die linke Seite von (18), w. z. b. w. 

Man berechnet leicht aus (16a) die Ausdrücke für die niedrigsten Qi, nämlich : 


(19) 

l = 0, 

Poiy) = 1. 

(x) = log ^ ^ 1 , 

X — 1 

(19a) 

l == 1, 

Pi (.'/) = V’ 

Q,{x) = - 2 + *log^] 

X — 1 




= -2 + Pi (a;).log 

X — i 

(19 b) 

1 = 2, 

II 

(3 1/2 - 1) = Pj (x) -f i. (yä _ x»), 


Qi ix) = - Sx + Pi ix) log usw. 

1 hese Ausdrücke zeigen unmittelbar den logarithmischen Charakter der Qi (x) 
und ihr singuläres Verhalten an den Stellen x = d: !• 

Der allgemeine Ausdruck für Qi (x) ist nach Christof fei: 


(19c) 


Ql (x) — — 2 2 


TO ** 0 


2 i — 4 m - 1 

(I — w) (2 m -f- 1) 


+ Pi (®) log 


x4- 1 

X - 1’ 


wo die obere Summationsgrenze g die größte ganze Zahl ^ J (1 — 1) bedeutet. 
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Auch die Hermiteschen und Laguerreschen Polynome besitzen eine 
erzeugende Funktion. Es ist nämlich 

(20) I 

oo „ 

6 =(l~t)2 Ljx)~- 


7. Eine allgemeine Darstellung der Gamma-Funktion. Zu Kap. 11, § 7 

Gegenüber der E ul ersehen Darstellung 


r(n + 1 ) = j e-**"dx 


bietet die Darstellung (II. 7. 24) (Integrationsweg: Schleife um die positive 
reelle Achse entgegen dem Dhrzeigersiime) 

,,, = 

r{n + 1) 2 J + 1 

den Vorteil, daß sie für beliebige n gilt, während (1) nur brauchbar ist, wenn 
der reelle Teil von n größer als — 1 ist. Daß (2) für ganze n (positive und 
negative) die richtigen Werte, nämlich 

n ^ 0, r(n -f ]) -- n!, n < 0 P {n + 1) --- oo. 

liefert, ist evident; man braucht nur für e~y die Potenzreihe einzusetzen und 
das Residuum des Integranden zu bestimmen : 

(- D” 

0: tkO : Null. 

n\ 

Durch partielle Integration gewinnt man aus (2) ebensogut wie aus (1). 
die Grundformel der F-Funktion: 

(3) r (w -f 1) w r {%). 

Gl, (2) ist also jedenfalls eine mögliche analytische Erweiterung des Fakultäten- 
Begriffes. Daß sie mit der durch (1) gegebenen Erweitenmg identisch ist (sie 
könnte ja zunächst von dieser um eine beliebige Funktion der Periode 1 ab- 
weichen), zeigt man z, B. dadurch, daß man auf (Jrund von (2) die Formel 
verifiziert : 

(4) r(»)r(i-«) , 

Sinn 71 

wobei man sich auf das Stück der reellen Achse 
(4a) 0 < w < 1. 

beschränken darf. In der Tat ist nach (2), wenn man n mit — n vertauscht 


I — n) 2 ni J 


e-yy”-Uy, 
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wo man nun wegen (4a) die Integration auf die reelle Achse zusammenziehe» 
darf. Das Integral in (5) wird dann 

0 00 oo 

1 + I e-yy’'-Uy = (_ 1 + J e-V j,»“' dj, 

+ oo Q 0 

oder mit Benutzung der Definition (1) 

2 i sin Tin r (n), 

01. (5) geht daher über in 

1 sin :rr n 

was mit (4) identisch ist. 

Indem wir (3) mit umgekehrtem Vorzeichen von n benutzen, können wir 
für (4) auch schreiben; 

( 6 ) r{n)r{-n )= — , — . 

Andererseits folgt durch Kombination von (3) und (4) leicht 

(7) r(i + »)r(i ~») = "" • 

Ist insbesondere n rein imaginär, so kann man hierfiir schreiben: 

<8) = 

Ferner notieren wir eine Beziehung, die sich unmittelbar durch fortgesetzte^ 
Anwendung von (3) ergibt, nämlich (k ganz, n beliebig): 

1 (w - 1) {n - 2),,, jn-k) 

^ ^ r{n-T) "" “ r{n) 

Daraus folgt durch Vertauschung von n mit — n: 

1 {n 1) {n + 2) . , . {n + k) 

^ r(-n) 

Ebenfalls durch bloße Anwendung von (3) erhalt man aus (8) 


8. Weitere Ausführungen über Normierung und Orthogonalität der 
Eigenfunktionen. Zu Kap. II, S. 84 und Cap. IV, S. 296 

Die üblichen Normierungs- und Orthogonalitätsbedingungen für diskrete 
Eigenfun^ctionen v'i’ V2< • • ” Vn • • • 


( 1 ) 


C (1 für w = n 

Jv’>„d^ = io für m4=n 


lassen sich (vgl. S. 124) nicht ohne weiteres auf die kontinuierlichen Eigen- 
iuiiktionen übertragen, da die auftretenden Integrale hier nicht konvergieren. 
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Wir haben diese Schwierigkeit wie üblich dadurch umgangen, daß wir die 
Gesamtheit der kontinuierlichen Eigenfunktionen durch einen Satz diskreter 
Eigenfunktionen approximierten und auf diese die Bedingungen (1) anwendeten. 
(Methode der Eigendifferentiale, vgl. die Anm. von S. 125.) Demgegenüber 
wollen wir hier die Bedingungen (1 ) so umschreiben, daß sie sich zwanglos auch 
auf kontinuierliche Eigenfunktionen anwenden lassen. Zu diesem Zwecke 
multiplizieren wir die Gleichungen (1) mit willkürlichen Faktoren und sum« 
mieren über m. Wenn wir dann noch Summation und Integration vertauschen, 
erhalten wir: 

<2) '*’■=««• 

J m 

Dies ist nichts anderes als die Vorschrift zur Berechnung der Entwicklungs* 
koeffizienten einer willkürlichen Funktion F nach unseren Eigenfunktionen 

<3) F= «„ >= ivlPdr. 

m J 

Indem wir die beiden Gl. (3) zusammenfassen, die Argumente in der ersten 
derselben durch r, die Integrationsvariable in der zweiten durch ti symbolisieren 
und dementsprechend auch d ri statt d r schreiben, erhalten wir 

<i) F (r) = r f Vt, (ti) F (t,) Vm (t) li • 

in J 

Die Gültigkeit dieser Entwicklung fiir eine beliebige Funktion F ist ersichtlich 
ein vollgültiger Ersatz der Bedingungen (1) für unser (diskretes) 
Funktions* System der rp. [Man braucht ja nur in dem Ansatz (3) für F alle 
Koeffizienten gleich Null zu setzen, bis auf einen , der gleich 1 sei, um aus 
der zweiten Gl. (3) für n ~ n die Normierungs-Bedingung (1), für n =|= // die 
Orthogonalitäts- Bedingung (1) zu erhalten.] 

Wir behaupten aber weiter, daß auch im Falle eines kontinuierlichen 
Systems von Eigenfunktionen das Entsprechende gilt. In diesem Falle 
müssen wir statt des Index m einen kontinuierlichen Parameter benutzen 

V 

(Energie, Impuls, Wellenzahl, . . .). Indem wir beispielsweise die Wellenzahl k 
wählen, erhalten wir aus (4): 

<6) F{t) = jdfc fv’‘(r,,)c)F(ti) 

Zunächst ein Beispiel; Wir betrachten das kontinuierliche Funktions- 
System, das zum räumlichen Fourier-Integral gehört ; 

► . > 

(6) fp (r, k) N 

und fragen nach dem Werte des hier hinzugefügten Normierung8-l|prt;orB N. 
Das Fourier- Integral lautet bekanntlich, in einfachster Form geschrieben; 
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Auf ganz dieselbe Form werden wir geführt, wenn wir (6) in (6) einsetzen, wobei 
aber als Faktor vor dem Integral N* statt 1/(2 tt)» zu stehen kommt. . Wir 
schließen daraus 


(7) 


m = 


1 

{2 7t)»' 


Zum allgemeinen Falle, also zu einem beliebigen kontinuierlichen Funktions- 

System y (r, k) zurückkehrend, zerlegen wir (6) in die beiden zu, (3) analogen 
(ileichungen 

(8) F(t) = jdfco(fc) v(t, fc), a(fc) = jdri v*(t,,fc)F(ti) 
und setzen, entsprechend der Überlegung im diskreten Falle : 


a {k) = 


0 außerhalb i eines beliebig kleinen Wertegebietes A 

1 innerhalb) der Variablen k. 


Dann folgt aus der zweiten CA. (8) unter Berücksichtigung der ersten und bei 

etwas abgeknderten Bezeichnungen [k^ statt k in der ersten, k\ statt k in der 
zweiten Gl. (8), r statt rj: 

(9) jdx V* (r, kl) I d kcj V (t» kg) = | J 


je nachdem kj außerhalb oder innerhalb des Intervalles A liegt,. Dies ist aber 
genau dieselbe Form der Bedingungen, wie die der Gin. (7) und (10) in Kap. II, 
§ 8. Wir sehen also: Auch bei kontinuierlichen Eigenfunktionen lassen 
sich die früheren Orthogonalisierungs* und Normierungsregeln, 
unter Vermeidung der künstlichen Abtrennung eines Integrations- 
Intervalles A, zusammenfassen in die einheitliche Form (6), welche 
die Darstellbarkeit einer willkürlichen Funktion durch unser Funktions- System 
bedeutet. Obgleich nur eine formale Umsetzung des früheren Standpunktes, 
kann dies, wie das Beispiel des Fourier-Integrals zeigt, bequem sein. 

Offenbar hat man, wenn das Funktions- System ein teils diskretes, teils 
kontinuierliches Spektrum besitzt, die beiden Darstellungen (4) und (5) zu 
superponieren, um auch hier wieder einen vollgültigen Ersatz der früheren 
Regeln zu erhalten. 

Die hier besprochene Methode rührt von W. Franz^ her, der sie auf ein 
allgemeines Problem anwendet (Ausstrahlung aus einem gegebenen Anfangs- 
zustande in einen vorgegebenen entarteten Endzustand, NapÄweis der Unab- 
hängigkeit der ausgestrahlten Energie von der besonderen Wahl des Funktions- 
Systems, durch den man den Endzustand darstellt), — 

Während es sich im vorhergehenden darum handelte, das Verfahren im 
kontim^l^lichen und diskreten Spektrum auf eine gemeinsame Form zu bringen, 
wollen wir jetzt das einfache Normierungs-Verfahren, das wir vom kontinuier- 
hchen Spektrum her kennen, auf das diskrete übertragen. Im kontinuierlichen 


^) W. Franz, ZS. f. Phys. 90, 623, (1934); vgl. insbes. § 1. 
Sommerfeld, Atombau. IIÜ ^ 
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Spektrum konnten wir dse Normierungs-Integral unter Anwendung dee Green- 
sohen Sataee bequem aeymptotieoh auewerten, während die direkte Berechnung 
desselben Integrals im diskretefti Spektrum umständlich war. H. A. Kramers ) 
hat aber am Beispiel des relativistischen Kepler-Problems geze^, daß auch un 
diskreten Spektrum eine asymptotische Auswertung möglich ist. Wir werden 
diesen Gedanken in etwas abgeänderter Darstellung übernehmen und zunächst 
auf das nicht-relativistische Kepler-Problem anwenden. 

Es sei V eine Eigenfunktion vom diskreten Eigenwerte W, also eine 
überall endliche, im Unendlichen verschwindende Lösung der Wellengleichung 

( 10 ) = 

ferner sei W' ein Nachbarwert von W und fp' eine Nachbarfunktion von 

welche der Gleichung genügt 

, 2 m 

( 11 ) 


d v' + “^ (V - l') v' 


: 0 . 


m' ist keine Eigenfunktion, weil es keinen zu W benachbarten Eigenwert 
gibt- v' verschwindet daher nicht im Unendlichen, während wir aimehmen 
wollen, daß v' im Endlichen überall regulär sei. Wir multiplizieren (10) mit v> , 
(11) mit V ““d verfahren wie beim Greenschen Satz (vgl. z. B. S. 62). Wir 
erhalten ^ 

(^2) ^(r-W) 

Nach Division mit W' — W gehen wir zur Grenze W'-^W über. Auf der link^ 
Seite tritt dann wegen V-* das zur Kenntnis der Normierung erforderliche 

Integral auf ; 

(12a) 

Die rechte Seite von (12) bezieht eich auf das Unendlich-Ferne. Wir haben hier 
also den doppelten Grenzübergang und oe auszufuhren. Wir 

deuten das a^ indem wir statt (12) schreiben 

r 1 C t ,d w d j 

(12b) 

Wir brauLn weiterhin nur den radialen Teil B der Bigenfunktion y zu 
betrachten, in% wir uns in (12) die Winkel- Integration bereits ausgefito 
denken. (Die ^Ifcl-Beetandteile von y und y' sind, bis auf das Vorzeichen 
von i, die gleichen.)!^ radialen Teil von y' nennen wir B'; B ist ebenso wie B 
reell. Wir setzen 'ite 
(13) B' = B -(- (H" - W) S, S = 


») Hand- und Jahrbuch der Chemischen Physik, Bd. I, Theorien des 
Aufbaues der Materie, S. 312, , 
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Der Grenzübergang W' TV läßt sich dann ohne weiteres ausführen und wir 
erhalten aus (12 b): 


( 14 ) 


2 m 

W 


ffiärMr^Lim \r^(s^ -B^) ■ 
J r-»» l \ <ir dr/J 


Wir verweisen jetzt auf die asymptotische Darstellung in den Gin. (30), 
(31), (32) von Kap. II, § 7, welche dort für das kontinuierliche Spektrum (TV > 0) 
mit imaginärem q — 2ikr und imaginärem n ~ Zji k a benutzt wurden. 
Dieselben Gleichungen gelten aber auch für das diskrete Spektrum (TV < 0), 
also für unsere Eigenfunktion R und für unsere Nachbar-Funktion R\ mit 
dem Unterschiede, daß hier q und n reell sind: 

(16) e = ^ ]l-2mW, (16a) n = - 

' h ' a y_2mlV 


Vgl. hierzu etwa (11. 1. 4 a) und die Balmerformel in (II* 1. 10). 

Wir betrachten unter diesem Gesichtspunkte die beiden Ausdrücke Qi 
und Q 2 , aus (II. 7. 31) und (II. 7. 32) einzeln. Wir hatten 


(15b) 






r (n-f- 1 -+-1) 

Diese Größe verschwindet für oc, gleichviel ob n ganz ist wie in R, oder 
nicht genau ganz wie in R' — man beachte, daß der Nenner /'(w + Z -f 1) bei 
beliebigem positivem n jedenfalls endlich bleibt. 

Andrerseits hatten wir 

1 p~tn{n¥lli) 

(160) . = 

Hier ist nach der Bedeutung von n = -f Z -f 1 das Argument der APunktion 
im Falle unserer Eigenfunktion R gleich der negativen ganzen Zahl — n^; 
die AFunktion wird also unendlich und Qg verschwindet fiir beliebige Werte 
von r, mithin auch für r -> 00 . Die Eigenfunktion R reduziert sich also auf den 
Beitrag (15 b); sie zeigt asymptotisch das uns wohlbekannte exponentielle Ver- 
schwinden 

1 in in — 112) 


(16) 


R = e"-'' 


(w + Z)! 

Zu R' übergehend denken wir uns in (15) und (15a, b, c) n, q, W durch 
n', ersetzt und machen n' = n ö («5 klein); wegen der Bedeutung der 

Haupt quantenzahl n — -f Z + 1 haben wir dann 
— n' + Z + 1 — — — <5. 

Dies setzen wir im Nenner von (16 c) ein, während wir übrigen Faktoren 

sogleich zur Grenze n' — n, q' — q übergehen dürfeüfc Der so entstehende 
Wert v^jj-gg verschwindet nicht, solange d von Null verschieden ist, vielmehr 
ist er bei großem ^ sehr groß gegen den Wert von J Qj. Wir können daher 
rechnen mit 

(l€a) fl- „ I (_ 
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Hieraus folgt 

«•W «-(twl.,-”"'-"'-''"' « 


(n + J/2)£^ () 


mit der Abkürzung 

(l6o) 


l) 


1 


Id (5 r(- " (5)M = o’ 

Zur Berechnung von (16 c) verweisen wir auf die bekannte Relation (3) 

aus Zusatz 7, die wir schreiben 

1 , sin 7t X 

--- = r (1 - s) — — - • 
r{x) " 

Setzen wir hier z - - (»r + ■')- «o 

1 . ^ V ^ 1 , 


r{-\- 

Hieraus folgt als Wert von (16 c): 
(16 d) 

Ferner ist nach (15) 


= (- 1 ) 


nj 6. 


n_ + 1 


n 

' ^1' 


dn' n' 

d W' ” 2W' 

und wegen n' = + 5 + / + 1 

dii _ dn' _ _ n' _ 

(16 e) 'dW'^dW'~' 2H"' 

Einsetzen von (16 d, e) in (16b) liefert nun bei geeigneter Zusammen- 
Ziehung der Einheitswurzeln: 

(17) S^_e(''*(-e)-’‘-‘^”'"”’'r’r# 

und, mit Rücksicht auf den Zusammenhang zwischen q und r m (16) 
dr 


(17 a) 


i ± 4- . 

"Tu r 2 r ^ 


Die Punkte deuten an, daß das noch hinzukommende, aus der 

der Potenz entstehende Güed neben dem hingeschnebenen m der Grenze e 

zu vernachlässigen ist. In derselben Weise folgt aus (16) 

dB _ 4- . 

(17b) dr~ 

Hiernach ist 

(18) 

Die rechte Seite von (U) wird daher 
(18a) 


^ dt d T 2 ^ 


g r JB S; 
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dies ist, wenn man aus (16) und (17) einsetzt und (15) berücksichtigt, gleich 


n n- ! 


“ (» + ()! 

Somit wii*d das Normierungs- Integral in (14) [man beachte auch (15a)]: 

^ ^ J 4 (^ + 0! 4 Ui (w + l)! 

Der hier gefundene Ausdruck ist mit Gl. (II. 2. 15) zu vergleichen, welche 
wir schreiben können: 


(19») j ü» fä d r = = -i 

Der Grund der Abweichung zwischen (19) und (19a) ist der, daß die Defini- 
tion der radialen Eigenfunktion JR im diskreten Spektrum etwas abwich von 
derjenigen Definition von li, die wir bequenierweise im kontinuierlichen Spek- 
trum eingefiihrt und im vorstehenden benutzt haben. Auf diese Abweichungen 
wurde bereits in Kap. II, § 7, hingewiesen: 

a) bei Gl. (II. 7. 12). Diese Definition von {^) ist mit n ! zu multiplizieren, 
um sie mit der Definition im diskreten Spektrum in Einklang zu bringen. 

b) bei Gl. (II. 7. 27). Der entsprechende Faktor ist hier, da es sich um 
+ l (q) handelt, 

(b) (w + /)! 

c) Bei derselben Gleichung ist der durch (2 l + 1)- malige Differentiation 
hinzutretende Faktor unterdrückt: 


(c) (n + l) (»4 l-l)... {n-l) = 

dieser Faktor ist jetzt hinzuzufugen. 

d) Bei derselben Gleichung wurde der Faktor 

(d) (-i)‘ = e-”"'* 


{n + 1)1. 


hmzugefügt, mit dem also jetzt zu dividieren ist. 

Hieraus entsteht im Ganzen der Faktor 

In (19) tritt B quadratisch auf und ist daher das Quadrat von (19b) hinzuzu- 
fugen. Dadurch geht aber (19), wie es sein muß, genau in (19a) über. — 

Die Überlegenheit dieser Methode gegenüber der direkten Ausrechnung 
(vgl. Anm. 1 von S. 296) tritt aber erst beim relativistischen Kepler-Problem 
zutage. Hier gibt es zwei radiale Eigenfunktionen und E^ und das Nor- 
niierungs-Integral wird 
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Als Analogon zum GreenachenSatz leiteten wir im kontinuierlichen Spek- 
trum die Gl (IV. 10. 7) ab, die wir jetzt nach dem Vorbilde von (12) ausführlich 
schreiben 


4> 


(20) f (B? + aj)r‘dr= Um Um ^ (BJ B, - B, BJ). 

J r->oo E> E ^ 

0 

Hier sind Nachbar-Funktionen zu Hj, B^, welche denselben simultanen 

Differentialgleichungen genügen wie B^B^, aber mit E' statt E geschrieben. 
E' sollte beliebig wenig von E verschieden sein. Auf der linken Seite, wo 
ursprünglich B^ + B^ B'^ statt Bf + Bf gestanden hat, haben wir den 
Grenzübergang E' E bereits ausgeführt. 

Dieselbe Gleichung (20) gilt aber, da sie allein aus den Differentialgleichungen 
des Problems abgeleitet ist, auch im diskreten Spektrum. Nur ist dann E' kein 
Eigenwert und B[, B '2 sind keine Eigenfunktionen mehr; die letzteren sollen 
zwar der Stetigkeitsbedingung im Nullpunkte genügen, können dann aber nicht 
zugleich für r — > 00 verschwinden. 

Wir denken uns B [ , Stelle E' — E entwickelt und setzen 

(21) Ei = El -h {E' - E) Si + • • •, = E2 + (E' - E) Sa + • • *, 



Dann geht die rechte Seite von (20) über in 
(21b) ÄcfM-Si Ea- E 1 S 3 ), 


womit der eine der beiden Grenzübergange, nämlich E" -> E, bereits ausgeführt 
ist. Um den anderen, nämlich r-> 00, zu bewerkstelligen, stützen wir uns auf 
Zusatz 16, Gl. (10) und (11). 

Von den hier dargestellten beiden asymptotischen Bestandteilen JGj 
und J Gj der konfluenten hypergeometrischen Funktion F (a, y, q) hat der 
zweite F (a) im Nenner. Nun handeh es sich in unserem Falle nach (IV . 8. 29) 
um die beiden Funktionen 


Qa = 2£^F(-n„ 2 V“4- U e) und Qj = 2 ^E (- n, + 1, 2 r" + 1, C')» 


wir haben also 


bei Qa 


OL == ~ Uj. 

iy - 2r’+l 


bzw. bei Qi 


|a = — + 1 . 

ty = 2 v"" + r 


E (a) wird daher unendlich bei ganzem (der Fall Tiy = 0 bei Qi ist gesondert 
zu behandeln). Deshalb verschwindet J Gj im asymptotischen Ausdruck von 
El und Ej. Was sodann J betrifft, so tritt hier die Potenz (— e)“ “ auf, welche 
bei Pj um eine Ordnimg größer ist als bei Pi- Man kann also im Limes g 00 
Pi neben Pa streichen und erhält aus (IV. 8. 30) nach Gl. (10) in Zusatz 16: 


Pa = 


— e Pj = e 


r(y)>(-g)"^ 

r(y + nr) * 
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und nach Ol. (IV. 8. 21) 


( 22 ) 




+ r ^jy) 1-1 


r{y-\-nr) l s 

Umgekehrt bei R[, Bj. Hier ersetzen wir, entsprechend der Abänderung 
von E in E\ durch das nichtganze + <5. Dann verschwindet \ ö, nicht 
mehr, vielmehr ist G, wegen des Faktors groß gegen Gj. Es ist also Gy zu 
streichen. Ferner ist Gj [vgl, Zusatz 16, Gl. (11)] wegen der hier auftretenden 
Potenz bei Qi um eine Ordnung größer als bei Q^. Man kann also 

jetzt (?2 fortlassen und erhält nach (IV. 8. 30) und Gl. (11) in Zusatz 16 

P =:,P 

* ^ r(-«r-ö + l) " 

und hieraus nach Gl. (IV. 8. 21); 


(23) 


Bll 

B;i 


= e+ C/2 




r{y) 


r(-n,-ö4-l) 


(^^'] = 


l—\ 

\ d E'Ie* = E 

lUdi 

1 d ö . 


Hier haben wir noch nach der Vorschrift von (21a) überzugehen zu 

<23a) S=| 

Die Differentiation von B' nach öist dabei wie hei (16 c) nur an dem Nenner 
r {’-rif - — ö + 1) auBZuführen und liefert analog zu (16 d) 

Man erhalt so aus (23), indem man in den übrigen Faktoren ö — 0 setzt [wobei 
erst das in (23) gemeinte q mit dem in (22) gemeinten in Übereinstimmung 
kommt]: 

-i-r 1^ 


Ojl 


<24) ^ I = 

Hier ist noch der Wert von {d E'/d ö) einzutragen. Er ergibt sich aus der Fein- 
«trukturformel (IV. 7. 50), wenn man darin E mit E' und mit ver- 

tauscht und nach der Differentiation ö = 0, E' — E setzt. Man erhält so: 


(25) 


dE' 
d ö 


1 {E^ - ET‘ 
aZ Ei ' 


(26) 


Jetzt bilden wir aus (22), (24) und (25) 

S,Bj = - B,S, = eAxZ 


/’Mj') 


El 


e« r(y+»,) (El 

Bemerken wir nocli, daß nach (IV. 8. ^la) 


- eY‘^ 


(26 a) 

und nach (IV. 7. 43) 
(26 b) 


/ r Ä» 05* 

(o) 4 (E» - E^) 


K» - E* 
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ist, 80 erhalten wir durch Einsetzen von (26), (26a, b) in den Ausdruck (21b) 
für unser Normierungs-Integral in (20): 

< 27) f (B? + Bf ) rM r = a» C K - 1) ! 

Dieser Ausdruck geht in den früheren (19) über, wenn man die dem nicht- 
relativistischen Fall entsprechenden Vernachlässigungen macht (y -> 2 | k | + 1, 
0, — E Eo + E), den Zusammenhang zwischen den beiderlei 

Quantenzahlen aus (IV. 8. 3) usw. berücksichtigt und den etwas verschiedenen 
Definitionen von B in (19) und von B^ in (27) Rechnung tragt. 


9. Mörses Ansatz in der Theorie der Bandenspektren. Zu Kap. § 12 

Bei der formelmäßigen Darstellung der Bandenspektren ist die Größe x 
aus Gl. (8), S. 610 in Bd. I, unentbehrlich. Sie mißt die Anharmonizität der 
Oszillationen und sollte beliebig verfügbar sein. In dem Kratzerschen 
Ansatz (18) von S. 162 dieses Bandes wird sie das nur dann, wenn man die 
Korrektionsglieder mit b, c, . . , beibehält, sonst würde sie den festen Wert 

3 3 Ä 

2 " “ 2 J ’ 

haben [vgl. (18) von S. 715 in Bd. I]. 

Infolgedessen bietet ein Ansatz von Morse^), der die Größe x beliebig zu 
wählen gestattet, für die Praxis der Bandenspektren und für die Theorie des 
Molekülbaus gewichtige Vorteile. Beide Ansätze betreffen die gegenseitige 
potentielle Energie V der beiden Partner in einen zweiatomigen Molekel. Sie 
lauten, wenn wir die Kratzerschen Korrektionsglieder streichen: 

(1) F = /(e) ... Kratzer. 

(2) V =f{n) = A + Moree. 

Hier ist g = r/o, -wo r die gegenseitige Entfernung der Kerne und a ihren 
Gleichgewichts- Abstand bedeuten. Man hat 



nach (1) 

nach (2) 

/(oo) 

= A 

A 

HD 

1 

II 

A-D 

/' (1) 

- 0 

0 

/" (1) 

= B 

2DßK 


Aus f" (1) ergibt sich die Kreisfrequenz Wq der kleinen Schwingungen um 
die Gleichgewichtslage g = 1. Man hat nämlich allgemein [vgl. auch die 
speziellere Gl. (19) von S. 153]: 

J = f" (1), J ~ ma^ 

^) Ph. Morse, Phys. Rev. 34, 67 (1929); vgl. auch W. Lotmar, ZS. 
f. Phys. 93, 628 (1934). 
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also nach (1) oder (2) 

(3i) J wj = J5, (3.J J ojg ^2DßK 

B bzw. D sind hiernach positiv zu wählen. Daraus folgt beidemal f" (1) > 0; 
die Gleichgewichtslage e = 1 ist also, wie es sein muß, ein Minimum der 
potentiellen Energie / (g). 

Die lonisierungs- Spannung der Molekel bestimmt sich aus 
(4) / (oo) - / (1) = B/2 bzw. == D. 

Der Ansatz (1) enthält nur die eine wesentliche Konstante B, die durch 
Gl. (3i) bereits bestimmt ist. [Die Konstante A ist in beiden Ansätzen für die 
Gestalt der Kurve / [q) unwesentlich.] 

Dagegen enthält der Ansatz (2) zwei wesentliche Konstanten D und /?, 
von denen nur eine durch Gl. (Sj) festgelegt ist. Wir werden sehen, daß wir 
die andere Konstante ß so wählen können, daß sie den anharmo- 
nischen Charakter der Schwingungen wiedergibt. 

•Der Ansatz (2) ist also dem Ansatz (1) an Anpassungsfähigkeit gegenüber 
den praktischen Erfordernissen überlegen. Wir werden zeigen, daß er, ebenso 
wie (1), zu einem exakt lösbaren Eigenwertproblem führt, allerdings unter der 
Einschränkung, daß wir zunächst von der Rotation der Molekel absehen, die 
nachträglich durch eine Störungsrechnung zu berücksichtigen ist. Der Sach- 
verhalt ist also dieser: Der Kratzersche Ansatz (1) gestattet das Zusammen- 
bpstehen von Oszillation und Rotation exakt zu behandeln, kann aber dem 
anharmonischen Charakter der Oszillation nur naherungsweise (durch die 
Korrektionsglieder mit b, c, . . .) Rechnung tragen. Der Morsesche Ansatz (2) 
erlaubt die anharmonische Oszillation exakt zu behandeln, kann aber die Rotation 
nur angenahert berücksichtigen. 

Indem wir (2) in die Gl. (17) von S. 1 52 eintragen und zugleich das Rotations- 
(|uantum j = 0 setzen, erhalten wir die folgende Differentialgleichung für den 
radialen Teil der Eigenfunktion (wir wollen jetzt JR statt des dortigenF schreiben): 

(“) f f ^ + 2 De-''«'-” _ B = 0. 

Sie vereinfacht sich bei Einführung der neuen unabhängigen Variablen 

(6) y = 


7A1 

(7) 


J_ dji 2 JD fW 


dy^ y dy ^ 


A ^ 
D~ y^ 


+ - - l) fi = 0. 
y / 


Hiernach verhält sich R für ?/- 

.»i 21 


00 asymptotisch wie 


\l2JD 


Wir setzen daher, indem wir zwischen den beiden Vorzeichen die richtige Aus- 
niihl treffen; 

(8) B=e-‘<p(z) 
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und haben für (p die Differentialgleichung (Striche bedeuten Differentiation 
nach z): 


< 9 ) 


2* (p" + Z {1 — 2 z) (p' -h 


f 2J 
Cßn* 


(W-Ä) + 


2\2JD~ßn 


9? = 0. 


Diese Gleidhung läßt sich nach der Polynom-Methode lösen. Der Vergleich mit 
Gl. (9) in Zusatz 2 liefert h — 1 und 


==1, ßj = 0, = ßj = - 1, 


Bo 


^\^Td _ j ^ ^ 
ßh hv^ 


dabei haben wir in den beiden letzten Ausdrücken ß aus Gl. (Sj) eingesetzt 
xind gleichzeitig ho)^ — h Vq geschrieben. Aus Gl. (10) in Zusatz 2 ergibt sich 
jetzt für den charakteristischen Exponenten a; 


< 10 ) 




Schließlich folgt aus Gl. (12) in Zusatz 2 , wenn wir den hier vorkommenden 
Grad n des Polynoms gleich dem „Vibrations- Quantum“ v setzen: 


( 11 ) 




Die Kombination von (10) und (11) (Elimination von a) liefert unmittelbar 
( 12 ) W A -D + hv,(v + Vj) (l - (f + '/s))- 


Dies vergleichen wir mit Gl. (8) von S. 610 in Bd. I und stellen fest, daß, ab- 
gesehen von dem konstanten Gliede A — D, welches in den Term- Differenzen 
herausfällt, beide Formeln ineinander übergehen, wenn wir setzen 


(13) 


X — 


4D' 


X und Vfl sind nach der empirischen Struktur der Bandkanten bekannt. Gl. (13) 
liefert also den im Mors eschen Ansatz zu benutzenden Wert des Koeffizienten D. 
Gleichzeitig liefert (3j): 

<14, ß = 

Die Gestalt der Potential-Kurve (2) ist daraufhin bestimmt. Ihr schemati- 
scher Verlauf ist durch Fig. 57 dArgestellt. Die Unsymmetrie der Potential - 
mulde bei e = 1, deren Stärke durch den Zahlenwert von x geregelt wird, 
bedingt den anharmonischen Charakter der Schwingungen. 

Um die analytische Natur der in unsere Eigenfuiiktion eingehenden Poly- 
nome zu bestinunen, machen wir 

( 15 ) 
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wobei sich nach dem Vorstehenden Q als Pol 3 niom vom Grade v ergeben wird. 

Beim Einsetzen von (15) in (9) entsteht nämlich, wenn man die Beziehimgen (14) 

und (11) benutzt, nach Herausheben eines 

Faktors s eine Differentialgleichung von 

der Form der konfluenten hypergeome- i 

trischen Funktion, nämlich ^ 1 

(16) zQ" {2 OL + 1-^2 z)Q' + 2vQ = 0 . \ 

Sie wird integriert durch \ ^ 

(17) () == F(— 2a + 1, 2^). 1 

Dies bedeutet nach der Reihendarstellung | 

der hypergeometrisohen Funktion F in J ► 

der Tat ein Poylnom vom Grade v. ^ 

Das Resultat ist demjenigen beim ^7. Potential-Ansatz nach 

Kratzerschen Ansatz in Gl. (II. 11. 31) Morse für die Berechnung an- 
auch formal ganz ähnlich. Übrigens kann harmonischer Schwingungen einer 
man wegen (11) und (13) auch schreiben: zweiatomigen Molekel. 


-2i), 2zj. 


Als Lösung von (7) folgt hieraus 


<18) = 

wir haben noch ein Wort zu sagen über die angenäherte Berücksichtigung 
des Rotations-Terms. Ist j das Rotations- Quantum, so haben wir in Gl. (5) 
linker Hand das Glied aus Gl. (17) von S. 162 hinzuzufügen: 

i ö + 1) T. 


Es ist ersichtlich, daß beim Übergang zur Variablen y, Gl. (7), die dann ent- 
stehende Differentialgleichung nicht mehr exakt gelöst werden kann. Wir 
bemerken aber, daß für die Umgebung der Potentialmulde, d. h. bei Beschrän- 
kung auf kleine Schwingungen, annähernd q = 1 ist. Das von der Rotation 
herrührende Glied läßt sich dann angenähert durch 

ersetzen und mit der Konstanten A in der Klammer von Gl. (6) vereinigen zu 

. , iii + Dh^ 

2J ' 

Infolgedessen tritt auch in der endgültigen Formel (12) zu A das Glied hinzu: 

2J 


Das ist aber genau der Rotations-Bestandteil der Energie, wie wir ihn z. B. aus 
Gl (29) von 8. 166 her kennen. 
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10. Transformation der Wetlengleichung in allgemeine krummlinige 
Koordinaten, Elimination von Bedingungsgleichungen 
Zu Kap. II. § 12, Ql. [8] 


wir betrachten ein System von mehreren zunächst freien Massenpunkten. 
Ihre Koordinaten und ihre Massen m^ wollen wir durchnumerieren von 1 bis n- 
(n ist durch 3 teilbar; x^ bedeuten die rechtwinkligen Koordinaten des 
ersten Massenpunktes, — Wg die Masse des ersten Punktes usf.). 

Dann wird die Hamiltonsche Punktion H der Wellenmechanik aus Zusatz 4^ 
Gl. (15a) gegeben durch 


( 1 ) 




und das dortige Variationsprinzip schreibt sich : 

n 

(2) (5 1 H d T = 0, j dx = 1, d t == d . 

Der Vorteil des Variations* Prinzips besteht, wie in der gewöhnlichen 
Mechanik, in seiner Dnabhängigkeit von der speziellen Wahl der Koordinaten, 
wovon wir sogleich Gebrauch machen werden. Zuvor wollen wir aber noch die 
Koordinaten x^ ein wenig modifizieren, indem wir einfuhren 


(3) = ym,x.. 

Wir rechnen also jede Koordinate mit dem Gewichte \ Dies hat den 
Vorteil, daß sich das durch die kinetische Energie des Systems definierte n- dimen- 
sionale Linienelement ds^ in euklidischer Form schreiben laßt. Es ist ja 


(3 a) 

also mit ds® 
(3 b) 




dtl 


irJ 


Offenbar lassen sich in der w-fachen Mannigfaltigkeit der geometrische Ver- 
hältnisse wie ,, Orthogonalität“ oder „Äquidistanz“ einfacher ausdrücken als in 
der dagegen verzerrten Mannigfaltigkeit der x^. 

Von den gehen wir zu neuen krummlinigen Koordinaten q . über, indem 
wir setzen 

(4) I, = •••.?«)= f.te)- 

Die Umkehrung dieser Gleichungen möge lauten 

(4a) 

Wir bilden nun 


?t = % (^.)- 


d fp 
dx. 


= 2 

lk = l 






( 6 ) 
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mit der Abkürzung 

< 6 ) 




- 


ißt die i-te Komponente des Normal- Vektors zu den Flächen ==.Const 
(6a) qt,i = Gradf^fc, 

wobei die Gradienten-Bildung im euklidischen |^-Raum vorzunehmen ist. 

Aus (4 a) folgt durch Differentiation nach t mit der Bedeutung (6) von 

9k 9ki 

t 

woraus wir als zusätzliche Darstellung von entnehmen: 

<«b) 9t, = "■ 


Indem wir (5) aut der rechten Seite von (1) eintragen, entsteht 


0 ) 




1 


© 


-tS>' 


*, l 


kl {^y , 

'Hk ^9V 


y^9k ^9i 


(Grad Grad qi). 


liier ist gesetzt 

(8) 9‘' = S9*.9„ = 2;t, 

Wir iiberzeugen uns sodann, daß dieselben Koeffizienten auch in dem 
klassisch-mechanischen Ausdruck der kinetischen Energie auf treten, sofern wir 
denselben als Funktion der den Geschwindigkeiten ij kanonisch zugeordneten 
Impulse p bilden. Diesen Ausdruck wollen wir Tj, nennen, im Gegensatz zu 
dem als Funktion der Geschwindigkeiten q aufgefaßten Ausdruck T,]. Für 
letzteren folgt aus (3a) und (4) 


(9) 

mit 

( 10 ) 


~~ ~n^^9kl9k9l 


k, i 


9k i ^ 2- 




f''^9k ^91 

I’m andererseits den Ausdruck von Tj, zu bilden, differentieren wir (3 a) 
nach und erhalten wegen der Identität T = 


( 11 ) 




^9k d^i 


Indem wir {6 b) und die wohlbekannte Gleichung 
02) Vk = Tj 

l'eiiutzen, können wir statt (11) schreiben 
(l^®-) “ 2 9ki Pjfc* 
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Setzen wir dies in die Identität T = Tp ein, so Vgt 

(12 b) r,= Iss %i ^liVkVv 

i kl 

Der hier auftretende Koeffizient von ip^Vi ist nun, wie wir zeigen wollten, mit 
(8) identisch. Wir können daher auch schreiben 

(13) 2’, = i29“p,p.. 

Gleichzeitig sehen wir, daß wir die rechte Seite des Ausdrucks (7) erhalten, 
wenn wir in (13) p durch ö yfjdq ersetzen, was wir andeuten wollen durch 



Der Ausdruck (1) geht dabei über in 

(14) H = ä>T,( 9. ||) + Fv“. 

Wir gehen zu Gl. (2), d. h. zum Variationsprinzip über. Dabei werden wir 
als ursprüngliche Integrations-Variable statt der x ebensogut und bequemer 
die I benutzen können. Indem wir sodann die q statt der als Integrations- 
Variable einführen, haben wir zu ersetzen 


dt durch Ddq, = dq — Y[dqf^. 

*=1 ] 

D bedeutet die n-reihige Fimktional-Determinante 

... 

(15) D = 


dq, 

9qi 


9qn 
^9n i 


Dieser Faktor D tritt sowohl im Variationsprinzip wie in der durch Gl. (2) 
damit verknüpften Zusatzbedingung j d t = 1 hinzu ; der zu letzterer 
gehörende Multiplikator heiße W. Durch Ausführung der Variation erhalt man 
die Wellengleichung im allgemeinen Koordinaten: 


(16) 11’* S g" (P ^ + 2D (W - F) V = 0, 

WO ersichtlich in dem Ausdruck 



i 


d fp 


zu ersetzen ist 



t 
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Wir haben noch zu daß sich auch die Determinante D aus den gf* ^ 

berechnen läßt. Zu dem Zwecke betrachten wir neben D die , , inverse' ‘ Funktional- 
Determinante 


dq, 

3 5n 

af. ■' 

'■ dh 

dqi 

^9n 

öln ■ 



sowie ihr Quadrat und ihr Produkt mit D. Für das Quadrat erhält man nach 
dem Multiplikations-Satz der Determinanten (man multipliziere die Vertikal- 
Reihen miteinander): 

(18) D? = |9“|, 


also die .»Diskriminante“ A der quadratischen Form (13). Andrerseits zeigt 
man nach demselben Satz (man multipliziere die Horizontal- Reihen mit- 
einander): 


( 19 ) 


DDi 


100... 

010... 

001... 


und schließt aus (18) und (19) 


(20) 


D = 


_L 


Besonders einfach liegen die Verhältnisse natürlich bei orthogonalen Koordi- 
naten, also dann, wenn Tg in Gl. (9) nur die Quadrate, nicht die Produkte der q 
enthalt. Wir schreiben dann 

(21) = Y S 9ick fft I = 0- 
Dann folgt aus (11) 

(21a) Pk = 9 kk 9 >,• = Y S hl 

und aus (13) 

9kk 

Ferner wird 

2i = ns*‘ = (n»«)”'. D = (09«)+''". 

Die Wellengleichung (16) wird daraufhin z. B. im Falle von drei Freiheitsgraden: 

(22) \l9 ii9i3 1/'?ssJ(n 

<>9i’ 9ii oq^r Sij dq, 

+ H3 +^A9u9n9>, (W-V)v^O. 

Gleichung (16) mit dem Werte (20) von D ist bereits von Schrödinger') 
aufgezeigt und seitdem oft angewandt worden, nicht nur im Falle freier 


') Ann. d. Phys. 79 , 748 (1926), Gl. (31). 
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Partikeln, auf den wir uns bisher beschränkt tjjaben (keine Bedingungs- 
gleichungen), sondern auch im Falle gegenseitig gebundener Partikeln 
(v Freiheitagrade und n — v Bedingungsgleichungen). Wir wenden uns diesem 
zweiten Falle zu. 

Zunächst machen wir uns das Problem vom Standpunkt der klassischen 
Mechanik aus klar. Hier führt man statt der kartesischen solche krummlinigen 
Koordinaten 9i , ?v + 1 • • • di® Bedingungsgleichungen in der 

Schar : 

= const, X = v + 1, n 

enthalten sind. Die übrigen Koordinaten beschreiben dann die Bewegung des 
Systems auf der „Fläche“ (Hyperfläche). Das Vorhandensein einschränkender 
Bedingungen liefert für die klassische Mechanik zwei physikalische Aussagen 
(die lateinischen Indizes sollen im folgenden von 1 bis v laufen, die griechischen 
von V -f 1 bis w); 

(23) — const 

und durch Differentiation nach der Zeit: 

(23a) Qjt = 0. 

Auf Grund dieser beiden Forderungen ist es ohne weiteres möglich, die 
Differentialgleichungen der Mechanik von den überzähligen Koordinaten zu 
befreien. Die weitere Behandlung wird damit eine Angelegenheit der 
inneren Eigenschaften der Bedingungsflache. Wir wollen dies Ver- 
fahren zunächst unverändert auf die Wellenmeohanik übertragen. 

An die Spitze stellen wir die allgemeine n- dimensionale quadratische 
Form für die kinetische Energie (9), welche wir jetzt aber mit T* bezeichj||a 
wollen. Sie lautet ausführlich, aber unter Fortlassung der Summationszeichllb 
geschrieben 

(24a) = i 9*1 9* + i Sxl 9« 

Begeben wir uns auf die Bedingungsflache, so erhalten wir wegen (23 a) 

(24b) ~ \ dkl % kl' 

Nach der allgemeinen Impulsdefinition (12) ergibt sich für h ^ v sowohl 
aus (24a) wie aus (24b), wenn wir wieder (23a) berücksichtigen: 

(25) Pfc = fkiki mit Qki - fki' 

Die Bezeichnung haben wir eingeführt, um damit ausdrücklich auf die 
r- dimensionale Mannigfaltigkeit unserer Hyperfläche hinzuweisen. Für die 
Definition von hingegen {x > v) haben wir (24 a) zu verwenden. Wir erhalten : 

(26a) Vx = 9kxkk^^' 

Um sodann in Tj, umzurechnen, können wir entweder (24 a) oder (241)) 
benutzen. Im ersten Falle führen wir die Umrechnung vor der Festlegung auf 
die Flächen = const aus. Wir erhalten nach dem Vorbilde von Gl. ( 13 ) 

(26) T' = J /'ptP, + 9‘'pnPi + iäfyp,Pj. 
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Im zweiten Falle lösen wir zunächst (25) nach den q auf. Sind ^ die durch |/^j| 
dividierten Unterdeterminanten von 4^, so gilt: 

(27) = 

In (24b) einsetzend, erhalten wir 

(28) Tj, = 

Auf der Bedingungsfläohe müssen T* und T einander gleich sein. Ersetzen wir 
daher die (20) nach (25a) durch die q und diese nach (27) durch die pj^: 

(29) Vk = 

^o besteht die Möglichkeit, durch Koeffizientenvergleich von (26) und (28) 
zwischen den und den die folgende Relation festzustellen: 

( 00 ) + 

Es gilt daher im allgemeinen; 

gkl jkl^ 


Je nachdem wir nun die quadratische Form Tj, in (16) mit T* in (26) oder 
mit Tj, in (28) identifizieren, erhallen wir zwei verschiedene Wellengleichungen. 
Nur die im letzteren Falle entstehende (deichung gelingt der Forderung, allein 
\on den inneren Eigenschaften der Bedingungsflache, d. h. von den abzu- 
hangen. Dementsprechend postulieren wir als Wellengleichuiig im Anschluß 
an (28) 

(31) h‘‘ -.ß- f'D' +2D' (ir - l ) y, = 0, 

wö fy — ^ Diskrimmante der quadratischen Form (28) ist. 

Dies Verfahren ist aber vom strengen wellenmechanischen Standpunkt aus 
unzulässig. Die genaue Festlegung der Ortskoordinaten gemäß (23) hat wegen 
der ITngenauigkeitsrelation eine völlige Tmscharfe der dazu konjugierten Im- 
pulse p^ und damit der zur Folge. Wir können also Gleichung (23 a) nicht 
nu'hr exakt aufrechterhalten, wenn wir (23) fordern. 

Wir müssen mis daher nach einem anderen Verfahren umsehen, um zu einer 
\))ii den überzähligen Koordinaten q^ unabhängigen Wellengleiohung zu ge- 
langen. Dazu betrachten wir die vollständige n-dimeiisionale Schrodinger- 
(ileichung (16), in der jetzt Tj, durch 7’* aus (26) ersetzt ist. Wir ordnen sie 
nach den freien Koordinaten qj^ und den überzähligen q^ und erhalten 


(32) ftsj !?_Dgr*'U-+ ß Dg- 
^dq. dqi d qt 


d d ^ w/ d , d d 1 


-f2D(W- t^i-F2)V' = 0. 


Hier haben wir die potentielle Energie T’ in zwei Teile, Ei und Ej, zerlegt. 

»oll ein Sperrpotential sein, welches dafür sorgen soll, daß nur auf der Be- 
dingungsfläche — Cx Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Null verschieden 
1»' Damit das erreicht wird, muß \\ auf der Bedingungsfläche eine unendlich 
hmale Mulde besitzen. Die Tiefe dieser Mulde muß unendlich groß sein, denn 
Soraraerfeld, Atombau. II.* 49 
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sonst würden wegen des Tvmneleffekts inmier einige Teilchen die Pldohe 9» “ <!„ 
veilaesen. Vj soll hingegen ein langsam veränderliches Potential im üblichen 
Siivne eein. ^ 

Wir versuchen nun (32) durch einen Produktansatz ; 

(33) V = Vi (9k) V> (9x) 

zu befriedigen, v« "wird dabei im wesentlichen durch das Sperrpotential F, be- 
stimmt sein; es gilt also 


jy, = 0 für q, + 

(^^) 1^8 = 00 für g, = c,. 

Die Ordnung des tJnendliohwerdens ist natürlich so zu wäMen, daß die Norm 
von v% endlich bleibt. Vi hingegen wird sich als langsam veränderliche Funktion 

Damit die Separation (33) möglich ist, müssen offenbar die Glieder in (32). 
die sowohl d/dq^ wie d/dg, enthalten, verschwinden. Wir verlangen also 


(35) 9*' = 0- 

Dies bedeutet nach (8), daß die Flächen g^ = Const auf den Flächeng, = Const 
senkrecht stehen sollen. 

Bei geeigneter Wahl von F,, vgl. die späteren Beispiele, können wir jetzt 
die Gl. (32) in zwei Bestandteile separieren; 


(36) 

(37) 


fts d- 2D(tV, - F,) Vi = 0, 

dg* dqi 

fts Dg“^ -h 2 D (Ws - Fj) % = 0 
dg, dv* 


mit 

w = TF, -t- TF,. 

Dabei können wir in (36) die überzähligen Veränderlichen g, durch ihre auf der 
Bedingungsfläche gültigen Werte o, ersetzen. Der Fehler, den wir dadurch für 
begehen, spielt keine Bolle, da für g, + c, die Gesarnteigenfimktion 
wegen des Faktors v»s (9x) sowieso verschwindet. (36) beschreibt also le e- 
wegung des Systems auf der Bedingungsflache, (37) liefert beUebig sctae 
Oszillationen relativ zur Bedingungsfläche, die wegen der Ungenauigkeits- 
relation notwendig hinzukommen. 

Im folgenden wollen wir uns nicht weiter um die kemeswegs einfachen 
Bedingungen für die Möglichkeit dieser Separation») kümmern, sondern nur 
die Frage untersuchen, ob Gl. (36) identisch ist mit der nach der Vorschrift von 
Schrödinger aufgestellten Gl. (31). Für die Übereinstimmung müssen wir 


fordern : 

(I) 

(H) 

bis auf einen von 


jkl = gkl^ 

T) - D\ 

unabhängigen Proportionalitätsfaktor. 


B Vgl. hierzu H. P. Robertson, Mathem. Ann. 98, 749 (1928). 
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1 n 1 • . , , ® ^^6 der Qi^ ^ gefordert hätten. Wir zeisren aber 

daß Jeses aus jenem folgt Die , sind ja gegeben durch die UnterdeterLnanten 
der 9* die aus dem vollständigen n-dimensionalen Schema der j*™ dadurch 
entstehen daß man darin die fe-te Zeile und die «-te Kolonne streicht. Dieses 
Schema hat wegen (36) die folgende Gestalt: 


( 38 ) 


0 

0 


Bei der genannten Streichung bleiben die Nullen im unteren linken Felde er- 
halten und bewirken das Verschwinden der fraglichen Unterdeterminanten. 
Wenn die Bedingungen (35) allgemein erfüllt sind, ist also auch der Forderung 
(I) genügtu. 

Zn(U). Die Diskriminante A der n-dimensionalen quadratischen Form (26) 
zerfällt nach (38) in das Produkt der beiden Determinanten und 1^‘^i. 
Für erstere können wir auf unserer Bedingungsfläche mit der bei (31) gebrauchten 
Bezeichnung zl' schreiben : - |/*^1 A\ Es ist also 


A A'\g><^\, 

Hieraus folgt nach (20): 

(39) D = -SL. . 

Damit D längs der Bedingungsflache durch D' ersetzt werden kann, muß also: 

\g^^\ unabhängig von sein. 

Wir erreichen dies durch die etwas schärfere Forderung: 

(40) g*^ unabhängig von 

Wenn (40) erfüllt ist, verlaufen die unserer Bedingungsfläche benachbarten 
Flachen =- Const zu dieser äquidistant. Das von uns postulierte Sperr- 
potentional l\ muß dann aus Separationsgründen eine reine Funktion der q^, 
unabhängig von den sein, so daß die Potentialmulde, in der die Oszillationen 
nach (37) verlaufen, überall gleiche Breite hat. 


Beispiele. 

1. Der Rotator im Raum. Wir haben diesen in Kap. I, S. 137, so be- 
handelt, daß wir die Wellengleichung in räumlichen Polarkoordinaten anschrieben 
und darin r = a, djdr = 0 setzten. Zur Begründung dieses wellenmechanisch 

^) Forderung (I) verlangt viel weniger als (35), nämlich nur das Ver- 
schwinden der längs der Bedingungsfläche, nicht wie (36) im ganzen 
Konfigurationsraum. Dieses Verschwinden kann man erreichen, ohne Abände- 
rung des Verlaufs der q;t*Linien auf der Bedingungsfläche durch bloße Verfügung 
über die noch weitgehend willkürliche Fortsetzung der g;t-Fläohen außerhalb 
4er Bedingungsfläche. Die Forderung (I) ist also immer erfüllbar, auch 
4ann, wenn man die Gültigkeit der Gl (35) im Konfigurationsraum nicht 
cirekt nachgewiesen hat. 


49 * 
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zuiÄchst bedenklichen Verfahrens verwiesen wir auf unseren , gegenwärtigen 
Zusatz 10. Wir haben uns also zu überzeugen, daß unter den früheren Ver- 
hältnissen unsere jetzigen Bedingungen (1) und (II) erfüllt sind. 

Die Rolle der spielen in unserem Beispiel die Winkel (p, die der der 
konstant zu setzende Radius r. Die quadratischen Formen T* und aus (26) 
und (28) lauten 

(«) 2 ,n r; = 1 4 + vj. 


m 


2 m = 




sin^ 


Das Koeffizienten- Schema der wird also (vom Faktor 2 m abgesehen): 


(43) 




0 

0 1 


mit /*■' 


i,T 0 


0 


Hin-^ 


Daß in der linken oberen Ecke von (43) die d. h. die Koeffizienten der 
Form (42) auf treten, entspricht unserer Forderung (I). das Auftreten der 1 in 
der rechten unteren Ecke bedeutet, daß die Bedingung (40), also auch unsere 
Forderung (II) erfüllt ist. Wir waren also berechtigt, die Wellengleichung des 
Rotators, Gl. (18) von S. 37, nach der Schrödingerschen Vorschrift, Gl. (31) 
dieses Zusatzes, zu bilden. Das hinzuzudenkende Speirpotential ist wie in (35) 
als reine Funktion von r anzusetzen, wobei die A(]uipotential-Flachen 
= const äquidistant werden. 

2. Das ebene Kepler-Problem. Dieses wurde im ..wellenmechanischen 
Ergänzungsbande’ ‘. S. 80, in den Zylinder- Koordinaten r. </ . c behandelt, wobei 

i) 

die Bedingungsgleichung — Const, — = 0 lautete. Es war also qy_ “ z, 

(f z 

qj^ = r, 9?. An die Stelle des Schemas (43) tritt daraufhin 


(44) 


9 


ro 
0 1 


mit 


11 01 


Den Forderungen (I) und (11) ist abermals genügt . Das Sperrpotential hat die 
Form Fj (r), und die Wellengleichung wird nach (31) oder (36): 

] d 


(46) 


r dr 


(r^) + - 


(92 yr 2m 


0 . 


Man könnte aber auch daran denken, dasselbe Problem m räumlichen 
Polar-Koordinaten zu behandeln mit der Bedingungsgleichung 9^ = 0 (Be- 
wegung in der durch d - 0 und 9 — n begrenzten Halbebene). Die Koordi- 
naten q^ wären dann mit r, 0 zu identifizieren und die überzählige Koordinate 
mit 93. Statt (42) ergibt sich daim 

2m Tp = p‘ + ^P,?. 


(46) 



10.61a Wellengl. in krummlinigen Koordinaten, Bedingungsgin. 
und das Koeffizienten- Schema (43) ist folgendermaßen aufzuspalten: 
(47) 


sin ^ [or ' 
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fl 

0 1 

mit /*' = 

1 

0 

= 

0 

"V 

0 

1 


sin* ^ 


r* 


Jetzt ist zwar der Forderung (I), nämlich ^ genügt; auch läßt sich die 
jetzt maßgebende Wellengleichung: 


3^ -r ^Sind||-f^ ~^(W- 


durch Einführung des Sperrpoteniials 

(48) 


^ <P (y) 

^ sin^ ^ 


separieren in 
d 


d V’i 


(49) ^ sin » ^ » ,2 # (|y _ = q 


sin^ ' 


(60) 


(fXX = 


V’i 

(A Separations- Konstante) und in 

2 m . ^ ^ . 

'cV ~ *2 ® 0>) V>a + •! V ’2 = 0; 

aber die (il. (49) ist durchaus verschieden von (45). Der (irund ist der, daß 
unsere Forderung (II) nicht erfüllt ist. In der Tat widerspricht die aus (47) zu 
entnehmende Bedeutung von nämlich 

1 

r*-* Hin /> ’ 

der in (40) verlangten Fnahhangigkeit von den (hier von r, 0). Dement- 
sprechend' sind auch die aus (48) folgenden Äquipotentialflächen nicht äqui- 
distant: die Potentialmulde 
flache verschiedene Breite. 

Wir sehen daher Gl. (49) als unzulässige Formulierung des ebenen Kepler- 
Problems an und erkennen an diesem Beispiel die Bedeutung unserer Forde- 
rungen (I) und (II). durch welche das von Schrödinger angegebene, der all- 
gemeinen Mechanik nachgebildete Verfahren in Gl. (31) zu präzisieren ist. 

3. Die Rotation des starren Körpers. Im Anschluß an Kap. II, § 12, 
benutzen wir als unabhängige Koordinaten der drei Rotations-Freiheitsgrade 
etwa die Eulerschen Winkel, vgl. ihre Definition auf S. 158. Die Starrheits- 
hedingungen zwischen irgend zwei Punkten und des Systems schreiben 
wir in der Form: 

O'^l) qrnn ^ ~ + {Um - Vnf + — zj- - Const 

und führen die als tiberzahlige Koordinaten ein. Der im ^-Raum gebildete, 
Ul Gl. (8) gemeinte Gradient einer dieser Koordinaten hat sechs von Null ver- 
schiedene Komponenten; es ist nämlich 

( Grad e.t = 0, 0. 0 ^ (*, - **), — (j/,. - y^). 


Z— (*. - H)> 


-2 


Vm, 


(«( - ■2*). 


- Vk)’ 




(51a) 
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Die in (40) vorkommenden gf* ^ ergeben sich von da aus zu : 
= (Grad Grad QiJ 

(0, wenn i, fe, I, w voneinander verschieden. 






i = I 
m 


und sind unabhängig von den , wie es Gleichung (40) verlangt (Konstanz der 
Abstände und Winkel!). 

Unsere Forderung (II) ist also erfüllt und wir können das zu den Starrheits- 
Bedingungen gehörende Sperrpotential U j als reine Funktion der Koordinaten (51) 
annehmen. Es ist in diesem Falle oline weiteres anschaulich, daß die Oszillationen 
um die Bedingungsfläche unabhängig von der Lage des schweren Körpers im 
Raum, d. h. von den Eulerschen Winkeln verlaufen. 

Daß auch die Forderung (I) stets erfüllbar ist, wurde allgemein in 
Anm. 1 S. 771 hervorgehoben. Wir waren also berechtigt, die Wellengleichung 
des Kreisel-Moleküls in (II. 12. 8) nach der Schrödingerschen Vorschrift (36) 
anzusetzen. 

Wegen genauerer Durchführung der in diesem Zusatz aufgeworfenen Fragen 
vgl. man zwei Arbeiten von H. Welker^). 


11., Zum Beweis von Schwerpunkts-, Flächensatz usw. In Kap. III, § 2 

Wir gehen aus von den Ausdrücken (Id), (11 d), (III d) von S. 173 und zeigen, 
daß die Indentitat gilt: 


jMgradtt* -h Zltt’*‘gradw — div 2. 

Hier ist T ein symmetrischer Tensor^) mit den Komponenten 
du du* du* du . . 

(2) '^ik == * fc ^ dx^ ’ 

i, k, j haben die Zahlenwerte 1, 2, 3, wobei ^ x, = y, x^ = z zu denken 
ist. (5ifc ist der bekannte Einheits-Tensor, div T meint einen Vektor, dessen 
i- Komponente gegeben wird durch 



also nach (2) durch 

du ™ u* d w* ^ d^ u ^ d^u 
öx^ ^ dxl ^ dx^dxj, 


du* d^u* d u 

dVf, ^dXi dxj^ dXf^ 


d 

dXi 


_ du du* 

Xu dxj^ 


1) Mathem. Ann. 113, 304 (1936) und ZS. f. Phys. 101, 95 (1936). 

*) Unser T hängt enge mit dem von Schrödinger, Ann. d, Phys. »ä, 
oßR M(ion\ oirsrtafnVirfAn TfiTiBor Ä Zusammen. 
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Im letaten GUede haben wir wegen der Bedeutung von da ersetzt 

dx/ 

und haben fto den in (2) benutzten Summations-Index j bequemerweise k 
geschrieben. Ausführung der Differentiation in diesem letzten Glieds zeigt 
unmittelbar, daß es sich gegen die beiden vorangehenden Glieder hebt. Die 
beiden ersten Glieder sind aber identisch mit der i-Komponente der linken Seite 
von (1). Hiernach ist Gl. (1) bewiesen. 

Damit ist aber auch gezeigt, daß der Ausdruck (Id) von S. 173 verschwindet, 
was, wie wir sahen, zum wellenmechanischen Schwerpunktssatz führt. Denn 
CH gilt ersichtlich, bei Streichung von Oberflächen- Integralen, die sich auf das 
T Unendliche beziehen: 

(3) jdiv Tdr = 2 = 0. 

Sodann betrachten wir den Ausdruck (II d) von S. 173, dessen Integral 
sich nach (1) schreibt 

I = J[t,div T]dr. 

Indern wir die durch die Indizes i k gegebene Komponente des Vektorproduktes 
betrachten, erhalten wir + 



Bei Ausführung partieller Integrationen verschwinden alle Terme, ftir die nicht 
1 — % bzw. j — k ist. und es bleibt: 

(4) 1 = -r.^idr^o 

wegen der Symmetrie des Tensors T. Somit ist auch gezeigt, daß der Aus- 
druck in (II d) von S. 173 verschwindet, was, wie wir sahen, die wellen- 
mechanische Gültigkeit des Flächensatzes zur Folge hat. 

Wir kommen zu dem in (III d) a. a. 0. vorkommenden Integral : 

(B) ~ ^ 

Dies reduziert sich bei partieller Integration auf 


S rr, , du du* 0^-1 du du*\ 

T^dr ] P S ää, Ö®,. “ 2 

“ + J S Ist ^ - J “ ^ ^ - J 


Hiermit befinden wir uns in Übereinstimmung mit unserer Angabe über (III d) 
in der letzten Zeile von S. 173, welche auf den Virialsatz der Wellenmechanik 

fuiirte. 
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12. Ergätizttfigen zu den Sitzen über die Drehlmpuls-Operi^oren. 
Zum SchluB von Kap. 111, § 3 


Es handelt sich hier um die Eigenwerte der Operationen 851, und 3(R*, die, 
wie wir 1. c. sahen, gleichzeitig diagonalisiert werden können. 

Dazu betrachten wir unser System von N Elektronen in einer beliebigen 
Konfiguration und unterwerfen es einer virtuellen Drehung als 

Ganzes, unter Festhaltung der gegenseitigen Entfernungen der Elektronen 
und ihrer Abstände vom Kern. Wir zeigen, daß die virtuelle Änderung, die y 
dabei erleidet, gerade durch den Operator 80fl gegeben wird, daß nämlich gilt 

(1) i5 v = j y) V- 

y ist der Winkel der virtuellen Drehung. Erfolgt diese z. B. um die 2-Achse, 
so bedeutet (5k eoviel wie Dabei zerlegt sich wie auf S. 179, 

Gl. (17), in die von jedem einzelnen Teilchen herriihrenden Beiträge: 

(2) = h ^ 

Um (1) einzusehen, schreiben wir die Änderungen der Koordinaten Xj^ yj^ 
bei unserer Drehung i) um die 2-Achse hm : 


(3) 




— .'/Jt A r, A //t - + A r, = 0 


UuP^bilden den Beitrag des Ivten-Teilchens zu 


(4) '5 .S -5 + gj- - Ä -■ 


d y.1 


t) 


Dies ist aber nach (2) nichts anderes als 


d rp 


' d X}, 




d yi 

hk 


A y- 


Durch Summation iiber alle Beitrage entsteht dann Gl. (1). 

Wir Wüllen aber weiterhin die Operatoreii 2k nicht durch die 3 iV Koordinaten 
der Teilchen des Systems ausdrticken, sondern durch die drei Koordinaten, die 
den drei Freiheitsgraden des als starr gedachten Punktsystems entsprechen. 
Als Sülche wählen wir, wie in Kap. II, § 12, die Eulerschen Winkel /), (p, x 
(/7 = Drehung um die ,, Knotenlinie“, 9 ? == Drehung um die ,, Vertikale“ oder 
2 :-Ach 8 e, X ■- Drehung um die ..Figurenachse“ oder Z-Achse). Da die Lage jedes 
unserer Punkte Xj, Zj^ durch die /> (f x ausgedriickt werden können, dürfen 
wir schreiben: 

(5) V {Xk^ >lk< h) ^ 

Bei unseren virtuellen Drehungen gilt dann : 

öW dW 

Speziell bei der Drehung um die s-Achse ist A /> — 6 x ^ stimmt das 

in (1) vorkommende Ay mit A 9 ) überein. Wir haben also nach (1), ( 6 ) ünd (9) 

n 
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8»tM über die Drehitnpuls-Operatoren 

W*' ^ Ganzzahligkeit 

f ’!? T“' V geschrieben hfben, 

ieutenc w an, ^ w <he Bewegungsfreiheit unseres Punktsystems durch di 
Bedingung der Starrheit be«chränkt haben. 

Wir müssen anderseits W, v «nd SR. v in den Eulerschen Winkeln 
^drucken Daiu bedürfen wir einer kinematischen Vorbereitung. In Kap. II, 

§ 12, W. (3a, b c) sowie Pig. 14a, b haben wir die Winkelgeschwindigkeit» 
terlegt einerseits nach den mitbewegten Achsen X Y Z, andrerseits nach den 
■Achsen der Eulerschen Winkel: Knotenlinie, Vertikale und Figurenachse. 
Die betr. Komponenten waren 

einerseits andrerseits 

(f)yO>ya)2: i- 

Wir wollen jetzt vj zerlegen nach den raumfesten Achsen xyz und 
(»y. (»y e>jj ausdriicken durch />, qt, j(. 

Hierzu dienen die Fig. 58a, b, Fig. nSa zeigt, ebenso wie Fig. 14a, die 
Ebene durch die ,, Vertikale“ (2‘Achse) und die .»Figurenachse“ (Z-Achse). 


7/ 


lcos' &\y ^ 

\sin^ Homonfalebene 
Fig. 58 a. Projektion des Dreh- 
vektors u) — <p x) die 
Vertikale ( 2 - Achse). 


^urder_ 


H 


•Z~ Ebene 


9 

t-A 

9-^\ 


Knotenlmie 

Fig. 581). Projektion des Dreh- 
vektors o) in die Horizontalebene 
(j’, ^-Ebene). 


In ersterer liegt, die Drehgeschwindigkeit y, in letzterer die Drehgeschwindig- 
keit x'^ die Komponente \) liegt in der Knotenlinie, steht also senkrecht zur 
Zeichenebene. Die Projektion des Drehvektors auf die ^-Achse wird also 
(8a) Wj ~ 9 ? + cos )'>. 

ln Fig. 58a haben wir außerdem die „Spur der Horizontalebene“ eingezeichnet. 
Die Projektion des Drehungsvektors auf diese ist 

c), — % sin /?. 

l'ig. 58 b stellt die Horizontalebene dar, mit der Spur der Zeichenebene von 
Pig. 58a, der ,, 2 — Z-Ebene“. In der Zeichenebene von Fig. 58b liegt die Kom- 
])onente iJ des Drehung^s Vektors, in Richtung der Knotenlinie, d. h. senkrecht 
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zur genannten Spur. Die Projektion des Drehvektors o) in die Horizontalebene 
wird daher 

( 8 b) o)jf = »7* -f sin* ß i*. 

Was wir gegenwärtig brauchen, sind aber die Projektionen von oj auf die 
Achsen x und y, die, vgl. Fig^. 58b, mit der Knotenlinie die Winkel (p und (p — nji 
einscbließen. Diese Projektionen sind: 

i Wjp = cosqt) /> + sin 9 ? sin #7 
oiy — mxi(p ß — cos sin <7 

woraus sich durch Quadrieren und Addieren natürlich wieder ( 8 b) ergibt. 
Beim Vergleich von ( 8 a, b, c) mit den früheren Gin. (3a, b, c) von S. 160 bemerkt 
man übrigens, daß beide miteinander identisch werden bei Vertauschung von cp 
und X- 

Wir gehen von den Drehgeschwindigkeiten . . . ß . . . über zu den virtu- 
ellen Drehungen ö . . . ö ß . . . und schreiben ( 8 a, c) dementsprechend um in: 

{ S y^ = cos <p ß ß 4- sin tp sin ß ö x^ 

() yy = sin (p öß — cos (p sin ß ö 

ßyz = ß(p + v.osß i) X- 
Einsetzen in Gl. (1) ergibt: 

( 10 ) ö fp — öW = ^ { (cos (p SKjc + sin tp 307^) ß ß 

-f (sin ß (sin (p 971a. — cos f 9(11^,) -f cos ß 971^) x + <5 90 } . 

Wir vergleichen dies mit ( 6 ) und haben wegen der Willkür von «5 ß, ö x, <5 9' 

cos <p 971a: + sin 9 ^ 9Jly = j . 


1 ß (sin (jp 97?a. ■ 


öß ’ 

• cos (p 97ly) — ~ ~ — cos ?7 971- • 

^ % ox 

% d(p 

Die letzte Gleichung ist uns bereits aus (7) bekannt. Die beiden ersten schreiben 
wir, nach Einsetzen von 9712'. 

I cos 9 ) 9Jla. 4 sin 9 ? 97ly = ~ ^ , 

sin y an, - cos v sm, = i ^ - «tg # • 

Hieraus folgt durch Zusammenfassung mit 4i 

und durch Multiplikation dieser beiden Operatoren mit Rücksicht auf (III. 3. 33) 


2n,TtOT„ = 4- la“« ±-. , 

* ' ^ t Id# sm i 


(12) - i (971* 4- 971J) 


d#2 + 


sin^ ß ( 


d* 

d V* 


2 OOS # 


__d 2 

dy d < 


•f cos’ 
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Sodann wegen (7): 
<13) = 




dx ö (p d (p* 


Wir wissen aber aus der zweiten Gl. (35) von S. 184, daß für unser y di© Eigen- 
werts-Gleichung gilt: yf — A tp. Sie besagt nach (13) das Bestehen der 

folgenden Differential- Gleichung für yf: 


1 I 

sin^ d^xdx'^ 




Diese Gleichung ist identisch mit Gl, ( 8 ) von S. 161, wenn wir dort setzen 
J ~ K und 2 J W ~ A. Daraufhin entnehmen wir aus Gl. (21) von S. 163, 
wenn wir jetzt statt j lieber L schreiben, 

(15) /1-L(L + 1)ä2. 

7v ist dabei, ebenso wie das frühere 'j, eine positive ganze Zahl, die ,, Azimu- 
tal- Quantenzahl“, die aber nicht, wie das Schrodingersche l dem einzelnen 
Elektron, sondern dem System der N Elektronen zugeordnet ist. Man kann sie 
auch die totale Umlaufs- Quantenzahl nennen, da sie mit dem Umlaufs- 
Moment fiir sämtliche Elektronen zusammenhangt. In die Spektroskopie 
ist diese Quantenzahl zuerst von Russell und Saunders. vgl. Bd. I, S. 478, 
eingeführt. 

Das Verfahren dieses Zusatzes entspricht durchaus der Ableitung der 
riachensatze in der gewöhnlichen Mechanik aus dem ,, Prinzip der virtuellen 
Arbeit“ bei einem Punktsystem mit nur inneren Kräften, Auch dort führt man 
eine virtuelle Drehung des Systems aus, bei dem die Konfiguration als 
starr gedacht wird, trotzdem das System beliebig in sich beweglich sein kann, 
und schließt aus dem Verschwinden der virtuellen Arbeit auf die Konstanz des 
Drehimpulses um die Achse der virtuellen Drehung. Der Unterschied ist nur der, 
daß in der Mechanik der Drehimpuls nach Richtung und Größe konstant 
wird, oder, was dasselbe bedeutet, daß die drei Komponenten äUj. 
unveränderliche Werte annehmen. Dagegen muß in der Wellenmechanik die 
Aussage der Konstanz beschrankt werden auf eine dieser Komponenten und 
auf die Quadratsumme äR*. weil nur diese beiden Größen nach S. 184 gleich- 
zeitig mit H, dem Hamilton- Operator, vertauschbar sind. 

Im speziellen betrachten wir schließlich den viel einfacheren und für die 
Wellenmechanik besonders wichtigen Fall eines Teilchens P (Kepler-Pro- 
blem!). Da man hier die ,, Figurenachse“ durch P legen kann, verliert der um 
die Figurenachse gezahlte Eulersche Winkel x seine geometrische Bedeutung, 
und es muß in allen Formeln werden 

0 


Jbe beiden anderen Eulerschen Winkel 0, 9 ? werden gewöhnliche PolarwinkeU) 
des Punktes P im Koordinaten- System (r, fi, tp). 


^) Um mit der üblichen Definition derselben in Einklang zu kommen, 
haben wir das bisherige 9? mit 9? 4* nß zu vertauschen, vgl. Fig. 68 b, was 
in den Gin. (16) geschehen ist. 
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Wir schreiben jetzt in tybereinstiirtmung mit der Definition von 9 W in (2) : 
SU =s [r grad], 


wo r der Radiusvektor nach P ist. Aus ( 11 ), ( 7 ) und ( 13 ) erhalten wir dann 
wegen ( 15 ) 

- sin 99 — - cos 99 ctg d , 

CMT O 99 

d . . n d 

. cos 99 ^ — sm (p ctg d- ^ , 

' " d§ ' ° (p 

ö 


(16) 


( 17 ) 


[r grad] == 




[t grad]2 + ütg gjjjs ff e<f^’ 


. J - JL 

sin d d# 


^sin d 


dd 


1 d2 
sin*^ d (p'^ 


Natürlich lassen sich diese Formeln, ohne den I^mweg über die E ul ersehen 
Winkel, einfacher direkt ableiten. 


p/-p 0 

Fig. 59 a. Pj entsteht aus P durch 
Spiegelung am Nullpunkt 0 (Operation y). 



Fig. 59 b. Pj und P.^ entstehen aus P 
durch Spiegelung an den Achsen 
und A2 (Operationen cTj und Pjg 
und P21 durch zweimalige Spiegelung 
(Operationen und o,). Damit 
P12 und P21 diametral liegen (o", Uj 
= — «yjUj), muß der Winkel a zwischen 
Al und A2 gleich :ji /4 gewählt werden. 


13. Zwei- und vierreihige Ma- 
trizen. Darstellung der hyper- 
komplexen y-Einheiten durch 
Matrizen. Zu Kap. IV, § 5 

Fm der reichlich abstrakten 
Matrizen- Rechnung eine konkrete 
Unterlage zu gelien, fuhren wir die 
Matrizen zunächst als geometri- 
sche Operat ionen ein, die wir auf 
gewisse Hilfsvariable x ausiiben, und 
richten diese Operationen so ein, daß 
sie bei ihrer Zusammensetzung die- 
selben Eigenschaften besitzen, wie 
wir sie von unseren 7-Einheiten ge- 
fordert haben. Wenn wir das erreicht, 
haben, sind die in Matrizenform ge- 
schriebenen Operationen ein voll- 
gültiger Ersatz der y, d. h. wir haben 
unsere 7 durch Matrizen dargestellt. 
Vorab. sei bemerkt, daß die hierbei 
zu benutzenden Hilfsvariablen / 
nichts mit den Raum-Zeit-Koortli- 
naten der Relativitätstheorie zu tun 
haben. 
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Wir beginnen mit dem trivalen Fall einer Einheit y und einer Variablen x. 
y hat dann nur der einen Forderung zu genügen — 1. Wir folgern daraus 

y = ±1. 

Fassen wir y als Operator auf, der auf x auszuüben ist, so bedeutet 
yx — X die Identität, yx — — ic die Spiegelung am Nullpunkt, 
die den Punkt P in Pj = — P überführt, vgl. Fig. 59 a. 

Sodann betrachten wir den Fäll zweier Operationen, die wir aber, um 
mit Früherem in Einklang zu bleiben, nicht y^ y^, sondern Oj nennen wollen, 
und zweier Variabein x^, x^. Die sollen denselben Forderungen -ge- 
nügen, die wir an die v, Vo stellen, also 

Oa) OjOj = - (Ib) o? = ol = 1. 

Wir wählen, um (la) zu erfüllen, und als Spiegelungen, als Spiege- 
lung an einer Achse ^4^, als welche wir die iTi-Achse nehmen können, Og als 
Spiegelung an einer Achse A ^ . die mit .4 ^ den Winkel a bilden möge {vgl. Fig. 59b). 
fTi verwandelt einen beliebig angenommenen Punkt P in Pj, rr^ denselben 
]*unkt P in P^. Der kombinierten Operation (Tj (erst Og, dann Oj) entspreche 
der Punkt P^^, der Kombination Oj der Punkt P^^. Wir schreiben die Winkel 
auf. unter denen diese Punkte, von der J^j-Achse gezahlt, liegen, wobei y der 
zum Ausgangspunkt P gehörende Winkel sein möge: 

^ ^2 

- <p (f 4- 2{ai- <p) - (p - 2 {r - q^) - 7 ) 2 (a + 7 )) 

J)ie Forderung (la) ist glei(‘hi>edeutend damit, daß P^^ und P^i zueinander 
diametral hegen, ihre Winkel sich also um n unterscheiden sollen. Das besagt : 

- 7’ + 2 (a -f- 7 >) + + 2 (a 7 O 4 a ± -t. 

Pie Achsen Aj und Aj müssen also miteinander-einen Winkel vot| 45" 
lulden. Unser Resultat ist eindeutig bis auf eine gememsame DrehÜfc^ der 
Achsen in ihrer Ebene und abgesehen davon, welche von beiden wir oder 
nennen wollen. Auch die Bedingungen (Ib) sind offenbar bei unseren Spiege- 
lungen erfullt. 

Unser Resultat erinnert an die Symmetrie-C'haraktere der Kristallographie. 
Sprechen wir von einem ,, zweidimensionalen Kristall mit quadratischer Elemen- 
tarzelle“, so sind dessen Symmetrie-Elemente: Spiegelung an den Seiten und 
Spiegelung an den Diagonalen des Quadrates. 

Wir schreiben jetzt die linearen Transformationen auf, die den Opera- 
tionen (Tj und Oj entsprechen. Xj, Xj seien die Koordinaten des Ausgangs- 
punktes P, x'i, Xj die des transformierten Punktes Pj bzw. P^. Wir haben 
CI sichtlich in üblicher schematischer Schreibweise: 



( 


1 ^1 

Xi 

( ! 

Xi 

Xa 

; 2 ) 



1 

0 


0 

1 


1 

xi 

0 

- 1 

1 Xi 

1 

0 
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Welches Schema entspricht dann den Folgen Oj öTj und o, Oj ? Wir unter- 
suchen dies zunächst an den allgemeinen Transformationen 




»9 

( 

1 ^1 

Xj 

»i 


»12 


1 ^11 

^12 

xi 


»2 2 

1 

xi 1 bj j 

^9 2 


Wir wenden also, um ^ ß zu bilden, auf den schon durch ß transformierten 
Punkt x[, Zj die Operation A an und erhalten einen Punkt Xj, Xg, nämlich: 

Xi = Xj -j" ^2 " ^11 (^11 “b ^12 ^2) “t“ ^12 (^21 ^22 ^2) 

— (ttii + «la ^8i) -f (^11 bia + 012 ^22) ^2> 

X2 — ftai ” 1 ” ^22 ^2 ~ ^21 (^n ^12 ^2) ^22 (^21 ^22 ^2) 

— («21 ^11 "1“ ®22 ^21) (^21 ^12 ®22 ^22) 

Das Resultat ist die S. 190 definierte ,,Matrizen-Multiplikation“, nur hier über- 
tragen von den unendlich -gliedrigen auf die zweigliedrigen Schemata. Die 
,, zusammengesetzte Matrix“ AB wird also gebildet nach der Regel: Zeile von A 
X Kolonne von ß und wird dargestellt durch das Schema (k ~ 1, 2): 



[ 

i Xj Xj 

AB 1 



2 “iJfc 


[ xi' 


2 


Angewandt auf unsere Operationen Oj und Og ergibt die Regel offenbar, wenn 
wir weiterhin die Variablen x fortlassen : 


( 3 ) 


(Tj CTg — 


10 11 

1 

o 

o 

1 

o 

II 


wie Gl, (la) forderte und wie wir bereits in Fig. 59b festgestellt haben. 

t (Tj, Og nehmen wir die (ebenfalls auf 1 normierte) Operation Og = i ctj 
rir setzen also mit Rücksicht auf (2) und (3): 


1 0 

!0 11 

0 i 

0 -1 ’ 

II 

o 

"»= -iO 


Diese drei Operationen erfüllen für jedes Paar von Indizes k, l die Bedingung 


(4a) (ijaj = - 0 , 0 ^, (4b) a} = 1. 

► 

Infolgedessen sind diese ü isomorph mit unserem Spinoperator o von S. 221 
und unterscheiden sich nach Gl. (7a), S. 240, von den Quatemionengrößen i, j, k 
nur durch ihre Normierung. Nehmen wir noch dj^ ,, Einheits-Matrix“ 


(4c) 


1 = 


] 0 
0 1 


hinzu, so haben wir in (4) und (4c) eine Matrix-Darstellung der vollständigen 
Quaternionen- Gruppe. 

Es ist interessanii zu bemerken, daß es im Gebiete dreier Variabler Matrizeri 
des Von uns geforderten Charakters nicht geben kann (nach freundlicher persön- 
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lieber Mitteilung von Herrn S. Bo ebner). Wir wenden uns daher sogleich zu 
Matrizen mit vier Reihen und Kolonnen und versuchen diese aus unseren zwei* 
reihigen Matrizen a aufzubauen. 

Zu diesem Ziele liegt folgender Weg nahe: Wir wenden auf zwei unserer 
vier Variablen z. B, auf x-^ x^, eine unserer zweidimensionalen er- Trans- 

formationen an und auf die beiden anderen Variablen, also x^, x^, dieselbe 
oder eine andere der Transformationen. Zwei der so entstehenden vierreihigen 
Matrizen schreiben wir übersichtlich 


I ^ I I 

wobei also sowohl die a wie die Nullen als zweireihige Matrizen zu denken sind. 
Nach der obigen Regel: Zeilen X Kolonnen, die sich selbstverständlich auf 
Matrizen beliebiger Heihenzahl ausdehnt, erhalt man: 



1 0 

0 <^1 

0 1 

1 


a a 

0 CT. ctI 


Die so gebildeten Matrizen genügen mithin den an die y gestellten Forderungen* 
Fs kommt also nur noch darauf an, solche vier y zu finden, die voneinander 
unabhängig sind. Das folgende Quadrupel, in dem wir ct^ die Reihe der 
Werte (4) Xind (4c) durchlaufen lassen, aber ct^, festhalten, genügt dem nicht: 


"'“Io a,!’ .r^l’ «-|0 a,/ 1 0 

Denn es besteht (wegen ct^ ct^ ~ lo^, Dl. (3) und (4)) die Beziehung 
! CT, CTn 0 i CTu 0 i i CTg 0 i 1 0 I . 

(7) r.r. = ! 'o’ = ,! = ‘:o ..Mo = 

Dagegen wird die Forderung der gegenseitigen l^nabhängigkeit erfüllt von 
dem schon im ,, Ergänzungsband“ gewählten*) Matrizen- Schema, welches in 
unseren jetzigen Bezeichnungen heißt: 


Diese y unterscheiden sich von den bei Dirac*) angegebenen, dort mit a 
liezeichneten Größen nur in der Reihenfolge und im Vorzeichen. Der Zusammen- 
hang zwischen den Dira eschen a und unseren y in (8) ist dieser: 


*) Gl. (65) und (75) von S. 326 und S. 330 daselbst. Den dort unbestimmt 
gelassenen Faktor p haben wir im Text gleich i gesetzt. 

*) In seiner ersten, S. 217 zitierten Arbeit über das Spin-Elektron S. 614 
S. 616 oben. 
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Man hat also nach (4) und ( 8 ) ausgeschrieben : 

(9) a, = j ^ 

ll 

tibrigens beachte man den hermitischen Charakter dieser Matrizen (zwei 
symmetrisch zur Hauptdiagonalen stehende Elemente sind konjugiert imaginär). 

Ebenso wie die . . . 74 lassen sich nun alle Produkte der y und daher alle' 
unsere 16 hyperkomplexen Einheiten durch vierreihige Matrizen darstellen, 
nach Ausführung der betr. Matrizen-Multiplikationen. Da sich die allgemeinste 
hyperkomplexe Zahl A additiv aus diesen Einheiten zusammensetzt mit Coeffi- 
zienten a, die dem gewöhnlichen Zahlbereich angehören, so wird auch jede 
solche Zahl A durch eine vierreihige Matrix dargestellt, etwa m der Form 

! 1 ®12 * % 4 

<10) .4=1 “21 ' ■ • . 

i Ö 4 j • * 04 4 

Wir wollen uns an diesem Schema die reduzierende Wirkung der Nullteiler 
(vgl. S. 246) klarmachen. Wir kennen von dorther die beiden Nullteiler 

J(l-f74) und ^(1 — 74 )' 

Hier ersetzen wir 74 durch die Matrix aus ( 8 ) und 1 durch die vierreihige Einheits- 
matrix. Wir erhalten dann durch Zusammenziehung beider: 

11 I 

<11) S(i + r 4 )=i ^(i-r 4 ) = 

' 0 : 

Multiplizieren wir nun (10) mit ( 11 ) nach der Regel Zeilen X Kolonnen, so 
bleiben von dem 16-gliedrigen Schema (10) nur 8 von Null verschiedene Stellen 
übrig; es wird nämlich 




— % 


1 


1 

» «2 = 

+ i 
— i 

1 

» “8 = 

-1 

1 

, a4 == 

1 

- 1 


d-i 


- 1 ’ 


- 1 


<lla) \A(l+y^) ^ 


i“n «12 0 

o; 

|0 

0 


•P 

• o 

0 

o • 

II 

1 

. o 

Uas ^24 

*«41 «44 0 

0 

1 

1 iO 

o 

U 43 U44 


Wir sprachen in diesem Falle S. 246 von dem Heduktionsgrad Denselben 
Reduktionsgrad hat 


(12) 




0 

1 

0 


1 
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Bildet man nun aber das Produkt von (11) und (12), so entsteht eine Matrix, 
in der nur eine Stelle nicht gleich Null ist: 



A = i (1 + yj (1 + ^ Pia) = 

0 

1 

0 

(13) 


0 

0 


A = i (1 - 74) (1 + ^712) = 

0 

0 



! 1 


Multipliziert man also die allgemeine Matrix A mit einer dieser einstelligen 
Matrizen, so verschwinden alle Kolonnen bis auf eine. Z. B. 


<13a) 


0 ai2 0 0 

0 0-2 2 0 0 

0 «24 0 0 


Der Reduktionsfaktor ist Hei Multiplikation mit einem Nullteiler dieses 
Typs wird jede hyperkoniplexe Zahl unseres Körpers auf eine einkolonnige 
Matrix reduziert. Dasselbe gilt von jeder Funktion unseres Körpers. Wir 
haben hier den eigentlichen Drund dafür, daß die gewöhnliche Darstellung der 
Dirac-Theone von ,,vier Dirac-Funktioiien“ yfj . . und von ..vier Dirac- 
Differentialgleichungen" handelt. Man schreibt diese vier Funktionen im Sinne 
unseres Schemas (13a) häufig als ..Vertikal-Matrix“ : 


(14) 


V , i 

I V’i i 

! v, r 

: V. j 




Die vier Dirac- Gleichungen des Kepler-Problems m der Form (37) von S. 293 
ergeben sich dann aus (IV. 7. 1) als formale Produkte der Grundmatrizen y 
mit dieser Vertikal-Matrix^). 

Zu einem systematischen Aufbau von vierreihigen Matrizen unseres Typs 
aus zweireihigen verhilft ein allgemeiner Satz von Clifford*), der auf unseren 
Fall spezialisiert lautet: Man erhält den Zahlkörper unserer 16 Einheiten, 
wenn man von einem Quaternionen -Körper q ausgeht und in diesem die 
Koeffizienten der q-Einheiten nicht als gewöhnliche Zahlen, sondern selbst 
Wieder als Zahlen eines Quaternionen-Körpers p wählt, wobei die Ein- 
heiten p und q miteinander vertausch bar sein müssen. 


^) Abgesehen von der Numerierung der y} und von belanglosen, in die 
Hefinition der tp aufzunehmenden Faktoren ± t. 

Vgl. hierzu den Anhang zu der S. 252 zitierten Arbeit von W. Franz. 
Sommerfeld, Atombau. II. 50 
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' 14. Variationsprinzip in der Dirac-Theorie. Zu Kap. IV, § 3 

Der S. 228 dargestellte FormalismuB verlangt nach einer Zusammen- 
fassung im Sinne der Variations- Rechnung. Wenn man Gl. (1), 1. c., mit dem 
* vierdimensionaleii Raumelement 

^1) ^ d T — d x-^d x^d x^d — d r d 

multipliziert und über ein beliebiges Gebiet G integriert, so entsteht rechts eine 
Größe C, die nur von den Werten der u, v auf der Berandung abhängt, und 
es gilt für zunächst ganz beliebige Funktionen u und v 

(2) J ^ K + C, 

( 3 ) J = j V {Lu) d Tt K = ^ {v M) u d T. 

Wir variieren die u, v unter der Festsetzung, daß auf der Berandung 
,)u = 0, ()v = 0 gelte, wahrend im Innern die t)u, öv willkürlich und unab- 
hängig voneinander gewählt werden sollen, und stellen das Variations- 
prinzip auf: 

(4) 

welches nach (2) auch zur Folge hat 
(4a) dK = 0. 

Nach (3) gilt 

ö J = J ü i’ {L tt) d T -f j V (L ö u) d T 

Die hier vorgenommene Vmformung des zweiten Integrals folgt unmittelbar 
aus der Definition von L und M in den Gin. (IV. 3. 2) und (IV. 3. 4). Aus unserer 
Forderung (4) schließen wir nun wegen der Willkür der ö w, ö v auf : 

> ■< 

(L u) = 0, {v M) 0. 

Zu dem gleichen Ergebnis wurde die Forderung (4a) fuhren, l nser Varia- 
tionsprinzip sondert also aus der Gesamtheit der Funktionenpaare 
u,v gerade die Losungen der Dirac-Theorie aus und faßt diese 
Theorie in einer bezüglich der u,v symmetrischen Form zu- 
sammen. 

Gehen wir zum stationären Fall über, so haben wir zu setzen. 
u = tpe ^ , V ^ xe 


wo sich z aus V nach der Regel von S. 229 ableitet, v (L u) wird dann von t 
unabhängig. Wählt man also das Gebiet G zylindrisch nach der vierten Koordi 
BBte, z. B. von der Hohe 1, so geht jd T über m jd t und man erhält aus (3) 
^ Ec 

J V)dT jzpt vdr. 


(6) 
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wo Li aus L entsteht durch Weglassen des den Zeit- Gradienten enthaltenden 
Gliedes. Nach der Normierungs-Bedingung (IV. 3. 12) ist das zweite Integral 
dieses Ausdrucks gleich dem fest vorgegebenen Reduktionsfaktor F. Bilden 
wir also die Variation (4) mit der Neben bedingung 

(5a) ydr = 0 

( festgehaltene Normierung), so reduziert sich (4) auf 

(d) d Jj = 0, J j = j X (Bl d T. 

Das heißt: Die Werte von Jj, die dem normierten Funktionenpaar fp, 
(It^r Dirac-Theorie entsprechen, sind Extrem alwerte. Diese Ex- 
tremalwerte liefern zugleich die Reihe der Eigenwerte E, welche 
/jU der Reihe der Eigenf uriktions-Paare tp, x gehören. Denn aus (5) 
folgt mit Rücksicht auf die Normierung der yf x- 

> 

111 der Tat ist in (5) J =- 0 zu setzen, mit Rücksicht auf Lu — 0. 

Unser relativistisches Variations- Prinzip ist hiernach durchaus analog zu 
dem nicht-relativistischen in Zusatz 4, Gl. (15a, b). Allerdings muß man, bevor 
nuiri zur numerischen Verwertung desselben schreiten kann, die Gl. (7) mittels 
des Reduktionsfaktors F von den dann vorkommenden r- Faktoren befreien. 
Eine .Anwendung dieses Variations-Prinzips hat B. Swirles^) ausgearbeitet. 


15. Rechnerische Ergänzungen zum relativistischen Kepler-Problem. 
Zu Kap. IV, § 7 

> 

A. Der Operator ([rgradj, 7). 

Wir stutzen uns auf den Schluß von Zusatz P2, wo wir [r grad] in Polar- 
Koordinaten transformiert haben. Aus Gl. (16) daselbst folgt ^ 

(1) [r grad]j.yi + [rgrad]„y2 


/ d 

d \ 

1 d 



- cos y ctg#— j 


-- Sin (p cos ^ ^ j 


= "/2 (cos + }'i2 sm (yd ~ - yi (cos + 712 sm (f>) ctg ~ 


und 

d 

( 2 ) [rgradhya - 73 

Diese Operatoren (1) und (2) haben wir auf die beiden (rlieder \on (IV. 7. 27) 
unzuwenden, die wir bezüglich ihrer 9?- Abhängigkeit wie in (IV. 7. 26) zusammen- 
iassen zu 


( 3 ) 






tH-V2 
i“ (w + Va)- 


d Proc. Roy. Soc. 152 , 625 (1935). Es handelt sich um die relativiatisohe 
Verallgemeinerung der Hartreeschen Methode des self-oonsistent üeld. 

* 50 * 
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In beiden Gliedern kann also die Differentiation nach (p ersetzt werden durch 
die Multiplikation mit fu Dadurch geht die rechte Seite von (2) über in: 

W n ^ = 78^3/^ = iWT, T = yij8 

und die von (1) in; 

( 6 ) Vi 

Aus (4) und (5) ergibt sich durcii Addition bei der Anwendung auf Pjj c’'* ' ; 
(6) ([rgrad].y) i>“ cri:-,’ = ^ pu 

Wir erinnern an die für positive und negative fi gültige Definitions- Gleichung 
(I. 3. 16b) (n vorübergehend als positiv vorausgesetzt); 


2'‘w!P“ (x) = sin"i? 




- (X2 - l)^ X = OOBi> 


und differentiieren sie nach />; 


(7) 


~ P“ = 
d 


fi cos ^ sin“ ’ # 




dx^ 


•D” 


- Bin“ ^ ^ § — (x'-^ — 1 )^'. 

Ti + M + 1 ' ' 


Daraus folgt unmittelbar 

( 8 ) ' 




Einsetzen von (8) in (6) liefert: 

(9) ([tgrad],v) p^err.-'f = t P" r P" + ' ^ 

Im letzten Term rechts haben wir dabei die Identität benutzt 

Setzen wir in (9) /i =-- w — | . so entsteht — zunächst bei positivem unteren 
^dex der Kugelfunktion — genau die erste der beiden Gin. (28a, b), die wir 
S. 275 benötigten. Die zweite entsteht, wenn wir fi =-- — (w + ^) setzen und 
die Umrechnung aus (I. 3. 16g) 


( 10 ) 


p“M — / (’^L p“ 


benutzen, wodurch zu dem letzten Gliede von (9) der Faktor hinzutritt 
(10a) — (n + w -f J) (n. — m + J). 

Derselbe Faktor geht infolgedessen auch in die Gl. (28b) von S. 275 über. 

Gl. (8) ist hier unter der Annahme positiver n abgeleitet worden. Sie giü 
aber ersichtlich auch für negative n. In diesem Falle haben wir nur statt 
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des Index n zu schreiben |« | - 1 und zu beachten, daß die Gültigkeitegrenzen 
für (I nunmehr gegeben sind durch g*^en«grenzen 

NI— 1 + 1 ^ ^ Q 

Weit^ haben wir für n < 0 auch bei Anwendung der Formel (10) n durch 

fnlLren rTnr« m’ daß die 

i" 11 J^n ^ “ bewiesen sind. Wir fassen beide 

lalle n > 0 und n < 0 zusammen, indem wir statt (10) schreiben 

U («' -- /i)! 


(10 b) 
(10c) 




(»+//)! 


Wenn n pomtiv, 
-n — 1, wenn n negativ. 


B. Die radiale Differentialgleichung des Kepler-Problems 
In der Dirac-dleichung (1) von S. 268 kommt der Operator (j’^grad) vor. 

Bei seiner Berechnung machen wir uns die Tatsache zunutze, daß y Vektor- 
Charakter hat (als Folge der in IV, §0 bewiesenen Vierervektor-Eigenschaft 

von y, ,y,). Wir bezeichnen die Komponenten von y in einem beliebigen 

Punkte r, ü. ip nach den Richtungen von rf r, d /l, d m mit r, r» r und er- 
mncrn daran, daß 


grad = ^ 


1 d 


Wir haben dann 

( 11 ) 


dr^ r du' r sin U ö(p 




Da aber y, die Richtung von t, y,, die Richtung senkrecht zu r in der Meridian- 
ebene. Yip die Richtung senkrecht zu r parallel der Aquatorialebene hat, bildet 
man sofort 

Tr ~ Vi sin /> sin tf + cos /> 

Vj sin d -f r., cos d, 

(^“) i ys ~ 7i cos d cos 99 y^ cos d sin (p — *.'3 sin d 

-- Vj cos d c^'2 '/> __ 

— ri sin 99 + y2 cos *99 = y^ 

1 l'rigens bestätigt man an diesen Formeln nach kurzer Rechnung, daß die 
Vep genau so wie die ursprünglichen y,, y^, y.^ den Relationen genügen 


1 '? = Vs = = 1 » Vr» = 

Einsetzen von (12) in (11) liefert 

(13) ()i grad) ~ yi l^sin U ~ ' ^ ^ 

d sin U d 





L „>'12 ^ \ 

du r 8 m U d tpl 


( j. d sin U d \ 
+ 3's(co8ft---^ 
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Dies läßt sich für unsere Zwecke vereinfachen. In der Eigenfunktion auf 
welche (13) anzuwenden ist. kommt 99 nach (IV. 7. 27) nur in der Form ( 3 ) 
vor, so daß wir schreiben köimen; 

(14) }'i2 ^ == y?a/^ = -/«• 

Andrerseits kommt »7 in der Eigenfunktion nur in der Form oder 

vor. Wir entnehmen aber aus ( 8 ) für die erste dieser Abhängigkeiten 
mit fl — m — J : 

P“ = w cte P“ - P" + ’ 


Hiernach und wegen (14) wird auf der rechten Seite von (13) 

A + .Z12 ] pu ^ _ 

\ r sin # d (pj 


(15) 


p« _ pu + 1 


sin ^ 

' r di)"^ 


aos ^ „ 8inj7 ^ ^ 


und im ganzen 

(16) (rgrad) = j-, Jf j's ^> 2 '"'', 

mit den Abkürzungen 


(17) 


Nun gilt bei beliebigem a 

Wir können daher statt (16) auch schreiben : 

(18) (ygrad) P“ e>'‘ y, jH + fl'i 3 A'. 

Hier bedeutet // den zweiten der beiden in (3) zusammengefaßten Werte : 
(18a) fl' —(rn + i) = - (/< + 1 ). 

Aus (18) erhält man durch Vertauschung von fi mit //' und umgekehrt: 


)ü / 

d 

_iL\ 

cos i7 „ ^ J 


dr 

rl 

r ^ 


■ d 


Bin d 

n( 

dr 

r J 

^ r ' 


. 




P) (ygrad) P“' e>'> 2 '‘>= e>'' 2 '"'’y, M' + y, N'. 

M' und N' sind durch dieselben Gin. (17) wie M und N gegeben, wenn man auch 
dort fl mit /i' vertauscht. 

Aus (18) und (19) berechnet man nun für den Ausdruck xt CH. (IV. 7. 27) 

(20) (ygrad) x+ = ( e)'**“'-«’,,, M + y^N) a+ 

+ (-1)" + ' jj’ (e1'^>“fy,M' ■^el^^‘‘'fy^N')h. . 

Mit dem Fakultäten- Quotienten in der zweiten Zeile dieser Gleichung hat ef' 
folgende Bewandtnis : In (IV. 7. 27) war der obere Index der zweiten Kug<"'' 
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funktion w -f J — — n', während dieser Index in (19) fi' = — (w -f J) 
war. Wir müssen dahsr, bevor wir Gl. (19) anwenden, P„ ^ in Pjj umrechnen, 
was nach Gl. (10b) zu geschehen hat, nachdem man dort /i mit //' = — // — 1 
vertauscht hat. 

Schließlich gehen wir von x± zu yf über mittels der Gl. (IV. 7. 19). wobei 
wir an die Bedeutung von n ^ =p /c und an Gl. (25) von S. 274 zu erinnern haben, 
sowie daran, daß auch in den Ausdrücken für M, N und M', JV' zwischen 
^ — ic und n ” 4- zu unterscheiden ist. Wir schreiben 

( 21 ) (y grad) y> = (1 - yj (y grad) x+ + (1 + ^4) (r g^ad) x- 

mit den Abkurzungen: 


S= (1-^4) hii-i) 


((-Ä:)' + // + !)! 


M' -f vg N 


+ (1 4-r4) Wii- 1 ) 


({-lr)'-/.--l)! ^ 

■•'S'-!;, ?;i; 

. / ivu + 1 +/< + !)! ,,, 


S' = (1 - y^) Ma^ +y^{- 1)“ + ’ 7 3 yT j’ 

+ ( 1 + r,) jr. if a . + 3’.s ( - 1)" + ' 6- I • 

l'Vas an die Stelle von n' getretene Symbol k' ist ersichtlich im Sinne von Gl. (10c) 
gemeint, ebenso das Symbol (— k'). Wir haben somit in (21) das erste Glied 
<ler nioht-iterierten Dirac-Gleichung berechnet. Das zweite Glied wird nach 
den Gin. (1). (19) und (27) in Kap. IV. § 7 

(23) (V 4 k^ -f ko) V = (1 + Yi) (hi -i- ^ 0 ) ^ (i - 74 ) ( - ^4 + K) X- 

= pri 2 "<r 7 » 

(T = (1 + 74 ) ih + h) + (1 - ^ 4 ) ^4 + h) PI 

) r = (1 + T,) {K +- K) P : i». 4 (1 - r,) + K) Pt 

Da die ( 7 >- Abhängigkeit in der Summe von (21) und (23) herausfallen muß. 
hal man 

(L-r,) s + T --- 0 , S'+r = 0 . 

Beide Gleichungen zerlegen sich bei Multiplikation mit 1 — ^4 oder 1 -f ^4 je 
m zwei von y^ freie Gleichungen, die wir zusammenfassend schreiben, indem wir 
wieder n = :f Ir einführen und dementsprechend — n — ±k: 

( 2 G) (n 

Ir. jtf a, + y. (- D“ ^ ' g + 1; N'b, + (T fc. + fco) Pi:' h = «• 

Aus diesen beiden Doppeigleichungen muß nun auch die ^-Abhängigkeit 
lit rausfallen. Wir könnten das zeigen durch Anwendung von Relationen zwischen 
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den Kugelfunktionen. Einfacher ist es, die /^-Abhängigkeit dadurch zu eliminieren, 
daß man ß = Q setzt. Wir dürfen das tun, da wir ja die ^-Abhängigkeit 
schon endgültig bestimmt haben. Dabei können wir voraussetzen m > 0, 
also /I >0, n' < 0. Man erhält dann nach Gl. (I. 3. 16e, f), in der n mit n' zu 
vertauschen ist, damit sie auch f vir negative n gilt, für die Grenze 


(27) 


p.“ = 

" 2“/j! 


und mit Rücksicht auf |/v' + 1 1 /i und Gl. (10b) 


(28) 


D«' + 1 


2%! 


Aus (27) folgt noch bei Vertauschung von n mit — n und, 
mit (n — 1)' 


(29) 


.1 ■ r. 

2 “/.! 


Vgl. (lOc), von n' 


Wir berechnen nun nach (17), (27) und (28) bis auf höhere Potenzen von I) 


(30) 


1 + 

2 “^! (n'-/.)! Ur 



M' = 


( -J.)" ^ 

r/d r ’ 


setzen (29) und (30) in die erste Gl. (26) ein und berücksichtigen (IV. 7. 29). 
Beim Fortlassen gemeinsamer Faktoren (//^,yi usw.) erhält man: 


(31) 


in' -f // -f 1)1 
1)1 


7 +(n-/0 


(»t' + //)! /_d ^ \ , 

(n' — /i) ! I d r r / i 


+ (W 4- fl) ^3 (4 ^4 + ^o) 


((n-l)'-/;)! + 


Man schreibe dies für positives und negatives n einzeln hin, indem man beachtet 
w > 0, n' = n, (n — 1)' = w — 1, 

M < 0, n' = — n — 1, (n — 1)' = — n. 

Dann heben sich beidemal die Fakultäten im Zähler und Nenner heraus und man 
hat nach einfacher Zusammenziehung 

(32) + ”7-) h + ff + ''») H 

Dasselbe Resultat ergibt sich nach etwas umständlicherer Rechnung aus der 
zweiten Gl. (26). (32) ist die radiale Differentialgleichung des Kepler-Problems; 
sie stimmt überein mit Gl. (30) von S. 276. 


^) m ist durch die Eigenwert- Gleichung (14 b) von S. 271 definiert, in 
der nur w* vorkommt. Das Vorzeichen von m ist also prinzipiell willkürlich. 
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16. Integral-Darstellung und asymptotisches Verhalten der 
hypergeometrischen Funktion. Zu Kap. IV, § 10, und Kap. VII, § 8 

A. Integraldarstellung der allgemeinen und konfluenten 
hypergeometrischen Funktion 

Schon Euler hat erkannt, daß die Reihe (II. 2. 17) die folgende Integral- 
darstellung zuläßt: 

(1) F(«,/3,r.*) 

Entwickelt man nämlich den letzten Faktor unter dem Integralzeichen in eine 
binomische Reihe und integriert die Koeffizienten aus nach der Eulerschen 
Formel : 

(2) B (p, q) = j «P- (1 rf« = - 

SO entsteht in der Tat aus (9) die genannte Reihe für F, Offenbar ist die Dar- 
stellung (1) bei dem dort angegebenen reellen Integrationswege an die Be- 
düngung geknüpft 

(3) . 91c a > 0, 9lc (r — a) > 0, 

ebenso (2) an die Bedingung 

(3a) 9lep>0, 'Hc <?>(). 

Viel niitzlicher als ein reeller ist in der Regel ein in sich zurücklaufender 
komplexer Integrationsweg, Man setze daher: 

(4) F (a, /?, y, x) = (1 — (1 — ux)~^ du. 

Integriert man hier über einen Drrilauf in der «-Ebene, der die Punkte 0 und 1 
umschließt, aber den dritten singulären Punkt u 1/a: ausschließt (vgl. Fig. 60a), 
^o befreit man sich von den 
Bedingungen (3). Es muß 
aber dann die Summe der 
Exponenten von u und 
1 — w, d. h. y eine ganze 
/ u h 1 sein. Andernfalls wäre 
der Umlauf um (0, 1) für 
den Integranden kein ge- 
schlossener Weg. Indem 
man auch in der Dar- 
stellung (3) für B (p, q) 
unter der Annahme p ^ 
ganze Zahl denselben 
lutegrationsweg benutzt, 
und mit (4) ebenso verfährt wie oben mit (1) [Binomial-Entwicklung von 
(1 — w a;)~/^ U8W.], gelangt man wieder zur Reihen-Definition von F. Als 



Fig. 60 a, für reelles x < 1 gezeichnet. Bei be- 
liebigem X hat man den Integrationsweg dem 
Punkte u ~ l/x so ausweichen zu lassen, daß 
dieser außerhalb jenes liegt. 
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Wert der Konstanten C ergibt sich dabei 
trachtung unten bei Gin. (5) und (6)]: 

1 


<4a) 


C = ~ 


[vgl. die etwas allgemeinere Be* 


i'ir) 


r{a) r{y - a) 



Es fragt sich nun. wie man zu verfahren hat. wenn y keine ganze Zahl ist. 
Hier hilft die Methode^) des ..Boppelschleifen- Integrals“. Man führt 
■den Integrationsweg um jeden der beiden Punkte « — 0 und u = 1 zweimal 
herum, einmal im positiven, einmal im negativen Sinne, wobei sich die Faktoren, 

die bei den beiden Umlaufen 
aufgenommen werden, gegenseitig 
auf heben, der Integrand also zu 
seinem Ausgangswerte zuriick- 
kehrt, vgl. Fig. 60b. Funktionen- 
theoretisch gesprochen ist ja der 
Wertevorrat des Integranden 
nicht in der schlichten w-Ebene. 
Fig. 60b. Doppelschleifen-Integral. 7 unganz, sondern auf einer Riemann- 
schen Fläche darzustellen, die 
in w = 0 und 1 verzweigt ist. Bei jedem Umgang um 0 oder 1 tritl man je 
in ein anderes Blatt der Riemannschen Flache über; nach doppelter Um- 
lauf ung beider Verzweigungspunkte aber kommt man in das Ausgangsblatt 
zurück, so daß der Endpunkt dei Integration mit dem Anfangspunkt A 
identisch wird. 

Wir verfolgen dies insbesondere beim Integral für B (p, q). Im Anfangs- 
punkt Ä, der auf der reellen Achse zwischen 0 und 1 liegen möge, wollen wir 
die Phase (p von w in der üblichen Darstellung v = \u\e^^P gleich Null wählen, 
ebenso die Phase von 1 — w. Bei den einzenen Umgangen unseres Inte- 
grationsweges treten dann zum Integranden der Reihe nach die Faktoren 
hinzu: 

g2n-iv 2 

Sind im besonderen die Bedingungen p > 0, q > 0 erfüllt, so läßt sich 
unser Doppelumlauf zusammenziehen auf die vierfach (zweimal im positiven, 
zweimal im negativen Sinne) durchlaufene Strecke 0~>1, jeweils mit den 
Faktoren versehen: 

Man hat daher 

1 

= (1 -c“”"') (1 ^ e* j. 


f 


') Skizzen von Doppelschleifen- Integralen haben sich in den nachgelassenen 
Papieren von Riemann gefunden, vgl. Werke, Nachträge. Leipzig (Teubner) 
1902, S.74 


16.8 


Integral-Darstellung der hypergeom. Funktion 


796 


Für B (p, q) ergibt sich auf diese Weise aus (2) die für beliebige p, q gültige 
Darstellung 

<6) B(p,q) = — -i (1 _ u)9-i du = 

(1 - ( 1 -«*’"«) J r(p + q) 

Infolgedessen gilt auch die Darstellung (4) für beliebige Werte der a, ß, y. wenn 
man darin den Integrationsweg als Doppel-Umlauf um 0 und 1 verlaufen läßt. 
Bei Benutzung von (5) und Vergleich mit der Reihendefinition von F ergibt 
sich als Wert des Faktors Cin (4): 

1 

(1 - (1 - U{a) r(y - a) 

Macht man den Grenz iibergang zur konfluenten Funktion ß-^co, 
x-^0, ß x—> g, so geht der letzte Faktor von (4) in die Exponentialfunk- 
tion eC« über und man erhalt aus (4) 


< 6 ) 


C = 


(7) 


F (a, y, q) 




uy 


^ du. 


Die Konstante C ist durch (4 a) oder (6) gegeben, je nachdem es sich in (7) 
um eine einfache oder Doppelschleife handelt. 

Eine ähnliche Darstellung haben wir bereits in Kap. II, Gl. (7. 15) für die 
Laguerresche Funktion. Sonderfall y = 1. benutzt. Um uns der dortigen 
Schreibweise anzupassen, fuhren wir die neue Integrations variable y — — gu 
ein und erhalten aus (7): 


{7a) -F (a,l, g) - U 




-''dy,C' = Ce* 


i)a der Integrationsweg hier als einfache Schleife geführt werden kann, folgt 
für C' aus Gl. (4 a): 

1 _ 1 

2i sina.-7 F(a) jr(l — a) 2ni 
unter Benutzung der bekarmten F-Relation (4) aus Zusatz 7. 

Der m (7 b) gefundene Koeffizient C' stimmt nun genau mit dem Koeffi- 
zienten des Einfach-Umlauf-Integrals in (II. 7. 15) uberein. Hiermit ist der 
Zusammenhang unserer allgemeinen Darstellung (7) mit der früheren für y — 1 
(oder y ganze Zahl) dargetan. 


ß. Asymptotisches Verhalten 
der konfluenten hypergeometrischen Funktion. 

Wir kehren zum allgemeinen Fall (a und y beliebig, Doppelschleifenweg) 
zuruck und fragen nach der asymptotischen Darstellung von F (a, y, g) für 
00. Dazu ziehen wir den Doppel-Umlauf auseinander in zwei Doppel- 
Schleifen, welche je einen der beiden Verzweigungspunkte umgehen und ins 
Fnendliche verlaufen. Wir setzen, vgl. die ganz analogen Betrachtungen in 
Kap. II, §7. bei Gl. (19) 

( 8 ) + 
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In der Variablen y von Gl. (7a) geschrieben, gehöre Gj zum Verzweigungspunkte 
y = 0, Gj zum Verzweigungspunkte y ~ — Q, vgl. Fig, 61 {q ist hier wie beim 
kontinuierlichen Spektrum des Kepler-Problems imaginär angenommen); man 
erhält dann aus (7): 

(9) \-«dy. 


Die beiden Bestandteile der hier gemeinten Doppelsehleife, von denen der eine 
in Fig. 61 punktiert gezeichnet ist, verlaufen in entgegengesetztem Sinne auf 



zwei verschiedenen Blättern der zur Variabein 
y gehörenden Riemannschen Fläche; beim 
tibergang vom , .ersten“ zum „zweiten“ Blatt 
tritt der Faktor zum Integranden 

hinzu, weil zwischen beiden Schleifen um 
y = 0 nach der vorhergehenden Fig. 60 b der 
Verzweigungspunkt y — — Q einmal zu um- 
laufen ist. Daraus folgt, wenn wir weiterhin 



Fig. 61. Die beiden asympto- 
tischen Bestandteile von F. 


unter y die einfache, im positiven Sinne 

durchlaufene Schleife im ersten Blatt verstehen 
wollen, daß wir in (9) C zu ersetzen haben 
durch 

C' = 1) C. 

wobei C durch (6) gegeben ist. 

Verfahren wir nun genau so wie in Kap. II, 
§ 7 bei Gl. (23) u. ff., entwickeln also 
^ in eine bei großem q ,,Bemikorj- 
vergente“ Reihe, so erhalten wir unter Be- 
nutzung von /^-Relationen 




a (y - a - 1) 



Fir)^ 

Fir-Oi) 


als Verallgemeinerung der Gl, (II. 7. 25), die aus (10) entsteht für y = 1. 
a = — n. 

Ebenso erhält man als Verallgemeinerimg von (II. 7. 26) für die andere 
Doppelschleife der Fig. 61 : 


( 11 ) 



IIP 

II ^ 



F{y 

r(a) 


(11) entsteht aus (10) durch Vertauschung von a, y — cc, q mit y — a, a, — o 
unter Hinzufügung des Faktors e9. Man versteht dies auf Grund der Darstellung 
(7); Wenn man hier die Integrationsvariable u ersetzt durch 1 — v, so vertausclit 
sich die Rolle der singulären Punkte 0 und 1 bei gleichzeitiger Vertauschung 
von a mit y — a und von g mit — ^ ; der Faktor eP ergibt sich aus eP« — e? • e~ • 
Vertauschung der Punkte 0 und 1 bedeutet aber Übergang von zu Gj. 
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Der asymptotische Wert von F folgt nun nach (8) als Summe von (10) 
und (11). 

Wir betrachten als Beispiel die Funktionen F, F^, Gl. (4b) von S. 303, die 
2 um kontinuierlichen Wasserstoff-Spektrum gehören. Da hier g rein imaginär 
ist, wird die Größenordnung der beiden Bestandteile G^, durch die reellen 
Teile der betr. Exponenten von g gegeben. Indem wir den S. 304 genannten 
Zusammenhang zwischen und der imaginären Hauptquantenzahl n benutzen, 
schreiben wir statt der Gin. (4b) von S. 303 
<12) F = F {\^ +i\n\, 2f~-\-l,g) 

(13) Fl — F G' + |«| + 1. 2 ]l -f 1, ^) ) w = imag. Hauptquantenzahl. 
Aus (10) und (11) liest man daraufhin ab, daß 

bei also F 1 G, = T- ■ l«l, 

bei F, . . . Gj > G,, also F, 1 G, = e‘' (r T + ' l’‘l. 

Daraus folgt nach (4a) von S. 303 


(14) 


Hl = 




AAii-iy 


-r 


0 

H, = ± (.4, + 


Diese Ausdrucke sind, wie es nach S. 304 sein muß, im wesentlichen (nämlich 
bis auf einen konstanten Phasenfaktor) reell. Zunächst werden, da (> rein imaginär, 

ü. _iL 

und e * (— 

konjugiert. Wir schreiben, beide Großen zusammenfassend, 
e 2 (±cd' ' ' = e ^ c 

lu-rner sind in unserem Falle Ai und A^ konjugiert, wie man lendit aus (10) 
und (11) mit Rücksicht auf die Bedeutung der a. y in (12) und (13) schließt. 
Wir können schrei! )en 

tschließlich ist A im kontinuierlichen Spektrum vom absoluten Betrage 1. 
Dasselbe gilt von 


( D' 




Wir setzen nach (d. (5a) von S. 304 


^(-1) 

Daraufhin ergibt sich aus (14) 


-r 


^nr 


j F] = cos (ly + 1»1 log I e I - ()) , 

(l|' + |n|loglgl-.i) 


B, = - 


2gkL:_ del 

k’l 
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(16) 


B = |B|e‘<*, |B| = M,|6 


-tI"! 


ia+- 


,<5 — ai + a+ — ^ 


r'{]r~ + 1 + 'i |wj| 

v^-f\ 


£? + Eq 

Das asymptotische Verhalten der relativistischen radialen Eigenfunktionen 
ist also wesentlich das gleiche wie das der Schrödingersohen Gl. (II. 7. 34). 
Wir haben davon in Kap. IV, § 10 bei der Normierung der relativistischen 
Eigenfunktionen Nutzen gezogen. Der Phasenfaktor stimmt genau überein 
mit dem in (IV. 10. 5 b) gefimdenen. 


C. Asymptotisches Verhalten der allgemeinen hypergeometrischen 

Funktion 


Wir wollen nun, '^enn auch in etv.^as summarischer W’eise, das asymptotische 
Verhalten der allgemeinen hypergeometrischen Funktion untersuchen, dos wir 
für die Diskussion des Kl ein sehen Paradoxons auf S. 326 benötigten. Wir gehen 
aus von ihrer Differentialgleichung in Kap. II, Gl. (2. 18). Indem wir dort alle 
niederen Potenzen von x vernachlässigen, ersetzen wir sie im Limes > oo durch 

dF 

( 17 ) + ^ + == 0 , 

Zur Integration machen wir den Ansatz 

(18) F ^ Cx^ 

und erhalten durch Einträgen in (17) als Bedingung für /: 

;(;.-!) + (a + /? + !) + - 0, 

d. h. 


A2+(a-f /?);. + a/ff - (A-f a)(A + ^) = 0, ; = 

Die allgemeine Losung von (17) lautet also, wenn wir, was bequem ist, 
darin x mit — x vertauschen: 

(19) F = + 

Cj und Ca sind vom Standpunkte der genäherten Gl. (17) unbestimmte Inte- 
grations-Konstanten. Um sie zu bestimmen, müssen wir eine allgemeingültige 
Definition von F, z. B. Gl. (4), benutzen. 

Wir setzen voraus D a > /ff, genauer gesagt, 

(20) IRc (a) > iß), also iRc {^~ß)> 0. 

Daraus folgt 

l«“^! für i-^oo; 


^) Da F in a und ß symmetrisch ist, bedeutet dies keine Einschränkung 
der Allgemeinheit, sondern nur eine für den Grenzübergang erforderliche Aus- 
wahl zwischen a und ß. 
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MO daß sich (19) vereinfacht zu 

(21) F-^C 2 {--x)~^ für x-^cc. 

In Gl. (4) werden wir gleichzeitig vereinfachen 

(21a) (l~ux)~^ zu {—x)~^u~^f 

<0 daß wir erhalten 


Hierbei ist folgende Bemerkung über den Jntegraüonsweg wesentlich r 
F.r sollte in (4) die Punkte u — 0 und u = 1 umschließen (als einfache od^ 
nf)ppe]-Schleife, je nachdem ob y ganz oder unganz ist), aber den singulären 
Funkt w = 1/a: aus schließen. Für a:-> oo ruckt dieser Punkt nach w = 0^ 
.(> daß der Integrationsweg nicht mehr beweglich bleibt, sondern zwischen die 
Punkte w — 0 und u — Ijx eingekeilt ist. Man bemerke übrigens, daß die 
Konvergenz unseres Integrals dadurch nicht gefährdet wird, weil ja 
wegen (20) im Punkte u — 0 integrabel ist. 

Das Integral (22) scheint identisch zu sein mit dem Integral in (5) für 
ß (p, q), sofern man in diesem p = <x — ßy q — y — <x setzt. Es besteht aber 
ein Fntersohied, der eben von der Einkeilung unseres Integrationsweges zwischen 
u 0 und w = 1 /r herruhrt. In (22) umläuft der Integrationsw’eg den Punkt 
H — 0, der Ursprünglich, vgl. (4), den Exponenten a — 1 hatte [der Exponent 
r/_ — ß — I in (22) kam nur durch die Näherung (21a) zustande]. Der Faktor 
in (5) 

1 

andrerseits rührte daher, daß der Funkt « — 0 mit dem Exponenten p — 1 um- 
laufen wurde derart, daß der Weg vor und nach dem Umlauf je in einem 
anderen Blatte der betr. Riemannschen Flache verlief. Dieses andere Blatt 
ist in unserem Falle durch den Exponenten a, nicht durch p = a — /5 be- 
stimmt. Wir müssen also in (5) ersetzen 

durch 1 - nicht durch 

Auf diese Weise erhalten wir aus (6) fdr das in (22) gemeinte c£: 


(23) (1 - e’'*'“) (1 - B {^ - ß, y - a). 

I)pr Vergleich von (21) und (22, 23) liefert daraufhin 

Ca = Cll-e*'*^“) (l~e^’^<^^~“^)B(a-i3. y-a). 

Tragen wir hier für C den Wert (6) und zugleich für B seine Darstellung durch 
<lie D-Funktionen ein, so entsteht 


( 24 ) 


r(oi)r{y~ß) 
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Da die hypergeometrische Funktion in a und ß symmetrisch ist, folgt aus unserem 
Ansatz (19), daß Cj aus Cj hervorgeht durch Vertauschung von a und ß. Mithin 

r{ß~a)r{y) 


<24 a) 




r{ß)r{y - a) 

Wir könnten unsere asymptotische Näherung nach dem S. 23 über die 
Besselfunktionen Gesagten um eine weitere Näherung vervollständigen, indem 
wir die Gj, Cg nicht als Konstante, sondern als ,, langsam veränderliche Funk- 
tionen“ behandeln. Für diese liefert die hypergeometrische Differentialgleichung 
je eine Gleichung zweiter Ordnung [analog zu der Gl. (21) von S. 23], die sich 
folgendermaßen integriert : 

__ a - 4- 1 


<2Ö) 


je , = c , 


j ^2 = ^2 1 



ß - QL ~ 

,^-r + i 


J Oi~ß~l 

Die nunmehrigen Integrations-Konstanten C^, Cg werden wieder durch (24a) 
und (24) gegeben. Die Gin. (25) liefern zusammen mit Gl. (19) die ersten Glieder 
einer bekannten Darstellung der hypergeometrischen Funktion^). Fiir unsere 
Zwecke reicht aber schon die asymptotische Darstellung erster Näherung aus. 

Schließlich wollen wir noch ein weiteres Problem berühren : die Aufspaltung 
der Funktion F in zwei für die ganze a^-Ebene definierte Teilfunktionen 


<26) F = J (F^i) + F(2)), 

von denen die eine sich asymptotisch wie C, (— die andere wie Cg (— 
verhält. Diese Aufspaltung ist in unserer Integraldarstellung (5) vorgezeiehnet. 

Ihr Integrand hat in der ■a-Ebene die vier singulären Punkte 0, 1. 1/a:, oo 
Wahrend nun F durch die Integration um 1,0 dargestellt wird, erhalt man 
^ Fl bzw. J F 2 durch Integrationen um 0, Ijx bzw. um 1, 00 , wobei man je nach 
dem Charakter der <x,ß,y Schleifen oder Doppelschleifen anzuwenden hat. 
Die Relation (26) ergibt sich dann aus der Äquivalenz der Integrationswege. 
Im Falle der konfluenten hypergeometrischen Funktion (/5-> 00 , a:-> 0) laufen 
beide Schleifen unserer Teilfunktionen ins X'nendliche (0, 00 beiFj, 1, 00 beiFg) 
Durch diese Bemerkung ist der Zusammenhang unserer jetzigen mit den früheren 
Betrachtungen, Gin. (8) bis (11), hergestellt. 


D. Grenzübergang für große Parameter- Werte in der allgemeinen 
hypergeometrischen Funktion 


Die Matrix-Elemente der Bremsstrahlung wurden in den Gin. (VII. 2. 27) durch 


<27) 


«1 = 

-« 2 , 1, 1 ) ••• 


X = 


a Z _ “ ^ 

»T.’ “ iß, ’ 


4ni nj 
(«1 - 


sinä a/2 


^) Vgl. z. B. Whittaker und Watson, Modern Analysis, 4. Aufl. § 14, 51. 
wo die Klammem der Gin. (26) ihrerseits zu hypergeometrischen Funktionen von 
l/:r vervollständigt werden. Man beachte übrigens, daß die unseren Ausdrücken 
(24), (24a) entsprechenden Faktoren dort durch Druckfehler entstellt sind. 
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dargestellt. Im Falle (harte Strahlung mit Ausschluß der kurz- 
welligen Grenze) sind kleine Zahlen; unsere Näherungen in Kap. VII 

konnten dann an die Potenzentwicklung von F anschließen. Im Falle ßi, ßt^"^ 
(weiche Strahlung) werden die n^, große negativ-imaginäre Zahlen ; der alsdann 
erforderliche Grenzübergang läßt sich nur von der Integral-Darstellung aus 
bewerkstelligen. Wir setzen 

qlZ ßi 

— in, = - i nn, n — , p = — = ~ , 

P2 ^2 Pi 

^ , 4 p a 

0<n<l, ® 2 ■ 



Wir haben dann nach (4 a) wegen y = 1 


'% 2 711 2jTi 

und nach (4) 


(29) 

P — 

CTcfc 

tt'l'”-! (1 . 

- «)-'('"(! 

— u x) 

JT 

2-Jft J 

(29a) 

F' = 

^~7T()n 

- ni 
2 71 


»)■'«”(! - 

- uxy 


der Integrationsweg lauft um die Punkte 0 und 1 im positiven Sinne herum; der 
Punkt a - Ijx liegt außerhalb desselben. Wir fassen (29) und (29a) zusammen 
jn der Form 


(30) 



(m) dw, 


indem wdr den Integranden in einen schnell veränderlichen Faktor exp(n/) 
und einen mit u langsam veränderlichen (p spalten. Es ist 

uP 

(31) /(u)=«log 

(1 - «)' (1 — w a:) 

und bei (29) bzw. (29a) 


(318 


^(„) = bzTV-, 


Wir Wüllen aber unter derselben Form (30) auch diejenigen hypergeometri- 
schen Aggregate mit einbegreifen, die in (VII. 2. 27) als Faktoren von bzw. 
auftraten, nämlich 

iP — (Hj — Wj cos a) F -f (1 — cos a) (1 — x) F\ 

\q =. niF-f (1 -a;)F'. 


Wir brauchen dann nur unter tp zu verstehen: 


(31c) 


1 - e 008 a J 

l'ZW. 



(3 Id) 


e i-x\ 

u 1 — uxj 


Sommerfeld, Atombau. 11. 
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Die Form des Integrals (30) ist mit Rücksicht auf die schon 8 . 459 erwähnte 
Methode der Sattelpunkte (Paß-Methode)^) gewählt. Wir entwickeln im 
Sinne dieser Methode 

w+'“ 

und bestinUnen die Sattelpunkte aus der (Ueichiing /' {Uq) ~ 0. Diese ver- 
langt nach (31) mit Rücksicht auf den Wert von x in (28): 

(1 - qV 


(32) f{u) =:/(wo)-f (M 




(1 — p ) «0 + 


4 sin^ a/2 


= 0 , 


1~Q 


(l ± i Ctg 


« (33) 

Wir haben zu entscheiden, welcher von diesen beiden Sattelpunkten maß- 
gebend ist, derjenige oberhalb oder unterhalb der reellen Achse. Das han)^ 

davon ab, zu welchem von 


(/-Uo 







u=0 U=1 

Fig. 62. Auswahl zwischen den beiden in Gl. (33) 
berechneten Sattelpunkten. Nachweis, daß der 
Sattelpunkt olierhalb der reellen Achse maß- 
gebend ist. 


beiden der größere Wert 
des Absolut-Betrages von 
exp [n / (ii-o) I oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, des 
reellen Teiles von f {u^^) ge- 
hört. Setzen wir • 

u.. = r.. 


1 = 

, t (/)2 


1 

X 


SO wird 


'-He / (««) Q{<ri — 

und dies ist positiv, wenn oberhalb der reellen Achse liegt, vgl. Fig. G 2 . 
negativ im umgekehrten Falle. Es kommt also nur auf den Sattelpunkt 

<33a) »0 = + 

an, durch welchen wir uns den Integrationsweg hindurchgeführt denken'^) 
Indem wir die langsam veränderliche Funktion (p (w) durch 7 ; (u^) ersetzen, 


^) Vgl. etwa Frank-Mises (Riemann- Weber), 2 . Aufl., Bd. I. S. 44, 
Bd. II, S. 834. Die Methode ist zuerst von Riemann in einem nachgelassenen 
Fragment von 1863 entwickelt, vgl. Ges. Werke, 2. Aufl.^ S. 424, Teubner, 18tG. 
bei Gelegenheit eines Problems über hypergeometrische Reihen, welches dem 
unseren nahe verwandt ist. Die Methode wurde erst allgemein bekannt, als sie 
von P. Debye 1909 neu erfunden war bei seinen Untersuchungen über die 
Besselschen Funktionen. 

*) Die Vorschrift von Debye, vgl. die vorige Anm., lautet, daß man die 
Integration auf der Kurve steilsten Anstiegs und Abfalls (,,steepest deceiit ) 
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erhalten wir aus (30) mit Rücksicht auf (32) in der Integrationsvariablen 
y = u-~U(,: 


(34) 


X == 


(«„) e”«“»' f e”' 


- f" (Uq) + • 


dy, 

00 wegen n - 


Fuhren wir noch z — ] n y ein und beachten 
wird mit der Abkürzung 
(34a) a == — /" (wq) 

bei VernachlaBsigung der höheren Ciheder im Exponenten 


(34 b) X = 

\n 


dz = 


Nach (31a) haben wir hiernacb 
P ] 

(35) 


F 1 
F' \ 


e 

\^2nna 


' n/(] - Uq x)\ 


(,71 fiuo)^ 


Für die Anwendungen in Kap. VII, § 8, brauchen wir ferner die Aggre- 
gate (31b) von F und F\ und zwar für den besonderen Fall, daß die beiden 
in (33) berechneten Sattelpurikte einander sehr nahe rucken. Das ist der Fall, 
wenn ctg a/2 0 geht, werm also 

(3G) a' = .T — a 

sehr klein wird. Der maßgebende Sattelpunkt ist dann nach (33a). unter Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen von ol': 

1% 


(3Ba) 


1 n r 
Uo == 2' ( 


l-k- 


24 


Daraus folgt, vgl. auch die Bedeutung von x in (27)- 


1 Wo = 




(36 b) 


Wq a: : 


1+ e 
1 2 


1 - o J a' 

1-r qY 

Q 


24 /’ 


I a 


1 Q i a' ' 

1 -f 2 

Q _ Q _ 

1 + (> 1 + (> 2 1 -f 

und nach (31), wenn wir in /" (w„) und f'" [u^) je mit der niedrigsten Potenz'^ 
von a' abbrechen; 

8(>a' \ _ 32 


6 / 


(37) 


r i^o) = 
f = 


(1 - e) (1 + (j)^ 


f" (Wo) = 


271 e ~ i (1 -f o) log J ^ 


(1 -- c>2)a’ 

1 -f 2 ^" ( 14 - qY^ 6 ■ 


fuhren soll. Der Weg kann, aber von hieraus verschoben werden, wenn er nur 
keinen singulären Punkt (hier u = 1/a;) überschreitet und von kleinen Werten 
des Integranden ausgehend nach eben solchen Werten hinführt. Den Nachweis 
dafür, daß diese Bedingungen bei der Rechnung des Textes tatsächlich erfüllt 
sind, haben wir unterdrückt. Das negative Vorzeichen in (34) und (34a) rührt 
daher, daß der Weg, wie in Fig. 62 angegeben, um die Punkte 0, 1 im positiven 
Sinne zu führen ist. 

Sommerfeld, Atombau.* II. 52 



804 


Mathematische Zusätsse und Ergänzungen 


16.37a 


Wir benutzen, unter Abändenmg von (34a), die Abkürzungen 

(87 a) i r («o) = -««'. i (“o) = » 

machen also 


(37 b) 


4o 


b =: 


16 


(l-e)(l + P)=** '' 3 (l-£»»)^ 

und vervollständigen das Integral (34) durch Beibehaltung des nächsten Gliedes 
der Entwicklung (32) zu 

+ t 

(38) X= - ,'(«0)«"^*“"’ J + 


Wir führen als neue Integrationsvariahle ein 2 = V»* // und erhalten aus (38), 
ähnlich wie in (34b), 

+ oc 

(38a) X e" '■<”«> [ + ''■'“dr 

i» -I 

mit der neuen Abkürzung^) 

(38 b) a' = Vna'a. 

Das Integral in (38a) laßt sich uberfiihren in ein in der Beugungs- Theorie 
des Lichtes viel studiertes, nach Airy benanntes Integral: 


(38 c) 


I (?) = i I 






welches sich auf Besselsche Funktionen vom Index 1/3 zuruckfuhren läßt. 
Es gilt*) nämlich (H^^l ist die , »erste Hankelsche Funktion“, vgl. S. 24), wenn q 
wie bei uns in (39a) negativ-reell ist: 

(38d) 

Um diesen Zusammenhang für unsere Zwecke verwerten zu können, setzen wir 
in (38a) 

(39) z = ßt^y 

und bestimmen ß, y so, daß im Exponenten des Integrals (38a) der Faktor 
von i f* gleich 1, der von t* gleich Null wird ; der Faktor von t bestimmt dann 


Daß wir den Grenzübergang n ->► oo zwar in den Integrationsgrenzen, 
aber nicht in dieser Größe a' ausführen, ist eine mathematische Härte. Sie hat 
ihren Grund darin, daß wir gleichzeitig mit «—>-00 auch den Grenzübergang 
a' 0 zu betrachten haben werden. Näheres am Ende dieses Zusatzes. 

*) Vgl. z. B. R. Wey rieh. Die Zylinderfunktionen und ihre Anwen* 
düngen, Leipzig, Teubner (1937), S. 63. 
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das Argument q des Air y sehen Integrals; das von t unabhängige Glied wird 
als Konstante C vor das Integral gezogen. Eine leichte Rechnung liefert 


= b- 


(39 a) 


t a 

3 F 




a ^ 


C = . 


I mit der Abkürzung s = — ^ = 2 ^* = 


n a'® 
6 


P (1 - g) 
(1 + Q)^ ' 


Dann folgt nach (38a, b, c) 

n/’(«o)+ » — 

(39b) X = (1 - q) <x'(p (Mo) e ‘ {is). 


Setzen wir hier / (Mq) aus (37) und qy (Uq) aus (31 d) mit Rücksicht auf (36b) 
ein, [in qo (uj, nicht aber m dem empfindlicheren exp \n f (Mo)} darf der Über- 
gang zu a'— >-0 gemacht werden], so erhalten wir als Wert von Q, Gl. (31b): 


(40) Q = 


8^3 


(1 _ rVc'bl + + 

V i — ol 


2 i n 


Entnehmen wir aber (?/„) statt aus (31 d) aus (31 c). suchen also nicht i), son- 
dern zu berechnen, so stoßen wir auf die Schwierigkeit, daß dann, in gleicher 
Näherung nämlich mit a'-> 0 gerechnet, q> (Mq) = 0 wird. Dies heißt natürlich 
nichts anderes als daß die bisherige Näherung im Falle von P nicht ausreicht, 
daß vielmehr jetzt auch qp (m) an der Stelle u = m,, ent wickelt und durch das 
nacliste mit u — Uq ^ \f proportionale ( Jlied der Entwicklung vervollständigt 
werden muß. Statt des Integrals in (38c) tritt dann auf : 




also die Ableitung des .\iryschen Integrals, welches sich durch eine zu (38d) 
analoge Formel auf die Hankelsche Funktion 



zurückführen laßt. Für P ergibt sich auf diese Weise statt (40) 

/ t «' 2 \ « 

ina'^ + i .+!,) (1 + + 


P = (1 - t') ^ 




mit dem gleichen, in (39a) vermerkten Werte von s wie vorher. 

Die Ausdrücke vereinfachen sich, wenn man zum absoluten Betrag von P 
und Q übergeht. Mit Rücksicht darauf, daß 


* ^ (P F i) 
e * 




52 * 
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bei reellem s reell ist (vgl, Jahnke-Emde, 2. Aufl., S. 199, 3. Aufl., S. 133), 
hat man 

6 t 71 

2 l n 

(iS) 

Diese Ausdrucke wurden in VII, § 8 zur Berechnung der Bremsstrahlungs- 
Matrixelemente bei weichen Rontgeristrahlen benötigt, welche dort S. 559 
durch Integration von \P\^, IQ P nach a' gewonnen wurden. Dabei zeigte sich, 
daß gerade die kleinen Werte von a', für welche bei großem n das Produkt na'® 
und daher, vgl. (39 a), das Argument s der Hanke Ischen Funktionen endlich 
ist, den Haupt-Beitrag zur Integration liefern. Dies ist der Grund, weshalb wir 
die in (38b) definierte Hilfsgroße a' (trotz der Anni. 1 daselbst!) als endlich und 
als von gleicher Größenordnung mit h behandeln mußten. Für größere Werte 
von a', für welche n a'® und s ins Unendliche wachsen, ist a' von höherer Ordnung 
als b. In diesem Falle kann im Integral (38a) b gegen a' vernachlässigt werden, 
d. h. es kann die Entwicklung (32) von / mit dem quadratischen Gliede abge- 
brochen werden. Man fallt dann auf die in den Gin. (34). (34b) durohgefuhrte 
gewöhnliche Sattelpunkts-Methode zuruck, von der unsere jetzige Rechnung 
mit dem Airyschen Integral eine Verallgemeinerung ist. 
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17. über die Kleinschen Parameter a, y, ö und ihre Bedeutung 
für die Dirac-Theorie. Zum Schluß von Kap. IV, § 6 

In der Theorie des Kreisels hat Felix KleiiG) zur Darstellung der drei- 
dimensionalen Drehgruppe, statt der klassischen Winkel von Euler, gewisse 
schon von C ayl ey eingefubrte Parameter benutzt, die nicht nur in kinematischer, 
sondern auch in dynamischer Hinsicht die einfachsten Elemente der Theorie 
bilden. Wir wollen hier zeigen, daß dieselben Parameter, sinngemäß erweitert, 
auch die Probleme der vierdimensionalen Drehung (allgemeine Lorentz- 
Transformation) vereinfachen und den riaturliidien Zugang zu dem in der Theorie 
der Dirac-Gleichung oft verwendeten Spinorenkalkiil bilden. Zuvor müssen 
wir die alteren Ergebnisse der gewöhnlichen Drehungstheorie ohne Beweis zu- 
sammenstellen. 


A. Die oi,ß,y,t) im Dreidimensionalen 

Bei den dreidimensionalen Drehungen wird der Minimalkegel (die Kugel 
vom Radius Null) in sich transformiert. Aus 

y* + = 0 folgt x'^ -f- 7/'® + 2 '* = 0. 

^) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Leipzig bei 
Teubner, Kap. I, insbesondere § 2, 3, 4. 
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Wir schreiben dafür 


( 1 ) 

bzw, 

( 2 ) 


X -j-iy 

z 

x' + ly' 


■ I y 


= X 


= ?/. 


( 3 ) 




z' X* — i y' 

X und X' sind gewöhnliche komplexe Zahlen. Sie charakterisieren die Er- 
zeugenden des Minimalkegels in ihrer Anfangslage x ; // : z und ihrer Endlage 
x ' : y ' : z'. Zwischen X und X' besteht der ein-eindeutige, also lineare Zu- 
sammenhang : 

a X + ß 
yX-^^) 

Ebenso wie die X. V sind die a, ß, y, gewöhnliche komplexe Zahlen, die 
man offenbar der Beziehung 

(4) oiö~ß y ] 
unterwerfen kann. Sie genügen den Healitats-Bedmgungen 

(5) a - <>♦, ß - 
also auch 

^ a*, ---- - ß*. 

Hiernach enthalten unsere vier komplexen Parameter a. ß, y, S nur vier 
und wegen der Bedingung (4) sogar nur drei reelle Bestimmungsst iicke. 
Die Zahl 3 stimmt iiberein mit der Mächtigkeit oo® der möglichen reellen Dre- 
hungen. 

Die Zusammensetzung zweier Drehungen aj. ß^, Vj, <'), und ß^, y^, 
(letztere bezogen auf die durch die erste verdrehte Lage des Systems) liefert 
für die resultierenden Drehungsparameter aßyö die bilineare Darstellung: 

ja - a, a, + y, ß^^ ß ß\ «*+ 'b ßi, 

ly «1 Tz + y, »b- ß\ Vz + 'b 'b- 

Man kann sie dazu benutzen, um die ol ß y i) durch die E ul ersehen WinW 

l>, (p,x auszudrucken (<y -- Drehimg um die >Achse, D = Drehung um ^ 

durch verdrehte a:- Achse, y Drehung um ihe durch verdrehte z-AchB6% 
Es ergibt sich: 


( 7 ) 


Wir zerlegen die a, ß, y, ö in ihre reellen und imaginären Teile, schreiben 
also mit Rücksicht auf (5) 

= D -f i C, ^ - R - i 

— B — iA, ö = D — i C 


(<>) 


—((p + X^ 


a = cos f 

ß = 



y = — iHin eA 

i) = 


( 8 ) 
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und haben wegen (4) 

(9) .4* + C* + = 1 . 

Diese vier reellen Drehungsparameter A, B,C,D fassen wir zusammen zu 
der Quaternion 

( 10 ) S=^iA-\-jB + kC-^D 

mit den Rechenregeln (IV. 5. 9) für die ijh. Die reziproke Quaternion, 
definiert durch S S-^ 1. ist dann: 

(11) S-i -= ~ i A - j B ~ k C + D. 

Entsprechend fassen wir auch den Koordinatenvektor vor und nach der Drehung 
zusammen zu 

(12) r = 1 X -f j 7/ + k 2 , r' i x' + j ?/' -f k z' 

und behaupten, daß die durch die A B C D spezifizierte orthogonale Transforma- 
tion dargestellt wird durch die Quaternionenformel 

(13) r'-SrS”‘. 

Man sieht unmittellmr, daß bei Iteration aus (13) die für die Orthogonalität 
charakteristische Beziehung entsteht : 

(14) r'* = r*. 

(13) ist die kompendiöseste Darstellung der allgemeinen dreidimensionalen 
orthogonalen Transformation. Man erhalt die gewöhnliche Form, das von 
den i j k freie System linearer (lleichungen offenbar dadurch, daß man die rechte 
Saite von (13) mittels der Operationsregeln (IV. 5. 9) formal ausrechnet und die 
Koeffizienten von i j k rechts und links vergleicht. Diese Koeffizienten ergeben 
sich dabei als quadratische Formen der A, B, C, D, also der trigonometrischen 
Funktionen der halben Eule rechen Winkel, welche sich dann in Linearfomien 
der trigonometrischen Funktion der ganzen Eul ersehen Winkel umrechnen 
lassen. 

B. Die a, ß, y, ö in der Theorie der Lorentz-Transformationen 

Bei den vierdimensionalen Drehungen des x, ?/, 2. a cf- Raumes wird der 
Ibichtkegel (Minkowskis Vor- und Nachkegel) in sich transformiert. Aus 
+ J/* -f -2* — f* — 0 folgt x'* + 7 /'* -f- r'* — r* f'* t= 0. 

Wir schreiben dafür 


(16) 


c t ~ z 

C f -f 2 

~ X - iy 

bzw. 

(16) 

x' A iy' 

c t' — z* 

ct' -i- z' 

x' ~iy' 


A und X' sind gewöhnliche komplexe Zahlen. Jedem Werte X entspricht 
eine zweidimensionale Ebene, nämlich das Schnittgebilde der beiden drei- 
dimensionalen Ebenen 

a? -f i 7/ — A (2 -f c f) 0 und X {x — i y) + z c t = 0, 
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welches als Erzeugende auf dem Lichtkegel verläuft; ebenso jedem Werte A'. 
Durch die Drehung (allgemeine Lorentz-Transformation) werden die beiden 
Scharen von Erzeugenden einander ein-eindeutig zugeordnet. Daher ent- 
sprechen die beiden komplexen Ebenen der X und X' einander Punkt für Punkt 
und es besteht der lineare Zusammenhang: 

a A + 


(17) 




y X -f ö 


Wieder sind die a, ß, y, ö gewöhnliche komplexe Zahlen, die man so nor- 
mieren kann, daß 

(18) 0LÖ~ßy = l 

wird. Aber die Realitätseinschrankungen (5) fallen fort. Die a, ß, y, d 
sind jetzt also nur durch die Bedingung (18) eingeschränkt. Sie repräsentieren 
daher drei Komplexe, also sechs reelle Bestimmungsstücke. Dies stimmt 

« . . / 4- 3s 

überein mit der Mächtigkeit oo" der vierdimensionalen Drehgruppe (^6 = “ 2 / ’ 

Bei der vier dimensionalen Drehgruppe interessieren wir uns vornehmlich 
für die Raum- Zeit- Transformationen. Wir betrachten also z. B. eine Lorentz- 
Transformation in der 2 , ct-Ebene. Schreiben wir vorübergehend a: 13 : 2 X 3051 
für xyz,ict, so wird diese Transformation bekanntlich am einfachsten dar- 
gestellt durch*) 

(19) x; + i x; ^ (X3 + r xj, r. x\ = x. 

Dabei ist X nach S. 2G5 durch die Translationsgeschwindigkeit v des ge- 
strichenen gegen das ungestrichene System folgendermaßen gegeben: 

(20) tgX = i^. ^^7’ 


X ist also ein imaginärer Winkel. 

(lleichung (19) lautet, in die ursprünglichen Koordinaten iihertragen; 

2' „ ct' = e‘-'’ {z — ct), x' X. y' = ?/. 

Der Vergleich mit (15), (16) ergibt 

(21) 

und der Vergleich mit (17), (18) 

(22) = 7 = *= ;,«-'* 

(23) a = e " , ö = e * • 

Wir haben also auch hier das charakteristische Auftreten der halben 
Winkel, während durch (20) aunächst die Tangente des ganzen Winkels X be- 
stimmt ist. Da X rein imaginär ist. sind oc und ö nach (23) reell und nicht 
zueinander konjugiert. 


>) Die Bezeichnung X für den imaginären Drehwinkel ist gewählt, um mit 
(H. (IV. 6. 86) in Einklang zu sein. 
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Die Zusammensetzungsregel (6) bleibt ungeändert bestehen. Man kanny 
sie benutzen, um der Translation nach der 2 -Achse eine solche nach der y- od(^ 
aj-Achse zu iiberlagern. Dabei entsteht eine Darstellung der a, ß, y, ö für die ‘ 
zusammengesetzte Lorentz- Transformation, welche der Darstellung (7)eiit8pricht. ' 
Obschon die a ß nicht mehr konjugiert zu ö, — y sind, können wir sie in 
eine Form schreiben, die der Zerlegung (8) analog ist, nämlich 

( a = (D' + D") + i{C' + C"), ^ _ (J5' + B") A"), 

[y = (B'+B")-i{A' + A"), .5= (/)' + 7)") - + C"), 


(24) 


mit der Verabredung, daß die A' . . . D' reell, die A" . . . D" rein imaginär 
sein sollen; erstere entsprechen den gewöhnlichen dreidimensionalen Drehungen, 
letztere den Raum-Zeit-Drehungen. Die Konjugiertheit der Ansätze (24) ist 
dann nur eine scheinbare, in Wirklichkeit sind wegen der Imaginafität von 
.4 z. B. die reellen Teile von a und d, nämlich D' i C" und D' — i C'\ 
nicht einander gleich. Zwischen den acht Parametern A' . . . D" bestehen 
wegen (18) noch zwei Relationen. Wir erhalten sie, indem wir (24) in (18) ein- 
setzen und Reelles und Imaginäres trennen: 


(2ö) 


j A'^ -f A"^ + -f + C'* -f C"^ -f -f D"^ = 1, 

i A'A"-i- B'B" + C'C" + D'D" = 0. 


(Man bemerke dabei, daß die A"^ . . . nach Definition negative reelle Zahlen 
sind.) 

Wir fassen die acht Elemente A' D" hyperkomplex zusammen. 

Dazu bieten sich uns die acht Einheiten der Bi quaterniongruppe aus 
Gl. (TV. 5. 4) dar, die wir folgendermaßen abteilen und gegen früher modifizieren : 


^2 3» /'aiJ 7 i 2’ ;h4' 7'2 4’ 7\3 4' y 

mit der Abkürzung (das negative Vorzeichen ist für das Folgende bequem): 


y — 7h 2 3 4 • 

Wir bemerken dabei, daß die Multiplikation mit — 1, wie S. 238 bemerkt, 
zu der Gruppe adjungiert werden sollte. Die Zuordnung dieser y-Produkte zu 
den acht Drehungsparametern .4' . . . D"' ist einleuchtend: die ersten vier sollen 
den gewöhnlichen Raumdrehungen entsprechen (man beachte das Bildungs- 
gesetz der Indizes der y^J^) und sind den Parametern A' ... D' zuzuordnen; 
die letzten vier sollen den Raum-Zeit-Drehungen entsprechen (Vorkommen des 
Index 4) und der Reihe nach den Parametern A" . . . D" zugeordnet werden.* 
Wir setzen also ^ 

( 26 ) S ^ y„A' + r,,B' + y,zC' + iy 

+ 7i 4 + I’a 4 ■^" + 73 4 C" + 7 -D”- 

Als reziproke Biquatemion S~’ ist anzusetzen ; 

S~* = — 733 -4' +44' 

-7,4-4"- 734 B"-7„C" + 7/)". 


( 27 ) 
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li,30 

*■ 

fium "Beweifie bilden wir 
•# ■ 

S s-' = (D' + y D")‘ - , . 4 ' . y^ ^ cy. 

’ Wir beachten 


J’’ = 1. - - 1. 

^'2 3 /’l 4 “ 4 ^2 3 “ l'l 2 73 4 — ’ * * == — 7 

und erhalten 

S S-i A'^ + A"^ + . . . + I >'2 ^ J )-2 

+ 2 r -4- • • • + D' /)"). 

Dies ist gleich 1 wegen der Bedingungen (25). womit unser Ansatz (27) ge- 
rechtfertigt ist. 

Entsprechend- fassen Wir nun auch die Koordinaten eines beliebigen Raum- 
Zeit -Punktes vor und nach der Lorentz- Transformation zusammen zu den 
Vierervektoren 


(28) -iR 7, -f 72 >^2 + 73 ^3 + 74 •^ 4 - 'K' - 7i x\ + 7, 0^273 -f x\ 
und behaupten, dab die durch A ' . . . J)', .i." . . . spezifizierte all- 

gemeine Lorentz-Transformation dargestellt wird durch die Bi- 
(juaternionenf ormel 
( 20 ) 

Zunächst liberzeugen wir uns wieder unmittelbar, daß bei Iteration aus (29) 
die für die Lorentt- Invarianz charakteristische Beziehung entsteht 
i29a) P '2 jj »2 


mit 

-R* = = x'^ + — usw. 


Darüber hinaus laßt sich nachrechnen, daß Gl. (20) bei der in (26) und (24) ent- 
haltenen Zuordnung zwischen S und ol ß y i) genau ubereinstimmt mit der durch 
die ursprünglichem (dn. (15) bis (17) dargestellt en Lorentz-Transformation. 
Dies wird sogleich an dem speziellen Beispiel (30) gezeigt werden. 

(29) ist wieder die kompendiöseste Form, m die man die allgemeine Lorentz- 
Transformation schreiben kann. Wurde man sie unter Anwendung der 7 -Rela- 
tionen ausrechnen, so erhielte man durch Vergleich der Faktoren von 7 ^ . . . y^ 
ßnks und rechts eine lineare Darstellung der x' durch die x mit Koeffizienten, 
die wieder quadratisch von den A' ... D" abhangen und sich in trigonometrische 
Funktionen der ganzen Eul ersehen Winkel 0 . . . sowie der ganzen imaginären 
Dreh Winkel O . . . darstellen lassen. 

Bei der in (19) betrachteten speziellen Lorentz-Transformation (Drehung 
Hl der X 3 , ic^-Ebene) reduziert sich die allgemeine Darstellung (IV. 6 . 35), mit S 
statt T geschrieben, auf 


S = 



- ^34 

e 


X 

2 


(30) 
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.Es wird dann nach (26) 

A' = B' = C' = Ä" = B" 


D" = 0, 


und wegen (24) 


L> = cos Y» C — sin — 


X X *- 

a = cos Y + i sin Y = e ^ , ß = 0, 

X X — ? — 

y = 0, = cos Y sii^ “2" = ^ * • 




Dies stimmt überein mit den Gin. (22), (23). Gleichzeitig liefert (29) nach Ein- 
setzen von (30) und gehöriger Reduktion durch Vergleich der Koeffizienten 
von genau die Gin. (19). Die Übereinstimmung unserer Operatoren- 

Darstellung (29) mit der ursprünglichen Darstellung durch die a. ß, y, ö hat sich 
also in diesem Beispiel bewährt. 


C. Zweideutigkeitsfragen. Spinorenkalkiil 


Statt der in (16) gewählten Faktorenzerlegung hatten wir offenbar auch 
setzen können 


(31) 


X + iy ^ 

ci — z X — %y 


Dieses l (die Punktbezeichnung entspricht der Spinorenschreibweise) ist, 
wie der Vergleich mit (15) zeigt, gleich 1/A*, geht also nicht aus 1 durch lineare 
Transformation hervor^) und muß daher als neue Variable geführt werden. 
Ebenso kann man (10) ersetzen durch 


(32) 


+ z' 

ct' — z' x' — i y' 


i und A' sind die komplexen Parameter einer zweiten Schar ,, erzeugender“ 
zweidimensionaler Ebenen des Lichtkegels, die bei der Lorentz-Transformation 
ineinander übergeführt werden. Daher gilt abermals eine‘'lineare Beziehung 
von der Form 


(33) 


y Ä + () 


Der Vergleich mit der zu (17) konjugierten Gleichung zeigt dann nüt Rück*^ 
sicht auf den Zusamimenhang zwischen A, A' und A*, A*' .. 

(34) d = (5*, y = ß*r ^ = y\ ä = ö*. 

Die Vertauschung von A mit A bedeutet auf den Koordinatenraum der 
X y z, ct übertragen, eine Transformation von der Determinante — 1, nämlich 


') Im Gegensatz zum dreidimensionalen Falle, wo das durch die ent- 
sprechende Umgruppierung in (1) zu definierende A gleich — A wird. 
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nach (15) und (31) die Spiegelung an der 2-Ebene. Die eigentliche Lorentz- , 
Gruppe umfaßt nur die orthogonalen Transformationen der Determinante + 1. 
Indem man eine Spiegelung hinzunimmt, erweitert man die Lorentz- Gruppe. 
Die Dirac-Gleichung ist invariant gegenüber dieser erweiterten Lorentz- 
Gruppe. Auch die abstrakte Spinorentheorie, die sich als ein der Djrac- 
Theorie angepaßtes Instrument entwickelt hat und von Van der Waerden^) 
erstmalig kodifiziert worden ist, spielt sich in dieser erweiterten Gruppe ab. 
Indem man homogen macht, also A = KIKf ^ ~ AJAg setzt, erhält man als 
allgemeinste Spinorentransformation einen linearen Zusammenhang 
zwischen den gestrichenen und ungestrichenen vier Größen Aj Ag A^ Ag. der im 
Falle der eigentlichen Lorentz- Gruppe zerfällt in die Gleichungspaare 

Aj = a Aj + ^ A.g, Aj = ä Aj -f- A^, 

Ag = y Aj -f i) Ag,. Äj = y Al -f h Ag, 

wo die Koeffizienten durch die Gl. (34) einander zugeordnet sind. 

1) L. van der Waerden, Gruppentheoretische Methode in der Quanten- 
mechanik. Berlin. Julius Springer, 193*2. 
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Berichtigungen während des Druckes 


Zu den hier gegebenen Ziint.en ist hinzuzufugen: P.S. Epstein, 
Proc. Nat. Ac. (Washington) 16 , 627 (1930), wom allgemeinster Weise 
diejenige Form einer Potential- Schwelle oder eines Potential- Walles 
ermittelt wird, bei der sich die Wellengleichung durch hypergeome- 
trische Funktionen integrieren laßt. Anwendung auf die Reflexion 
der Radio-Wellen an der Jonosphare, Darstellung des Reflexions- 
Koeffizienten durch ein Produkt von /-Funktionen, entsprechend 
unsereh Gin. (17) von S. 32 und (24), (24a) von S. 799, 800. Vgl. auch 
K. Ra wer, Hochfreqi^enztec^iik 53, 150 (1939), 

ln Gl. (37) für J lies Pf («otl /t) Pf (cos /t). 

Im ersten Gliede der Gl. (11a) lies ^ 

A A 1 statt II 7n. » ' 


In Zeile 6 des letzten Absatzes lies ^ 5 statt § 6. 

In der Zeile vor Gl. (11) lies (7) statt (5). 

Letzte Zeile von Anm. 2 lies: 41 statt 42 . , 

In Gl. (6) lies mit Rücksicht auf Gl. (13) und (2o| in Zusatz 10 : 
\g^i\ statt 


In der letzten Zeile von § 5 lies (7. 1 1) statt (6. 11 a). 

Auf der linken SeiV von Gl. (47) fallt das Komma zwischen P/.' und 
fort. » 

Auf der rechten Seite von Gl. (20) lies -f k statt’ P k. 

Schluß von § 7: Man vergleiche hierzu eine Note Von S. Pasternack, 
Phys. Rev. 54, 1113 (1938). 

Zu Zeile 2 und 3 v. o. teilt mir Herr A. Kratzer mit, daß eine Kon- 
trolle der Mottschen Rechnungen durch Herrn Kleineidam die 
zweite Lösung der hier genannten Alternative wahrscheinlich mache, 
daß aber die endgültige Entscheidung noch ausstehe, 
ln Zeile 5 v. u. lies auf 70% statt um 70%. 
ln Anm. 1 lies Kirkpatrick statt Kirkpartriok. 
ln Zeile 4 v. u. lies (2. 32) statt (2. 28). 

In Anm. 1 lies Bartlett statt Bartlott. 


Die Zweite Zeile von (H) heißen 


dD uv d E uv 


& X 




d-y 


— F uv. 


Die Unterscheidung ewiechßn elektrischer und magnetischer MultipoJ- 
Strahlung wurde zuerst ki der S. 741 zitierten DissertatMjn von Brink- 
man begründet. 

In Gl. (3) lies Oj Oj und Oj statt o^^und Oij. 


*8. 782. 










